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1 Metody Rungego-Kutty

Metody Rungego-Kutty pozwalaja osiagna¢ wyzszy rzad bez potrzeby dodat-
kowych wartosci poczatkowych. Innymi stowy, sa samostartujace. Majac dane
xo, Yo 1 h bez dodatkowych danych mozemy obliczy¢ kg = 29 = F(xo,y0)- Na
pierwszy rzut oka jedyna rzecz ktora teraz mozna zrobié to uzycie metody Eu-
lera do przyblizonego obliczenia y;, tzn. przyblizonego rozwiazania w punkcie
1 = x9 + h. Ale by uzyska¢ metode wyzszego rzedu musimy zrobié¢ co$ innego.
Pomyst Rungego i Kutty polega na tym ze obliczamy przyblizone wartosci w
punktach posrednich t; = zg + hc;. Te wartodci uzywamy w obliczeniach po-
Srednich a potem pomijamy, wiec interesuje nas tylko dokladnosé w punkcie
konicowym. Doktadniej, warto§¢ w punkcie ¢; przyblizamy metoda w stylu Eu-
lera, biorac yo + ha1,0ko i dostajac wartos¢ pochodnej ki = F(t1,yo + hai oko).
W kolejnym punkcie mamy do dyspozycji kg i k1 i mozemy uzy¢ ich kombinacje
liniowa. Ogodlniej mamy schemat rekurencyjny:

kj = F(tj,y0 + h(ajoko + ajiky + -+ ajj-1kj-1))

pozwalajacy wylicza¢ k; w terminach poprzednich wartosci. W ostatnim kroku
chcemy wyliczy¢ warto$¢ w 1 = xo+h, wtedy odpowiednie k; jest niepotrzebne.
Dlatego wzoér zapisujemy w nieco innej postaci

Y1 = Yo + h(boko + blkl +---+ bsks)

gdzie s to numer ostatniego kroku posredniego. Naturalnie, pojawia sie pytanie
czy w ten sposob daje sie uzyska¢ metode wyzszego rzedu niz 17 Po pierwsze,
jesli s = 0 to dostajemy jawna metode roznicowa z k = 0 o ktorych wiemy ze
sa co najwyzej rzedu 1. A wiec by dosta¢ co$§ nowego potrzebujemy s > 0. Dla
niejawnej metody réznicowej z k = 0 jedna z mozliwosci byta iteracja punktu
stalego. Stosujac jedna iteracje dostaniemy wtedy metode ktora zgadza sie z
definicja metody Rungego-Kutty dla s = 11c¢; = 1. Jednakze schemat Rungego-
Kutty jest duzo ogolniejszy.

Tak jak w przypadku wielopunktowych metod réznicowych koniecznym wa-
runkiem na rzad [ jest by uzyska¢ odpowiednia doktadnosé na wielomianach,



tzn. w przypadku gdy F(z,y) = P’(z) za$ P jest wielomianem stopnia [ powin-
ni$my dosta¢ doktadng réwnosé:

y1 = P(x1) + O(hHh).

Niestety, taki warunek nie wystarcza: nasze F' nie zalezy od y i w efekcie do-
staniemy rownanie wigzace c; z by, ale nie dostaniemy réwnan na a; ,,. Dlatego
trzeba rozwazac ogoélniejszy przypadek, mianowicie taki gdy F jest wielomianem
stopnia co najwyzej [. Naiwne rozpisanie warunkéw prowadzi do nielinowego
uktadu réwnan wielomianowych ktéry nawet w najprostszych przypadkach jest
nieprzejrzysty i trudny do rozwiazania. Zwykle wprowadza sie dodatkowe wa-
runki liniowe, np. by wszyskie k; byly przyblizeniami rzedu co najmniej 1.
Obecnie jest znana do$é¢ obszerna teoria pozwalajaca zapisa¢ warunki na rzad
metody w nieco prostszej postaci. Niestety, nawet po tym dla wyzszych rze-
déw warunki sa bardzo trudne do analizy. Dlatego nie bedziemy tu badac¢ tych
warunkéw a ograniczymy sie do podania bez dowodu kilku znanych wynikéw o
istnieniu lub braku istnienia metod typu Rungego-Kutty z danym s i zadanym
rzedem [. Dodajmy ze dla wysokich rzedéw pozostaje otwarte pytanie jak duzy
rzad daje sie uzyska¢ przy danym s.

Lemat 1.1 Metoda Rungego-Kutty rzedu | wymaga s >1—1. Dlal > 5 trzeba
s>1,dlal>7trzeba s > 1+ 1.

, bop =0, by =1 mamy wzoér

N[

Przyklad: Biorac s =1, ¢y = 3, a10 =
1 1
Yit1 = Yi + hF(z; + ihayi + ihko)

z ko = F(xy,y;) ktory jest rzedu 2.

Metody Rungego-Kutty czesto podaje sie w postaci tabelki gdzie wiersze
opisujg poszczegdlne kroki. Z lewej strony sa wartosci ¢;, potem a; . Ostatni
wiersz podaje b; i omija c. Wartosci ¢ oddziela si¢ od reszty kresks pionows,
ostatni wiersz oddziela sie od reszty kreska pozioma. W takiej postaci metode
z poprzedniego przyktadu zapisuje sie jako

0
1/2 [ 1/2
0 1

Przyktad: Klasyczna metoda rzedu 4 ma ¢; = %, Co

1 1 _
y ) ; ;5,01,0—5702,0—();
az1 = 35,a30=a31=0,a32=1,bp=5,b1 =5, ba =5, b3 =

%. Jako wzory:
ko = F(xi, y:),
1 1
ki = F(z; + ihayi + ihko)

1 1
k‘g = F(IZ + ih’ Y; + 5}7,]4:1)



ks = F(x;,y; + hks)
1 2 2 1
iv1 = 1y; + —hko + =hki + =hky + = hks.
Yit+1 y+6 0+6 1+6 2+6 3
W postaci tabelki:

0
1/2 ] 1/2
121 0 1/2

110 o 1
1/6 2/6 2/6 1/6

Z metod wyzszego rzedu czesto stosowana jest metoda rzedu 5 Dormanda-
Princa z s = 6 (s = 5 wystarcza dla rzedu 5, ale wzory Dormanda-Princa maja
dobre zachowanie i pozwalaja na szacowanie bledu). Znane sa metody dowolnie
wysokiego rzedu, ale dla znanych metod s ro$nie do$¢ szybko z rzedem.

1.1 Niejawne metody Rungego-Kutty

Ogolniejsze metody otrzymamy pozwalajac by w schemacie Rungego-Kutty war-
tosci k; byly wyznaczone niejawnie przez rozwigzanie ukladu réwnan. Takie
metody sa pozyteczne przy rozwigzywaniu tzw. probleméw sztywnych i przy
ekstrapolacji.

2 Metody ektrapolacyjne

W wielu problemach numerycznych btad daje sie wyrazi¢ jak szereg potegowy
parametru, np. kroku. Extrapolacja (czesto nazywana ekstrapolacja Richard-
sona) tworzy kombinacje rozwiazan przyblizonych z r6znymi wartosciami para-
metru, tak by wyrazy z niskimi potegami parametru si¢ skasowaty. Przy cal-
kowaniu numerycznym metoda Romberga jest przykladem uzycia ekstrapolacji.
Przy przyblizonym rozwiazywaniu rownan rézniczkowych naturalnym parame-
terem jest krok h. Niektore metody sa wystarczajaco symetryczne by btad byt
szeregiem od h?, tzn. wspolczynniki przy nieparzystych potegach h znikaja.
Np. niejawna metoda zadana wzorem

h
Yir1 = Yi + §(F(=’Ei,yi) + F(x; + h,yit1))

ma ta wiasno§é. Dla takich metod ekstrapolacja jest prostsza niz dla metod
niesymetrycznych.

Symetryczna ekstrapolacja jest podstawa metody Bulirsch-Stoera i wariantu
podanego przez Deuflharda. Doktadniej Bulirsch-Stoer zaproponowali metode
z uzyciem h; = n% zn; = 1,2,3,4,6,8,12,16,24, ... gdzie na przemian po-
jawiaja sie potegi 2 i potegi 2 pomnozone przez 3. Deuflhard zaproponowat
n; = 1,2,3,... 1 doSwiadczalnie pokazal ze daje to wigkszg wydajnos$é. Przy
ekstrapolacji trzeba zwracaé¢ uwage na bledy zaokraglen, szczegblnie w wariancie
Deuflharda. Jednakze dla regularnych probleméw przy dostatecznej doktadnosci
arytmetyki daje sie uzyskaé¢ bardzo duza dokladno$¢ rozwigzania.



3 Problemy sztywne i A-stabilno$é¢

Przypomnijmy 7e jednym kryterium przydatnosci metod dla probleméw sztyw-
nych jest tzw. A-stabilno$¢. Dokladniej, testujemy metode na réwnaniu

y = Ay.

A-stabilno$¢ wymaga by rozwigzania powyzszego rownania byty ograniczone dla
dowolnego A z R(A) < 0.

Uwaga: wyzej A moze by¢ zepolone.

Dla wielopunktowych metod réznicowych pokazano ze maksymalny rzad me-
tody A-stabilnej to 2, przy tym metoda A-stabilna musi to by¢ niejawna.

Przypomnijmy ze dla wielopunktowej metody réznicowej w postaci ogélne;j:

k k
Z A5Yn—j5 = h Z bjzn—j

j=—1 j=—1
z a_1 = 1 po podstawieniu z,; = \y; dostajemy

k

> (aj = hAby)yn—j =0

j=—1
co oznaczajac p = hA mozna zapisaé jako

k

> (aj — pbj)yn—; = 0.

j=—1

A-stabilno§¢ wymaga by rozwigzania powyzszego rownania byty ograniczone dla
dowolnego u takiego ze R(u) < 0.
A-stabilno$¢ badamy tworzac wielomian

k

Pu(s) = > (a; — pby)s* .

j=—1

A-stabilno$¢ wymaga by pierwiastki wielomianu P, byty co do modutu ograni-
czone przez 1 dla dowolnego pu.
Dla niejawnej metody Eulera mamy a_1 = 1, ap = —1, b1 = by = 1/2.
czyli
Pu(s) = (1= /2)s + (—1 - u/2).

A wiec P,(s) = 0 oznacza ze

_ 2

=54
Wida¢ 7e 2 — p ma ta sama cze$é urojona jak —2 — p, zas R(p) < 0 implikuje
7e czeSé rzeczywista 2 — p jest wieksza niz cze$é¢ rzeczywista —2 — p. A wiec




|—2—p| < |2—p| co daje |s| < 1. A wiec niejawna metoda Eulera jest A-stabilna
(i rzedu 2).

Zachowanie metody mozna sobie lepiej wyobrazi¢ startujac¢ z g = 01yy = 1.
Wtedy obliczone y, = s*, za§ doktadna wartosé¢ to exp(uk). Dla duzego |u|
wartos¢ s bedzie bliska 1, czyli rozwiazanie doktadne bardzo szybko maleje,
za$§ rozwigzanie numeryczne maleje bardzo powoli. OczywiScie gdbySmy na-
prawde chcieli rozwigza¢ réwnanie ¢y’ = Ay nie bylo by to zadowalajace, bo jest
spora odleglo$¢ miedzy rozwiazaniem dokladnym a przyblizonym. Jednakze w
praktyce czesto skladowe odpowiadajace ' = Ay sa malg czescig rozwigzania
i w zupelosci nam wystarcza ze sa ograniczone. Chodzi o to zeby takie skla-
dowe nie zaczely narastaé¢ co by zepsulo rozwigzanie. Takie narastanie widaé
dla jawnej metody Eulera. Przy kroku 11 A = —3 (czyli 4 = —3) numerycz-
nie yr = (—2)*, co oznacza katastrofalne narastanie bledu. Nasza analiza z
poprzedniego wykltadu pokazuje ze takie narastanie bledu jest mozliwe dla do-
wolnej jawnej metody roznicowej (choé¢ sa metody ktore zachowuja sie dobrze
dla rzeczywitych \).

Dla metod Rungego-Kutty dostejmy troche inne kryterium A-stabilnosci.
Znowu dla metod jawnych daje sie¢ pokazac ze nie sg one A-stabilne. Natomiast
istniejg niejawane A-stabilne metody Rungego-Kutty wyzszego rzedu. Doktad-
niej rozpatrujemy metody postaci

kj = F(tj,yo + h(ajoko + - - - + a; sks)

y1 =y1 = Yo + h(boko + b1ki + - - - + bsks)

gdzie t; = xo + c;h. Wyznaczenie k; wymaga to rozwigzania uktadu réwnan co
jest doséé ktopotliwe. Konkretna metoda jest wyznaczona przez podanie wspot-
czynnikéw c;, a;; i b;. Tak jak w przypadku metod jawnych uzywa sie do tego
tabelek jak np.
1/3 1 1/12 —1/12
1 | 3/4 1/4
| 3/4  1/4

Powyzsza tabelka opisuje metode Radau ITA rzedu 3 ktora jest A-stabilna.

4 Zagadnienie brzegowe

W praktyce czesto trzeba rozwiazywaé zagadnienia z warunkami brzegowymi,
szczegoblnie dla réwnan rzedu 2. Prosta metoda jest tzw. metoda strzalow: roz-
wigzujemy zagadanie z warunkiem poczatkowym w jednym punkcie brzegowym
otrzymujac wartos¢ w drugim punkcie. Nastepnie stosujemy wybrang metode
interacyjna rozwiazywania rownan by dobra¢ warunek poczatkowy tak by dat
pozadana warto$¢ w drugim punkcie brzegowym.



5 Blad metody Eulera

Rozwiagzaniem réownania y' = y jest exp(z). exp mozna wylicza¢ przy pomocy
szeregu:

(o] hk
exp(h):Zﬁ:1+h+h2/2+h3/6+...
k=0

W jednym kroku metody Eulera rozwigzujac w punkcie xg w wartoscia poczat-
kowa yg i z krokiem h mamy

Y1 = Yo + hyo = yo(1 + h).

Doktadnym rozwiazaniem jest yo exp(h). Porownujac widzimy ze btad w jednym
kroku to

o hE h?
yo(exp(h) = (1 +h)) = yo(; ﬁ) = yo(g +O(h?)).
Bledy z poszczegolnych krokéw sie dodajg. Dla naszego réwnania tatwo to
przeanalizowa¢ biorac pod uwage ze bltad w kroku ¢ mnozy wartosé poczatkowa

dla kroku ¢ + 1. Dokladniej, mamy

ern = (14 By = exp(R)yi(1+ h) exp(—h) = exp(R)yi(1 — o + O(?)).

Indukcyjnie
h2
Yitn = exp(kh)y;(1 — 5 T O(h*)™.

gdzie czynnik O(h?) jest jednostajny ze wzgledu na n. W przykladzie mielismy
20=0,y0=1,h= 2 czyli

n’
1 1 1., 1 1
g = exp(n)1(1 = 5 +O(—))" = exp(1)(1 — 5= + O(=).
Zaktadajac ze krok jest dostatecznie maly, to btad powinien by¢ rzedu
_exp(1)
2n

Ponizej pokazujemy wyniki dla metody Eulera przy réznej ilosci krokéow, w
pierwszej kolumnie jest ilo§¢ krokéw, w drugiej wynik, w trzeciej btad, w czwar-
tej powyzsze oszacowanie bledu:

[10.0, 2.5937424601, - 0.124539368359045, - 0.13591409142295227]

[40.0, 2.6850638383899734, - 0.03321799006907167, - 0.03397852285573807]
[90.0, 2.703332461058197, - 0.014949367400848068, - 0.015101565713661362]
[160.0, 2.709835576307776, - 0.00844625215126893, - 0.008494630713934517]
[250.0, 2.712865123051453, - 0.005416705407592204, - 0.00543656365691809]
[360.0, 2.7145160248746873, - 0.003765803584357741, - 0.0037753914284153404]



[490.0, 2.715513250403912, - 0.0027685780551331973, - 0.002773756967815352]
[640.0, 2.7161612079480073, - 0.002120620511037785, - 0.0021236576784836292]
[810.0, 2.7166057733945723, - 0.00167605506447277, - 0.0016779517459623735]
[1000.0, 2.716923932235896, - 0.0013578962231490799, - 0.0013591409142295226]

Widaé ze blad jest bliski naszego oszacowania.

6 Stabilnosé i zbieznosé metod réznicowych

Celem tego podrozdziatu jest oszacowanie btedu ktéry pojawi sie po wykonaniu
wielu krokéw metody réznicowej. W szczegédlnosci, chcemy pokazaé ze stabli-
no$¢ rozumiana jako warunek na wspotczynniki a;, j = 0, ..., k przy rozsadnych
dodatkowych zalozeniach prowadzi do jednostajnego oszacowania na blad, czyli
innymi stowy implikuje brak fatalnej kumulacji bledéw (stabilnos¢). Ponadto
przy kroku dazacym do 0 i wartos$ciach poczatkowych zbiegajacych do dkotad-
nego rozwiaznia dla stabilnych metod dodatniego rzedu rozwiazanie przyblizone
zbiega do rozwiazania dokladnego.

Jednakze za nim przejdziemy do gléwego oszacowania potrzebujemy oszaco-
wania dla pojedynczego kroku metody. Powiedzieliémy ze metoda jest rzedu [
gdy

ki1 — u(h(k +1) + x0) = O(R™)

dla y; , = u(xo+jh) i u bedacego dokladnym rozwigzaniem. Jednakze, czynnik
O(h'*1) zalezy od réwnania. My potrzebujemy mocniejsze, jednostajne osza-
cowanie. Mianowicie, majac rownanie y' = F(z,y) zakladamy 7ze funkcja F'
jest wystarczajaco regularna, tzn. F : R x R™ — R™ jest funkcja taka ze
|0“F|| < M dla |a] <1 (tzn. wszystkie pochodne czastkowe F rzedu < [ sa
ograniczone przez M). To zalozenie jest niezbyt naturalne, bo implikuje ze F'
jest ograniczone. Pézniej powiemy jak to mozna ostabié¢, a na razie popatrzmy
na konsekwencje. Mianowicie, warunek wyzej oznacza ze istniejg stale C' i 9
zalezne tylko od M i metody takie ze dla 0 < h < §

(1) Y410 = ulh(k +1) + @o)|| < Ch™

gdzie || - || oznacza norme euklidesowa na R™. W szczegolnosci to oszacowanie
jest jednostajne wzgledem x( i yo. Nie bedziemy tego szczegdltowo dowodzic.
Zauwazmy tylko ze F', y i u mozemy przybliza¢ przy pomocy wielomianu Taylora
stopnia [. Warunek na rzad oznacza ze cztony rozwiniecia stopnia mniejszego i
réwnego [ sie skasuja i zostang tylko reszty. Zapisujac wzor Taylora w postaci
catkowej widaé¢ ze reszta to bedzie h!*! razy calki z wyrazeri zbudowanych z
pochodnych F' rzedu nie przekraczajacego [+ 1. A wiec skoro mamy z zatozania
oszacownaie na pochodne F' to reszta we wzorze Taylora bedzie ograniczona.

Lemat 6.1 Jesli stabilna metoda roznicowa jest rzedu l, zas F : R x R™ — R™
jest funkcjq jak wyzej to istniejq state C i § taka Ze dla dowolnego xq,ug, h,



0<h<9d, yo,y1,---,Yk, ¢ €N zachodzi

k
lyisr —ulziri)l| < Cexp(Cih) (Y lys — ulay)l| +ih'*)
§=0

gdzie u jest doktadnym rozwigzaniem réwnania u' = F(x,u) z warunkiem po-
czgtkowym u(xg) = ug, za$ x; sq¢ rozwigzaniem przyblizonym otrzymanym przy
pomocy naszej metody z krokiem h zaktadajgc ze kazdym kroku obliczymy y; z
btedem nie przekraczajgcym L.

Dowod. Klopot w dowodzie polega na tym ze rownanie rozniczkowe ktore
rozwiazujemy jest rzedu 1, za$ réwnanie réoznicowe dajace przyblizone rozwiaza-
nie jest rzedu k+1. Ta trudno$é rozwiazujemy traktujac w; = (yi, Yi—1,-- -, Yi—k) €
R™k+1) jako stan i rozwazajac rownanie roznicowe rzedu 1 dla w.

Niech operator T bedzie zdefiniowany wzorem

k
T(wi) =T Yi,Yi-1, - Yi-k) = (Z AjYi—jr Yis - - - Yimkt1)
j=0
tzn. rozwazamy tylko wspotezynniki a; i zapisujemy dzialanie metody w termi-
nach w;. Zauwazmy ze istnieje norma na przestrzeni R™*+1) taka ze
[T (w)| < [[w]l.

Mianowicie, stabilno$¢é metody oznacza ze cigg T%(w) jest ograniczony. Biorac
dowolng norme na ||wl|lo na R™*+1) mozemy zdefiniowaé

[w]| = sup | T*(w)]lo-
>0

Niech B(w;) = (h E§:71 bjzi—j,0,...,0) gdzie z; = F(z;,y;). Wtedy

Niech v; = (u(x;), w(xi—1),...,u(r;—k)) gdzie u jest doktadnym rozwiazaniem.
Przy naszych zaloZeniach, na mocy oszacowania (1) istnieje stata C; taka ze

IT(vs) + B(v;) — vig1]| < CrAMH!

(stala moze sie zmieni¢ bo mamy inna norme, ale jedyna niezerowa skladowa
wyzej to wyrazenie z (1)).

Zauwazmy tez ze ||F(z;,y;) — F(x;, u(x;))|| mozemy szacowaé przy pomocy
pochodnych

1 iy yi) = F (i, w(@a)l| < llys — w(@i)| sup |0, F(zi, )| < Callyi — ulzi)]l.

Czyli mamy
[1B(wi) = B(vi)|| < Cshljw; — vil|.



Nastepnie
[wits = vigall = [|T(wi) + B(wi) — viga |
ST (wi — i)l + 1B (wi) = B(vi)ll + | T (vi) + B(vi) = viga |
< |Jw; — vs]| + Cshllw; — vi]| + C1R!TL.
Ostatnia nieré6wnosé i indukcja daje
i—1

wi ik — vigkll < (1+ Csh)wy, — vgl| + CrhH > (1 + Csh)’.
=0

Jednakze

(3

(14 C3h)" < exp(Csih),
—1

(14 Csh)? < iexp(Csih)
§=0
co daje
[wisk — vierl| < exp(Caih)([[wy — vil| + Crik' ™).

Oczywisci ||wi+1 — viy1|| pozwala kosztem statej multyplikatywnej szacowac
[yi+1 — wita ||, zas

k
> llys —ula))ll
§=0
kosztem stalej multyplikatywnej szacuje ||wg — vi|| co koriczy dowdd. O

Komentarz: Jesli F jest klasy C!' w otoczeniu Uy doktadnego rozwigzania na
odcinku [xg, ¢ +t], to w nieco mniejszym otoczeniu U; doktadnego rozwiazania
pochodne F' do rzedu [ sa ograniczone przez pewna stata M;. Jesli rozwigzanie
przyblizone pozostaje w U, to rozumowanie z Lematu 6.1 dziala bez zmian.
Jednakze dla dostatecznie matego h i danych poczatkowych dostatecznie bliskich
doktadnego rozwiazania na mocy Lematu 6.1 rozwiazanie przyblizone bedzie
dowolnie bliskie rozwiazania dokladnego, a wiec pozostanie w U;. Oznacza to
ze przy h — 04 i danych poczatkowych dazacych do rozwiazania doktadnego
rozwigzanie przyblizone bedzie zbiegalo do doktadnego.

Jak mate musi by¢ h i jak dobre musza by¢ dane poczatkowe zalezy w dos¢
skomplikowany sposéb od F', nie bedziemy tu podawa¢ zadnych ogélnych wy-
nikow. Ale dla konkretnych F jest tatwiej. W szczegdlnosci majac rozwigzanie
przyblizone mozna oszacowaé¢ pochodne F' w otoczeniu Us rozwigzania przy-
blizonego (takie oszacowanie moze by¢ zgrubne) i pokazaé¢ ze prawdziwe roz-
wigzanie jest blisko. Doktadniej, dzieki oszacowaniu F' dokladne rozwigzanie
starujace z (z9,yo) € Us pozostanie przez pewien ograniczony z dotu czas ¢ty w
Us. Drzigki temu dla = € [xg, z¢ + ] dostaniemy oszacowanie dla pochodnych
F wzdluz doktadnego rozwiazania co implikuje ze doktadne rozwigzanie bedzie
bliskie przyblizonego. To z kolei pozwala pokazaé¢ ze rozwiazenie dokladne w



od xg + tg do zo + 2ty pozostanie w Us. Indukcyjne pokaze to ze rozwigzanie
doktadne pozostaje w Us na calym interesujacym nas przedziale x, co oznacza
ze na calym przedziale mozna bedzie stosowaé oszacownie z Lematu.

Komentarz. Aby uprosci¢ dowod niektorze oszacowania w dowodzie sg dosé
zgrubne. Dla konkretnej metody czesto daje sie pokazac lepsze oszacowania.
Np. jesli a_p =1 a pozostalte a; = 0 (tak jest w metodach Adamsa) to macierz
T jest maciarza permutacji i dla zwyklej normy jest kontrakcja tzn. ||T]| = 1.
W oszacowaniu dla B istotne sa tylko pierwsze pochodne F'; co moze daé lepsze
oszacowanie.

Komentarz. Jesli zmienia si¢ krok to moga sie tez zmienia¢ z kroku na krok
operatory 7. Dowdd dziala o ile mamy wspoélne ograniczenie dla produktéow
dowolnie wielu kolejnych T. Jesli T sg macierzami permutacji (czyli dla me-
tod Adamsa) to produkty tez sa macierzami permutacji i maja norme réwna
1. W ogélnym przypadku zwykle normy operatoréw 7T moga by¢ wieksze niz
1 i produkty moga by¢ nieograniczone. Dlatego trzeba odpowiednio dobieraé
metode.

7 Stabilno$é i zbiezno$¢ metod Rungego-Kutty

Dla metod Rungego-Kutty mozna poda¢ podobny lemat jak Lemat 6.1. Ponie-
waz z wartoéci w x; po kroku dostajemy warto$¢ w x; 1 wieksza czes¢ dowodu
dla metod réznucowych jest niepotrzebna. Oznaczmy przez R(z;,y;) wartosé
produkowana przez metode z warunkiem poczatkowym w punkcie x; réwnym
yi;- Przy jednostajnym oszacowaniu pochodnych F mozna pokazaé¢ ze dla do-
statecznie matych h mamy

[1R(zi,y) — Rz, 2)[| < (1+ Ch)ly — z].
Z warunku na rzad dostajemy
R (i, ui) — u(zit)| < Crh
Lacznie
[yir1 — w(@ipd)[| < |R(2i, 9i) — Rl@s, wg) || + | R(wi, ui) — w(zia)|

< (14 Ch)||lys — ulz;)|| + CLAL

Stad wynika oszacowanie jak w Lemacie 6.1.

8 Blad dla metod Rungego-Kutty

Dla metod Rungego-Kutty btad popelniony w danym kroku mozna trakto-
waé jako zmiane warunkéw poczatkowych dla nastepnych krokéw. To pozwala
zastosowaé klasyczne twierdzenie o rézniczkowaniu rozwigzan wzgledem wa-
runkéow poczatkowych. Dokladniej, niech w,(t) bedzie rozwigzaniem réwna-
nia v = F(t,u(t)) z warunkiem poczatkowym wu(tp) = y. Oznaczmy przez
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2y (t) = Oyuy(t) 1 w(t) = 20(t). Wtedy w spelnia réwnanie liniowe
w'(t) = (9 F)(t, u(t))w(t)

z warunkiem poczatkowym w(tg) = I (identycznosé¢). Wracajac do metody
Rungego-Kutty, btad popetiony dla ¢y, bedzie widoczny w ¢y + h i powyszy
wzor pozwala oszacowaé jego wplyw na rozwigzanie. Oczywiscie pelny blad
jest suma bledoéw z poszczegdlnch krokow. W granicy przy h dazacym do 0
dostaniemy catke. Dla metody rzedu [ bedziemy mieli

Rz, u(zi) — u(@ip1) = d(z)h™ + O(R'*?)

A wiec asymptotycznie

zo+nh

Yn = u(zo 4+ nh) + h' / w(x)p(x)dz + O(R!T).

Zo

Bardziej skomplikowane rozwigzanie pozwala otrzymaé rozwiniecie wyzszego
rzedu dla regularnych F. W ogélnym przypadku nie ma powodu by wspot-
czynniki przy potegach wyzszych niz h! w rozwinieciu byty zerowe. Jednakze
istnieja metody takie ze rozwinieci btedu zawiera tylko parzyste potegi. Takie
metody sa przydatne do ekstrapolacji. Doktadniej, niech y,(z) oznacza rozwia-
zanie przyblizone z krokiem h w punkcie x. Wtedy mozna utworzyc kombinacje

liniowa
Z CiYh; (33)

gdzie h; = d;h dobierajac wspotczynniki ¢; i d; tak by wyzerowaé¢ w rozwinieciu
bledu czlony z potegami h mniejszymi niz pewne wybrane N. Jesli rozwiniecie
bledu zawiera tylko parzyste potegi, to krétsza kombinacja liniowa da wybrane
N. Innymi stowy, tatwiej uzyska¢ duzy rzad przy ekstrapolacji. Niezbyt fajne
jest to ze metody symetryczne sa niejawne. Mianowicie, podstawiajac we wzo-
rze —h zamiast h, dostaniemy zwiazek (réwnania) miedzy y;—1 a y;. Mozna to
interpretowa¢ jako nowa metode (metode sprzezona) zwiazang z dang metoda.
Dla symetri metoda sprzezona ma by¢ rownowazna z oryginalng. Ale ta rowno-
wazno$¢ jest mozliwa tylko dla metod niejawnych: jesli oryginalna metoda byta
jawna to zalezno$¢ miedzy y;+1 a y; nie ma jawnego rozwiazania gdy mamy
dane y;41 a szukamy y; (a do tego sie sprowadza metoda sprzezona).

9 Dalsze informacje

Duzo wiecej o metodach Rungego-Kutty mozna przeczytaé w ksiazce [1] (uwaga:
w [1] kroki liczy sie od 1, totez wartos¢ s jest tez wieksza o 1). Tam tez dokladniej
przedstawia sie metody ekstrapolacyjne. Problemom sztywnym poswiecona jest
ksiazka [2]. Tam mozna tez znalezé A-stabilne metody Rungego-Kutty wyzszych
rzedow.
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