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1 Metody Rungego-Kutty

Metody Rungego-Kutty pozwalaj¡ osi¡gn¡¢ wy»szy rz¡d bez potrzeby dodat-
kowych warto±ci pocz¡tkowych. Innymi sªowy, s¡ samostartuj¡ce. Maj¡c dane
x0, y0 i h bez dodatkowych danych mo»emy obliczy¢ k0 = z0 = F (x0, y0). Na
pierwszy rzut oka jedyna rzecz któr¡ teraz mo»na zrobi¢ to u»ycie metody Eu-
lera do przybli»onego obliczenia y1, tzn. przybli»onego rozwi¡zania w punkcie
x1 = x0 + h. Ale by uzyska¢ metod¦ wy»szego rz¦du musimy zrobi¢ co± innego.
Pomysª Rungego i Kutty polega na tym »e obliczamy przybli»one warto±ci w
punktach po±rednich tj = x0 + hcj . Te warto±ci u»ywamy w obliczeniach po-
±rednich a potem pomijamy, wi¦c interesuje nas tylko dokªadno±¢ w punkcie
ko«cowym. Dokªadniej, warto±¢ w punkcie t1 przybli»amy metod¡ w stylu Eu-
lera, bior¡c y0 + ha1,0k0 i dostaj¡c warto±¢ pochodnej k1 = F (t1, y0 + ha1,0k0).
W kolejnym punkcie mamy do dyspozycji k0 i k1 i mo»emy u»y¢ ich kombinacj¦
liniow¡. Ogólniej mamy schemat rekurencyjny:

kj = F (tj , y0 + h(aj,0k0 + aj,1k1 + · · ·+ aj,j−1kj−1))

pozwalaj¡cy wylicza¢ kj w terminach poprzednich warto±ci. W ostatnim kroku
chcemy wyliczy¢ warto±¢ w x1 = x0+h, wtedy odpowiednie kj jest niepotrzebne.
Dlatego wzór zapisujemy w nieco innej postaci

y1 = y0 + h(b0k0 + b1k1 + · · ·+ bsks)

gdzie s to numer ostatniego kroku po±redniego. Naturalnie, pojawia si¦ pytanie
czy w ten sposób daje si¦ uzyska¢ metod¦ wy»szego rz¦du ni» 1? Po pierwsze,
je±li s = 0 to dostajemy jawn¡ metod¦ ró»nicow¡ z k = 0 o których wiemy »e
s¡ co najwy»ej rz¦du 1. A wi¦c by dosta¢ co± nowego potrzebujemy s > 0. Dla
niejawnej metody ró»nicowej z k = 0 jedn¡ z mo»liwo±ci byªa iteracja punktu
staªego. Stosuj¡c jedn¡ iteracj¦ dostaniemy wtedy metod¦ która zgadza si¦ z
de�nicj¡ metody Rungego-Kutty dla s = 1 i c1 = 1. Jednak»e schemat Rungego-
Kutty jest du»o ogólniejszy.

Tak jak w przypadku wielopunktowych metod ró»nicowych koniecznym wa-
runkiem na rz¡d l jest by uzyska¢ odpowiedni¡ dokªadno±¢ na wielomianach,
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tzn. w przypadku gdy F (x, y) = P ′(x) za± P jest wielomianem stopnia l powin-
ni±my dosta¢ dokªadn¡ równo±¢:

y1 = P (x1) +O(hl+1).

Niestety, taki warunek nie wystarcza: nasze F nie zale»y od y i w efekcie do-
staniemy równanie wi¡»¡ce cj z bl, ale nie dostaniemy równa« na aj,m. Dlatego
trzeba rozwa»a¢ ogólniejszy przypadek, mianowicie taki gdy F jest wielomianem
stopnia co najwy»ej l. Naiwne rozpisanie warunków prowadzi do nielinowego
ukªadu równa« wielomianowych który nawet w najprostszych przypadkach jest
nieprzejrzysty i trudny do rozwi¡zania. Zwykle wprowadza si¦ dodatkowe wa-
runki liniowe, np. by wszyskie ki byªy przybli»eniami rz¦du co najmniej 1.
Obecnie jest znana do±¢ obszerna teoria pozwalaj¡ca zapisa¢ warunki na rz¡d
metody w nieco prostszej postaci. Niestety, nawet po tym dla wy»szych rz¦-
dów warunki s¡ bardzo trudne do analizy. Dlatego nie b¦dziemy tu bada¢ tych
warunków a ograniczymy si¦ do podania bez dowodu kilku znanych wyników o
istnieniu lub braku istnienia metod typu Rungego-Kutty z danym s i zadanym
rz¦dem l. Dodajmy »e dla wysokich rz¦dów pozostaje otwarte pytanie jak du»y
rz¡d daje si¦ uzyska¢ przy danym s.

Lemat 1.1 Metoda Rungego-Kutty rz¦du l wymaga s ≥ l − 1. Dla l ≥ 5 trzeba

s ≥ l, dla l ≥ 7 trzeba s ≥ l + 1.

Przykªad: Bior¡c s = 1, c1 = 1
2 , a1,0 = 1

2 , b0 = 0, b1 = 1 mamy wzór

yi+1 = yi + hF (xi +
1

2
h, yi +

1

2
hk0)

z k0 = F (xi, yi) który jest rz¦du 2.
Metody Rungego-Kutty cz¦sto podaje si¦ w postaci tabelki gdzie wiersze

opisuj¡ poszczególne kroki. Z lewej strony s¡ warto±ci cj , potem aj,m. Ostatni
wiersz podaje bj i omija c. Wartosci c oddziela si¦ od reszty kresk¡ pionow¡,
ostatni wiersz oddziela si¦ od reszty kresk¡ poziom¡. W takiej postaci metod¦
z poprzedniego przykªadu zapisuje si¦ jako

0
1/2 1/2

0 1

Przykªad: Klasyczna metoda rz¦du 4 ma c1 = 1
2 , c2 = 1

2 , a1,0 = 1
2 , a2,0 = 0,

a2,1 = 1
2 , a3,0 = a3,1 = 0, a3,2 = 1, b0 = 1

6 , b1 = 2
6 , b2 = 2

6 , b3 = 1
6 . Jako wzory:

k0 = F (xi, yi),

k1 = F (xi +
1

2
h, yi +

1

2
hk0)

k2 = F (xi +
1

2
h, yi +

1

2
hk1)
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k3 = F (xi, yi + hk2)

yi+1 = yi +
1

6
hk0 +

2

6
hk1 +

2

6
hk2 +

1

6
hk3.

W postaci tabelki:
0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1

1/6 2/6 2/6 1/6

Z metod wy»szego rz¦du cz¦sto stosowana jest metoda rz¦du 5 Dormanda-
Princa z s = 6 (s = 5 wystarcza dla rz¦du 5, ale wzory Dormanda-Princa maja
dobre zachowanie i pozwalaj¡ na szacowanie bª¦du). Znane s¡ metody dowolnie
wysokiego rz¦du, ale dla znanych metod s ro±nie do±¢ szybko z rz¦dem.

1.1 Niejawne metody Rungego-Kutty

Ogólniejsze metody otrzymamy pozwalaj¡c by w schemacie Rungego-Kutty war-
to±ci kj byªy wyznaczone niejawnie przez rozwi¡zanie ukªadu równa«. Takie
metody s¡ po»yteczne przy rozwi¡zywaniu tzw. problemów sztywnych i przy
ekstrapolacji.

2 Metody ektrapolacyjne

W wielu problemach numerycznych bª¡d daje si¦ wyrazi¢ jak szereg pot¦gowy
parametru, np. kroku. Extrapolacja (cz¦sto nazywana ekstrapolacj¡ Richard-
sona) tworzy kombinacj¦ rozwi¡za« przybli»onych z ró»nymi warto±ciami para-
metru, tak by wyrazy z niskimi pot¦gami parametru si¦ skasowaªy. Przy caª-
kowaniu numerycznym metoda Romberga jest przykªadem u»ycia ekstrapolacji.
Przy przybli»onym rozwi¡zywaniu równa« ró»niczkowych naturalnym parame-
terem jest krok h. Niektóre metody s¡ wystarczaj¡co symetryczne by bª¡d byª
szeregiem od h2, tzn. wspóªczynniki przy nieparzystych pot¦gach h znikaj¡.
Np. niejawna metoda zadana wzorem

yi+1 = yi +
h

2
(F (xi, yi) + F (xi + h, yi+1))

ma t¡ wªasno±¢. Dla takich metod ekstrapolacja jest prostsza ni» dla metod
niesymetrycznych.

Symetryczna ekstrapolacja jest podstaw¡ metody Bulirsch-Stoera i wariantu
podanego przez Deu�harda. Dokªadniej Bulirsch-Stoer zaproponowali metod¦
z u»yciem hj = h

nj
z nj = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, . . . gdzie na przemian po-

jawiaj¡ si¦ potegi 2 i potegi 2 pomno»one przez 3. Deu�hard zaproponowaª
nj = 1, 2, 3, . . . i do±wiadczalnie pokazaª »e daje to wi¦ksz¡ wydajno±¢. Przy
ekstrapolacji trzeba zwraca¢ uwag¦ na bª¦dy zaokr¡gle«, szczególnie w wariancie
Deu�harda. Jednak»e dla regularnych problemów przy dostatecznej dokªadno±ci
arytmetyki daje si¦ uzyska¢ bardzo du»¡ dokªadno±¢ rozwi¡zania.
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3 Problemy sztywne i A-stabilno±¢

Przypomnijmy »e jednym kryterium przydatno±ci metod dla problemów sztyw-
nych jest tzw. A-stabilno±¢. Dokªadniej, testujemy metod¦ na równaniu

y′ = λy.

A-stabilno±¢ wymaga by rozwi¡zania powy»szego równania byªy ograniczone dla
dowolnego λ z <(λ) ≤ 0.

Uwaga: wy»ej λ mo»e by¢ zepolone.
Dla wielopunktowych metod ró»nicowych pokazano »e maksymalny rz¡d me-

tody A-stabilnej to 2, przy tym metoda A-stabilna musi to by¢ niejawna.
Przypomnijmy »e dla wielopunktowej metody ró»nicowej w postaci ogólnej:

k∑
j=−1

ajyn−j = h

k∑
j=−1

bjzn−j

z a−1 = 1 po podstawieniu zn+j = λyj dostajemy

k∑
j=−1

(aj − hλbj)yn−j = 0

co oznaczaj¡c µ = hλ mo»na zapisa¢ jako

k∑
j=−1

(aj − µbj)yn−j = 0.

A-stabilno±¢ wymaga by rozwi¡zania powy»szego równania byªy ograniczone dla
dowolnego µ takiego »e <(µ) ≤ 0.

A-stabilno±¢ badamy tworz¡c wielomian

Pµ(s) =

k∑
j=−1

(aj − µbj)sk−1.

A-stabilno±¢ wymaga by pierwiastki wielomianu Pµ byªy co do moduªu ograni-
czone przez 1 dla dowolnego µ.

Dla niejawnej metody Eulera mamy a−1 = 1, a0 = −1, b−1 = b0 = 1/2.
czyli

Pµ(s) = (1− µ/2)s+ (−1− µ/2).

A wi¦c Pµ(s) = 0 oznacza »e

s =
−2− µ
2− µ

Wida¢ »e 2 − µ ma t¡ sam¡ cz¦±¢ urojon¡ jak −2 − µ, za± <(µ) ≤ 0 implikuje
»e cz¦±¢ rzeczywista 2 − µ jest wi¦ksza ni» cz¦±¢ rzeczywista −2 − µ. A wi¦c
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|−2−µ| < |2−µ| co daje |s| < 1. A wi¦c niejawna metoda Eulera jest A-stabilna
(i rz¦du 2).

Zachowanie metody mo»na sobie lepiej wyobrazi¢ startuj¡¢ z x0 = 0 i y0 = 1.
Wtedy obliczone yk = sk, za± dokªadna warto±¢ to exp(µk). Dla du»ego |µ|
warto±¢ s b¦dzie bliska 1, czyli rozwi¡zanie dokªadne bardzo szybko maleje,
za± rozwi¡zanie numeryczne maleje bardzo powoli. Oczywi±cie gdby±my na-
prawd¦ chcieli rozwi¡za¢ równanie y′ = λy nie byªo by to zadowalaj¡ce, bo jest
spora odlegªo±¢ mi¦dzy rozwi¡zaniem dokªadnym a przybli»onym. Jednak»e w
praktyce cz¦sto skªadowe odpowiadaj¡ce y′ = λy s¡ maª¡ cz¦±ci¡ rozwi¡zania
i w zupeªno±ci nam wystarcza »e s¡ ograniczone. Chodzi o to »eby takie skªa-
dowe nie zacz¦ªy narasta¢ co by zepsuªo rozwi¡zanie. Takie narastanie wida¢
dla jawnej metody Eulera. Przy kroku 1 i λ = −3 (czyli µ = −3) numerycz-
nie yk = (−2)k, co oznacza katastrofalne narastanie bª¦du. Nasza analiza z
poprzedniego wykªadu pokazuje »e takie narastanie bª¦du jest mo»liwe dla do-
wolnej jawnej metody ró»nicowej (cho¢ s¡ metody które zachowuj¡ si¦ dobrze
dla rzeczywitych λ).

Dla metod Rungego-Kutty dostejmy troch¦ inne kryterium A-stabilno±ci.
Znowu dla metod jawnych daje si¦ pokaza¢ »e nie s¡ one A-stabilne. Natomiast
istniej¡ niejawane A-stabilne metody Rungego-Kutty wy»szego rz¦du. Dokªad-
niej rozpatrujemy metody postaci

kj = F (tj , y0 + h(aj,0k0 + · · ·+ aj,sks)

y1 = y1 = y0 + h(b0k0 + b1k1 + · · ·+ bsks)

gdzie tj = x0 + cjh. Wyznaczenie kj wymaga to rozwi¡zania ukªadu równa« co
jest do±¢ kªopotliwe. Konkretna metoda jest wyznaczona przez podanie wspóª-
czynników cj , aj,l i bj . Tak jak w przypadku metod jawnych u»ywa si¦ do tego
tabelek jak np.

1/3 1/12 −1/12
1 3/4 1/4

3/4 1/4

Powy»sza tabelka opisuje metod¦ Radau IIA rz¦du 3 która jest A-stabilna.

4 Zagadnienie brzegowe

W praktyce cz¦sto trzeba rozwi¡zywa¢ zagadnienia z warunkami brzegowymi,
szczególnie dla równa« rz¦du 2. Prost¡ metod¡ jest tzw. metoda strzaªów: roz-
wi¡zujemy zagadanie z warunkiem pocz¡tkowym w jednym punkcie brzegowym
otrzymuj¡c warto±¢ w drugim punkcie. Nast¦pnie stosujemy wybran¡ metod¦
interacyjn¡ rozwi¡zywania równa« by dobra¢ warunek pocz¡tkowy tak by daª
po»¡dan¡ warto±¢ w drugim punkcie brzegowym.
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5 Bª¡d metody Eulera

Rozwi¡zaniem równania y′ = y jest exp(x). exp mo»na wylicza¢ przy pomocy
szeregu:

exp(h) =

∞∑
k=0

hk

k!
= 1 + h+ h2/2 + h3/6 + . . .

W jednym kroku metody Eulera rozwi¡zuj¡c w punkcie x0 w warto±ci¡ pocz¡t-
kow¡ y0 i z krokiem h mamy

y1 = y0 + hy0 = y0(1 + h).

Dokªadnym rozwi¡zaniem jest y0 exp(h). Porównuj¡c widzimy »e bª¡d w jednym
kroku to

y0(exp(h)− (1 + h)) = y0(

∞∑
k=2

hk

k!
) = y0(

h2

2
+O(h3)).

Bª¦dy z poszczególnych kroków si¦ dodaj¡. Dla naszego równania ªatwo to
przeanalizowa¢ bior¡c pod uwag¦ »e bª¡d w kroku i mno»y warto±¢ pocz¡tkow¡
dla kroku i+ 1. Dokªadniej, mamy

yi+1 = (1 + h)yi = exp(h)yi(1 + h) exp(−h) = exp(h)yi(1−
h2

2
+O(h3)).

Indukcyjnie

yi+n = exp(kh)yi(1−
h2

2
+O(h3))n.

gdzie czynnik O(h3) jest jednostajny ze wzgl¦du na n. W przykªadzie mieli±my
x0 = 0, y0 = 1, h = 1

n , czyli

yn = exp(n
1

n
)1(1− 1

2n2
+O(

1

n3
))n = exp(1)(1− 1

2n
+O(

1

n2
).

Zakªadaj¡c »e krok jest dostatecznie maªy, to bª¡d powinien by¢ rz¦du

−exp(1)

2n

Poni»ej pokazujemy wyniki dla metody Eulera przy ró»nej ilo±ci kroków, w
pierwszej kolumnie jest ilo±¢ kroków, w drugiej wynik, w trzeciej bª¡d, w czwar-
tej powy»sze oszacowanie bª¦du:

[10.0, 2.5937424601, - 0.124539368359045, - 0.13591409142295227]

[40.0, 2.6850638383899734, - 0.03321799006907167, - 0.03397852285573807]

[90.0, 2.703332461058197, - 0.014949367400848068, - 0.015101565713661362]

[160.0, 2.709835576307776, - 0.00844625215126893, - 0.008494630713934517]

[250.0, 2.712865123051453, - 0.005416705407592204, - 0.00543656365691809]

[360.0, 2.7145160248746873, - 0.003765803584357741, - 0.0037753914284153404]
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[490.0, 2.715513250403912, - 0.0027685780551331973, - 0.002773756967815352]

[640.0, 2.7161612079480073, - 0.002120620511037785, - 0.0021236576784836292]

[810.0, 2.7166057733945723, - 0.00167605506447277, - 0.0016779517459623735]

[1000.0, 2.716923932235896, - 0.0013578962231490799, - 0.0013591409142295226]

Wida¢ »e bª¡d jest bliski naszego oszacowania.

6 Stabilno±¢ i zbie»no±¢ metod ró»nicowych

Celem tego podrozdziaªu jest oszacowanie bª¦du który pojawi si¦ po wykonaniu
wielu kroków metody ró»nicowej. W szczególno±ci, chcemy pokaza¢ »e stabli-
no±¢ rozumiana jako warunek na wspóªczynniki aj , j = 0, . . . , k przy rozs¡dnych
dodatkowych zaªo»eniach prowadzi do jednostajnego oszacowania na bª¡d, czyli
innymi sªowy implikuje brak fatalnej kumulacji bª¦dów (stabilno±¢). Ponadto
przy kroku d¡»¡cym do 0 i warto±ciach pocz¡tkowych zbiegaj¡cych do dkoªad-
nego rozwi¡znia dla stabilnych metod dodatniego rz¦du rozwi¡zanie przybli»one
zbiega do rozwi¡zania dokªadnego.

Jednak»e za nim przejdziemy do gªówego oszacowania potrzebujemy oszaco-
wania dla pojedynczego kroku metody. Powiedzieli±my »e metoda jest rz¦du l
gdy

yk+1,h − u(h(k + 1) + x0) = O(hl+1)

dla yj,h = u(x0+jh) i u b¦d¡cego dokªadnym rozwi¡zaniem. Jednak»e, czynnik
O(hl+1) zale»y od równania. My potrzebujemy mocniejsze, jednostajne osza-
cowanie. Mianowicie, maj¡c równanie y′ = F (x, y) zakªadamy »e funkcja F
jest wystarczaj¡co regularna, tzn. F : R × Rm → Rm jest funkcj¡ tak¡ »e
‖∂αF‖ < M dla |α| ≤ l (tzn. wszystkie pochodne cz¡stkowe F rz¦du ≤ l s¡
ograniczone przez M). To zaªo»enie jest niezbyt naturalne, bo implikuje »e F
jest ograniczone. Pó¹niej powiemy jak to mo»na osªabi¢, a na razie popatrzmy
na konsekwencje. Mianowicie, warunek wy»ej oznacza »e istniej¡ staªe C i δ
zale»ne tylko od M i metody takie »e dla 0 < h < δ

(1) ‖yk+1,h − u(h(k + 1) + x0)‖ ≤ Chl+1

gdzie ‖ · ‖ oznacza norm¦ euklidesow¡ na Rm. W szczególno±ci to oszacowanie
jest jednostajne wzgl¦dem x0 i y0. Nie b¦dziemy tego szczegóªowo dowodzi¢.
Zauwa»my tylko »e F , y i umo»emy przybli»a¢ przy pomocy wielomianu Taylora
stopnia l. Warunek na rz¡d oznacza »e czªony rozwini¦cia stopnia mniejszego i
równego l si¦ skasuj¡ i zostan¡ tylko reszty. Zapisuj¡c wzór Taylora w postaci
caªkowej wida¢ »e reszta to b¦dzie hl+1 razy caªki z wyra»e« zbudowanych z
pochodnych F rz¦du nie przekraczaj¡cego l+1. A wi¦c skoro mamy z zaªo»ania
oszacownaie na pochodne F to reszta we wzorze Taylora b¦dzie ograniczona.

Lemat 6.1 Je±li stabilna metoda ró»nicowa jest rz¦du l, za± F : R×Rm → Rm
jest funkcj¡ jak wy»ej to istniej¡ staªe C i δ taka »e dla dowolnego x0, u0, h,
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0 < h ≤ δ, y0, y1, . . . , yk, i ∈ N zachodzi

‖yi+k − u(xi+k)‖ ≤ C exp(Cih)(

k∑
j=0

‖yj − u(xj)‖+ ihl+1)

gdzie u jest dokªadnym rozwi¡zaniem równania u′ = F (x, u) z warunkiem po-

cz¡tkowym u(x0) = u0, za± xi s¡ rozwi¡zaniem przybli»onym otrzymanym przy

pomocy naszej metody z krokiem h zakªadaj¡c »e ka»dym kroku obliczymy yi z

bª¦dem nie przekraczaj¡cym L.

Dowód. Kªopot w dowodzie polega na tym »e równanie ró»niczkowe które
rozwi¡zujemy jest rz¦du 1, za± równanie ró»nicowe daj¡ce przybli»one rozwi¡za-
nie jest rz¦du k+1. T¡ trudno±¢ rozwi¡zujemy traktuj¡c wi = (yi, yi−1, . . . , yi−k) ∈
Rm(k+1) jako stan i rozwa»aj¡c równanie ró»nicowe rz¦du 1 dla wi.

Niech operator T b¦dzie zde�niowany wzorem

T (wi) = T (yi, yi−1, . . . , yi−k) = (

k∑
j=0

ajyi−j , yi, . . . , yi−k+1)

tzn. rozwa»amy tylko wspóªczynniki aj i zapisujemy dziaªanie metody w termi-
nach wi. Zauwa»my »e istnieje norma na przestrzeni Rm(k+1) taka »e

‖T (w)‖ ≤ ‖w‖.

Mianowicie, stabilno±¢ metody oznacza »e ci¡g T i(w) jest ograniczony. Bior¡c
dowoln¡ norm¦ na ‖w‖0 na Rm(k+1) mo»emy zde�niowa¢

‖w‖ = sup
i≥0
‖T i(w)‖0.

Niech B(wi) = (h
∑j
j=−1 bjzi−j , 0, . . . , 0) gdzie zi = F (xi, yi). Wtedy

wi+1 = T (wi) +B(wi).

Niech vi = (u(xi), u(xi−1), . . . , u(xi−k)) gdzie u jest dokªadnym rozwi¡zaniem.
Przy naszych zaªo»eniach, na mocy oszacowania (1) istnieje staªa C1 taka »e

‖T (vi) +B(vi)− vi+1‖ ≤ C1h
l+1

(staªa mo»e si¦ zmieni¢ bo mamy inn¡ norm¦, ale jedyna niezerowa skªadowa
wy»ej to wyra»enie z (1)).

Zauwa»my te» »e ‖F (xi, yi)− F (xi, u(xi))‖ mo»emy szacowa¢ przy pomocy
pochodnych

‖F (xi, yi)− F (xi, u(xi))‖ ≤ ‖yi − u(xi)‖ sup ‖∂yF (xi, y)‖ ≤ C2‖yi − u(xi)‖.

Czyli mamy
‖B(wi)−B(vi)‖ ≤ C3h‖wi − vi‖.
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Nast¦pnie
‖wi+1 − vi+1‖ = ‖T (wi) +B(wi)− vi+1‖

≤ ‖T (wi − vi)‖+ ‖B(wi)−B(vi)‖+ ‖T (vi) +B(vi)− vi+1‖

≤ ‖wi − vi‖+ C3h‖wi − vi‖+ C1h
l+1.

Ostatnia nierówno±¢ i indukcja daje

‖wi+k − vi+k‖ ≤ (1 + C3h)
i‖wk − vk‖+ C1h

l+1
i−1∑
j=0

(1 + C3h)
j .

Jednak»e
(1 + C3h)

i ≤ exp(C3ih),

i−1∑
j=0

(1 + C3h)
j ≤ i exp(C3ih)

co daje
‖wi+k − vi+k‖ ≤ exp(C3ih)(‖wk − vk‖+ C1ih

l+1).

Oczywi±ci ‖wi+1 − vi+1‖ pozwala kosztem staªej multyplikatywnej szacowa¢
‖yi+1 − ui+1‖, za±

k∑
j=0

‖yj − u(xj)‖

kosztem staªej multyplikatywnej szacuje ‖wk − vk‖ co ko«czy dowód. �

Komentarz: Je±li F jest klasy Cl w otoczeniu U0 dokªadnego rozwi¡zania na
odcinku [x0, x0+ t], to w nieco mniejszym otoczeniu U1 dokªadnego rozwi¡zania
pochodne F do rz¦du l s¡ ograniczone przez pewn¡ staª¡ M1. Je±li rozwi¡zanie
przybli»one pozostaje w U1, to rozumowanie z Lematu 6.1 dziaªa bez zmian.
Jednak»e dla dostatecznie maªego h i danych pocz¡tkowych dostatecznie bliskich
dokªadnego rozwi¡zania na mocy Lematu 6.1 rozwi¡zanie przybli»one b¦dzie
dowolnie bliskie rozwi¡zania dokªadnego, a wi¦c pozostanie w U1. Oznacza to
»e przy h → 0+ i danych pocz¡tkowych d¡»¡cych do rozwi¡zania dokªadnego
rozwi¡zanie przybli»one b¦dzie zbiegaªo do dokªadnego.

Jak maªe musi by¢ h i jak dobre musz¡ by¢ dane pocz¡tkowe zale»y w do±¢
skomplikowany sposób od F , nie b¦dziemy tu podawa¢ »adnych ogólnych wy-
ników. Ale dla konkretnych F jest ªatwiej. W szczególno±ci maj¡c rozwi¡zanie
przybli»one mo»na oszacowa¢ pochodne F w otoczeniu U2 rozwi¡zania przy-
bli»onego (takie oszacowanie mo»e by¢ zgrubne) i pokaza¢ »e prawdziwe roz-
wi¡zanie jest blisko. Dokªadniej, dzi¦ki oszacowaniu F dokªadne rozwi¡zanie
staruj¡ce z (x0, y0) ∈ U2 pozostanie przez pewien ograniczony z doªu czas t0 w
U2. Dzi¦ki temu dla x ∈ [x0, x0 + t0] dostaniemy oszacowanie dla pochodnych
F wzdªu» dokªadnego rozwi¡zania co implikuje »e dokªadne rozwi¡zanie b¦dzie
bliskie przybli»onego. To z kolei pozwala pokaza¢ »e rozwi¡zenie dokªadne w
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od x0 + t0 do x0 + 2t0 pozostanie w U2. Indukcyjne poka»e to »e rozwi¡zanie
dokªadne pozostaje w U2 na caªym interesuj¡cym nas przedziale x, co oznacza
»e na caªym przedziale mo»na b¦dzie stosowa¢ oszacownie z Lematu.

Komentarz. Aby upro±ci¢ dowód niektórze oszacowania w dowodzie s¡ do±¢
zgrubne. Dla konkretnej metody cz¦sto daje si¦ pokaza¢ lepsze oszacowania.
Np. je±li a−k = 1 a pozostaªe aj = 0 (tak jest w metodach Adamsa) to macierz
T jest maciarz¡ permutacji i dla zwykªej normy jest kontrakcj¡ tzn. ‖T‖ = 1.
W oszacowaniu dla B istotne s¡ tylko pierwsze pochodne F , co mo»e da¢ lepsze
oszacowanie.

Komentarz. Je±li zmienia si¦ krok to mog¡ si¦ te» zmienia¢ z kroku na krok
operatory T . Dowód dziaªa o ile mamy wspólne ograniczenie dla produktów
dowolnie wielu kolejnych T . Je±li T s¡ macierzami permutacji (czyli dla me-
tod Adamsa) to produkty te» s¡ macierzami permutacji i maj¡ norm¦ równ¡
1. W ogólnym przypadku zwykªe normy operatorów T mog¡ by¢ wi¦ksze ni»
1 i produkty mog¡ by¢ nieograniczone. Dlatego trzeba odpowiednio dobiera¢
metod¦.

7 Stabilno±¢ i zbie»no±¢ metod Rungego-Kutty

Dla metod Rungego-Kutty mo»na poda¢ podobny lemat jak Lemat 6.1. Ponie-
wa» z warto±ci w xi po kroku dostajemy warto±¢ w xi+1 wieksza cz¦±¢ dowodu
dla metod ró»nucowych jest niepotrzebna. Oznaczmy przez R(xi, yi) warto±¢
produkowan¡ przez metod¦ z warunkiem pocz¡tkowym w punkcie xi równym
yi. Przy jednostajnym oszacowaniu pochodnych F mo»na pokaza¢ »e dla do-
statecznie maªych h mamy

‖R(xi, y)−R(xi, z)‖ ≤ (1 + Ch)‖y − z‖.

Z warunku na rz¡d dostajemy

‖R(xi, ui)− u(xi+1)‖ ≤ C1h
l+1.

�¡cznie

‖yi+1 − u(xi+1)‖ ≤ ‖R(xi, yi)−R(xi, ui)‖+ ‖R(xi, ui)− u(xi+1)‖

≤ (1 + Ch)‖yi − u(xi)‖+ C1h
l+1.

St¡d wynika oszacowanie jak w Lemacie 6.1.

8 Bª¡d dla metod Rungego-Kutty

Dla metod Rungego-Kutty bª¡d popeªniony w danym kroku mo»na trakto-
wa¢ jako zmian¦ warunków pocz¡tkowych dla nast¦pnych kroków. To pozwala
zastosowa¢ klasyczne twierdzenie o ró»niczkowaniu rozwi¡za« wzgl¦dem wa-
runków pocz¡tkowych. Dokªadniej, niech uy(t) b¦dzie rozwi¡zaniem równa-
nia u′ = F (t, u(t)) z warunkiem pocz¡tkowym u(t0) = y. Oznaczmy przez
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zy(t) = ∂yuy(t) i w(t) = z0(t). Wtedy w speªnia równanie liniowe

w′(t) = (∂yF )(t, u(t))w(t)

z warunkiem pocz¡tkowym w(t0) = I (identyczno±¢). Wracaj¡c do metody
Rungego-Kutty, bª¡d popeªniony dla t0 b¦dzie widoczny w t0 + h i powyszy
wzór pozwala oszacowa¢ jego wpªyw na rozwi¡zanie. Oczywi±cie peªny bª¡d
jest sum¡ bª¦dów z poszczególnch kroków. W granicy przy h d¡»¡cym do 0
dostaniemy caªk¦. Dla metody rz¦du l b¦dziemy mieli

R(xi, u(xi)− u(xi+1) = φ(xi)h
l+1 +O(hl+2)

A wi¦c asymptotycznie

yn = u(x0 + nh) + hl
∫ x0+nh

x0

w(x)φ(x)dx+O(hl+1).

Bardziej skomplikowane rozwi¡zanie pozwala otrzyma¢ rozwini¦cie wy»szego
rz¦du dla regularnych F . W ogólnym przypadku nie ma powodu by wspóª-
czynniki przy pot¦gach wy»szych ni» hl w rozwini¦ciu byªy zerowe. Jednak»e
istniej¡ metody takie »e rozwini¦ci bª¦du zawiera tylko parzyste pot¦gi. Takie
metody s¡ przydatne do ekstrapolacji. Dokªadniej, niech yh(x) oznacza rozwi¡-
zanie przybli»one z krokiem h w punkcie x. Wtedy mo»na utworzyc kombinacj¦
liniow¡ ∑

ciyhi
(x)

gdzie hi = dih dobieraj¡c wspóªczynniki ci i di tak by wyzerowa¢ w rozwini¦ciu
bª¦du czªony z pot¦gami h mniejszymi ni» pewne wybrane N . Je±li rozwini¦cie
bª¦du zawiera tylko parzyste pot¦gi, to krótsza kombinacja liniowa da wybrane
N . Innymi sªowy, ªatwiej uzyska¢ du»y rz¡d przy ekstrapolacji. Niezbyt fajne
jest to »e metody symetryczne s¡ niejawne. Mianowicie, podstawiaj¡c we wzo-
rze −h zamiast h, dostaniemy zwi¡zek (równania) mi¦dzy yi−1 a yi. Mo»na to
interpretowa¢ jako now¡ metod¦ (metod¦ sprz¦»on¡) zwiazan¡ z dan¡ metod¡.
Dla symetri metoda sprz¦»ona ma by¢ równowa»na z oryginaln¡. Ale ta równo-
wa»no±¢ jest mo»liwa tylko dla metod niejawnych: je±li oryginalna metoda byªa
jawna to zale»no±¢ mi¦dzy yi+1 a yi nie ma jawnego rozwi¡zania gdy mamy
dane yi+1 a szukamy yi (a do tego si¦ sprowadza metoda sprz¦»ona).

9 Dalsze informacje

Du»o wi¦cej o metodach Rungego-Kutty mo»na przeczyta¢ w ksi¡»ce [1] (uwaga:
w [1] kroki liczy si¦ od 1, tote» warto±¢ s jest te» wi¦ksza o 1). Tam te» dokªadniej
przedstawia si¦ metody ekstrapolacyjne. Problemom sztywnym po±wi¦cona jest
ksi¡»ka [2]. Tam mo»na te» znale¹¢ A-stabilne metody Rungego-Kutty wy»szych
rz¦dów.
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