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1 Przykªadowe równania

Niech

∆f =

n∑
j=1

∂2xj
f

b¦dzie operatorem Laplace'a na Rn. Równanie Laplace'a to

(1) ∆f = 0.

To równanie ma bardzo wiele rozwi¡za«, aby uzyska¢ jednoznaczne rozwi¡znie
potrzebujemy dodatkowe warunki (warunki brzegowe). Niech Ω ⊂ Rn b¦dzie
zbiorem otwartym ze zwartym domkni¦ciem i regularnym brzegiem. W za-
gadnieniu Dirichleta przy zadanym g na ∂Ω (brzegu Ω) szukamy rozwi¡zania
równania (1) w Ω takiego »e

f = g

na ∂Ω (aby to równanie miaªo sens potrzebna jest wystarczaj¡ca regularno±¢
g). Przykªadowe problemy �zyczne które prowadz¡ do zagadnienie Dirichleta
w wymiarze n = 3 to wyznaczanie temperatury w obszarze przy zadanej tem-
peraturze na brzegu czy wyznaczanie potencjaªu elektrycznego w obszarze przy
zadanym potencjale na brzegu.

W zagadnieniu Neumanna zadajemy pochodn¡ f w kierunku normalnym do
brzegu (to wymaga silniejszych zaªo»e«).

Ogólniej, mo»na zada¢ pochodn¡ w wybranym kierunku czy relacj¦ mi¦dzy
funkcj¡ a pochodn¡.

Równanie Poissona jest prost¡ mody�kacj¡ (1):

∆f = g

która jednak wpªywa istotnie na rozwi¡zanie. Podobnie jak dla równania La-
place'a trzeba wprowadzi¢ warunki brzegowe. Przykªadowy problem �zyczny to
wyznaczanie pola elektrycznego znaj¡c rozkªad ªadunku (czy Newtonowskiego
potencjaªu grawitacyjnego przy zadanym rozkªadzie masy).

Powy»sze równania opisywaªy sytuacje statyczne, ale interesuj¡ce s¡ te» rów-
nania opisuj¡ce ewolucj¦ w czasie. Naprostszym z nich jest równanie ciepªa

∂tu(x, t) = ∆xu(x, t) + f(x, t)
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gdzie ∆x oznacza »e Laplasian liczymy tylko wzgl¦dem zmiennych x. Powy»ej
u jest szukan¡ funkcj¡ za± f jest zadane. Podobnie jak dla równania Laplace'a
czy Poissona potrzebne s¡ warunki brzegowe. Ponadto potrzebny jest warunek
pocz¡tkowy, tzn. zadajemy u dla pewnego t0, np t0 = 0 i szukamy rozwi¡zania
dla t > t0. Dla równania ciepªa naturalne s¡ podobne warunki brzegowe jak dla
równania Laplace'a. Dodatkowo dla równania ciepªa (czy Poissona) mo»na roz-
wa»a¢ zerowy warunek brzegowy w niesko«czono±ci tzn. rozwa»a¢ rozwi¡zania
d¡»¡ce do 0 gdy x d¡»y do niesko«czono±ci (dla równania Laplace'a daªoby to
rozwi¡zanie zerowe). Mo»na te» bada¢ okresowy warunek brzegowy, tzn. bra¢
pod uwag¦ tylko rozwi¡zania okresowe wzgl¦dem zmiennych x.

Przykªadowy problem �zyczny to wyznaczanie temperatury u przy zadanej
temperaturze pocz¡tkowej, temperaturze na brzegu (warunek brzegowy Diri-
chleta) i dopªywie ciepªa (za to odpowiada f). Alternatywnie mo»na zada¢
przepªyw ciepªa przez brzeg, prowadzi to do warunku brzegowego Neumanna.
Inny problem to dyfuzja, wtedy u to g¦sto±¢ cz¡stek, f to tworzenie cz¡stek we
wn¦trzu obszaru, warunek pocz¡tkowy daje pocz¡tkow¡ g¦sto±¢, warunek brze-
gowy Dirichleta zadaje g¦sto±¢ na brzegu, warunek Neumanna przepªyw przez
brzeg.

Wariantem równania ciepªa jest niestacjonarne równanie Schrödingera

∂tu(x, t) = i∆xu(x, t)− iV (x)u(x, t)

gdzie i jest jednostk¡ urojn¡ za± V jest zadan¡ funkcj¡ rzeczywist¡ (potencja-
ªem). Opisuje ono ewolucj¦ funkcji falowej z potencjaªem V . Pomno»enie ∆
przez i bardzo mocno zmienia charakter rozwi¡za«. Równanie ciepªa daje si¦
rozwi¡za¢ wstecz tylko dla niezwykle regularnych danych i rozwi¡zanie wstecz
jest niestabilne przy typowych normach. Równanie Schrödingera jest syme-
tryczne wzgl¦dem czasu, mo»na je rozwi¡zywa¢ zarówno w przód jak i wstecz.
Naturalny w zagadniech �zycznych jest zerowy warunek brzegowy w niesko«czo-
no±ci, dokªadniej, zwykle interesuj¡ nas rozwi¡zania caªkowalne w kwadratem
wzgl¦dem x przy ustalonym t.

Wspomnijmy te» równanie fali

∂2t u(x, t) = ∆xu(x, t)

Opisuje ono rozchodzenie si¦ fal, np. mechanicznych czy elektromagnetycznych.
W równaniach wy»ej cz¦±¢ najwy»szego rz¦du miaªa staªe wspóªczynniki.

W �zycznych problemach odpowiada to zaªo»eniu »e materiaª jest jednorodny.
Ogólniej zamiast operatora Laplace'a mo»na rozwa»a¢ operator typu

n∑
j=1

∂xj
(h∂xj

)

gdzie h jest funkcj¡ opisuj¡c¡ wªasno±ci materiaªu (np. przewodnictwo cieplne,
czy przenikalno±¢ elektryczn¡). Ogólniej, niektóre materiaªy s¡ anizotropowe i
ich wªasno±ci trzeba opisywa¢ macierz¡. Prowadzi to do operatora

n∑
j=1

n∑
k=1

∂xj
(hj,k∂xk

)
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Dla liniowych równa« ewolucyjnych takich jak równanie ciepªa, niestacjo-
narne równanie Schrödingera czy równanie falowe cz¦sto stosuje si¦ metod¦ roz-
wini¦cia na funkcje wªasne. Mianowicie rozpatrujemy równanie

L(u) = λu

gdzie L jest jednym z operatorów wy»ej (np. L = ∆) za± λ jest liczb¡ nazywan¡
warto±ci¡ wªasn¡. u wy»ej nazywamy funkcj¡ wªasn¡ (lub wektorem wªasnym).
Jak poprzednio, potrzebne s¡ warunki brzegowe. W najprostszych przykªadach
funkcje wªasne daje si¦ wyznaczy¢ jawnymi wyra»eniami (lub s¡ one dobrze
zbadane), ale ogólnie do ich wyznaczenia potrzebne s¡ metody numeryczne. W
przypadku stacjonarnego operatora Schrödingera

L(u) = −∆u+ V u

warto±ci wªasne odpowiadaj¡ energii, za± stan stabilny (podstawowy) odpowiada
najmniejszej warto±ci wªasnej. Tote» znajdowanie najmniejszej warto±ci wªasnej
operatora Schrödingera ma du»e znaczenie w �zyce i chemii. Podobnie, warto±ci
wªasne operatora Laplace'a odpowiadaj¡ asymptotycznemu zachowaniu równa-
nia ciepªa, pozwalaj¡ te» wyznaczy¢ prawdopodobie«stowo »e w wyniku dyfuzji
cz¡stka opu±ci obszar.

Nasze równania wy»ej byªy liniowe. Jednak»e, w praktyce trzeba te» uwzgl¦d-
nia¢ efekty nieliniowe. Np. przenikalno±¢ magnetyczna i elektryczna substancji
jest mocno nieliniowa przy du»ych zmianach pól. Prowadzi to do operatorów
typu

N(u) =

n∑
j=1

∂xj
(h(u)∂xj

)u

czy

N(u) =

n∑
j=1

∂xj
(h(|∇u|2)∂xj

)u

gdzie

|∇u|2 =

n∑
j=1

|∂xju|2.

W szczególno±ci, problem wyznaczania powierzchni o minimalnym polu roz-
pi¦tej na danej krzywej czyli zagadnienie minimalnej powierzchni ma ostatni¡
posta¢ wy»ej z

h(|∇u|2) =
1√

1 + |∇u|2
.

Efekty nieliniowe pojawiaj¡ si¦ te» przy ewolucji, np. nieliniowe dyfuzje,
nieliniowe równanie ciepªa czy nieliniowe równania falowe.

W bardziej skomplikowanych sytuacjach pojawiaj¡ si¦ ukªady równa«. Np.
dyfuzja cz¡stek naªadowanych prowadzi do ukªadu równa« wi¡»¡cego g¦sto±¢
cz¡stek i pole. Pola elektryczne i magnetyczne zmieniaj¡ si¦ w czasie zgodnie z
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ukªadem równa« Maxwella. Przepªyw cieczy nie±ci±liwych prowadzi do ukªadu
równa« Nawiera-Stokesa.

Nasze przykªady byªy równaniami rz¦du 2, bo takimi b¦dziemy si¦ gªównie
zajmowa¢. Jednak»e w praktycznych zagadnieniach mog¡ si¦ pojawi¢ równania
rz¦du 1 czy te» wy»szego rz¦du.

2 Teoria równa« cz¡stkowych

Gdy szukamy rozwi¡zania dobrzy by wiedzie¢ czy rozwi¡zanie istnieje i czy
jest jednoznaczne. Dla równa« zwyczajnych twierdzenie Picarda podaje prosty
warunek który wystarcza w wi¦kszo±ci zastosowa«. Dla równa« cz¡stkowych
sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. Dla niektórych równa« nie ma
rozwi¡za« lokalnie, tzn. nawet jak pominiemy warunki brzegowe. Równanie cie-
pªa z rozs¡dnymi warunkami brzegowymi i pocz¡tkowymi ma regularne rozwi¡-
zanie w przód, ale zwykle nie daje si¦ go rozwi¡za¢ wstecz. Warunki brzegowe
wymagaj¡ uwagi, je±li je rozpatrujemy punktowo to czasami nie maj¡ sensu.
Rozwi¡zania równania zwyczajnego zwykle s¡ bardziej regularne ni» równanie.
Dla równa« cz¡stkowych rozwi¡zania mog¡ by¢ nieregularne. Dla wielu typów
równa« istnienie, regularno±¢ czy jednoznaczno±¢ rozwi¡za« s¡ otwartymi pro-
blemami badawczymi.

Warto tu te» wspomnie¢ »e o ile równania zwyczajne mo»na bada¢ u»ywaj¡c
zwykª¡ de�nicj¦ pochodnej i supremum warto±ci bezwgl¦dnej (tzn. norm¦ L∞))
do pomiaru wielko±ci funkcji, to dla równa« cz¡stkowch potrzebne s¡ pochodne
uogólnione (sªabe), za± najlepiej zachowuj¡c¡ si¦ norm¡ jest norma L2. Przy
tym w konkretych zagadnienich cz¦sto istotn¡ cz¦±ci¡ teorii jest dobranie odpo-
wiedniej normy, tak by równanie dobrze si¦ zachowywaªo wzgl¦dem wybranej
normy. Sªabe rozwi¡zania i normy s¡ zwi¡zane z metod¡ elementów sko«czonych
o której b¦dziemy pó¹niej mówi¢.

Ze wzgl¦du na komplikacje ogólnej teorii wspomn¦ tu tylko o trzech klasycz-
nych klasach równa«, dla których sporo wiadomo.

Jedna klasa równa« to równania eliptyczne, przykªadem jest równanie Pois-
sona. Dla takich równa« rozwi¡zania s¡ bardziej regularne ni» równanie. Dla
regularnych równa« liniowych wystarcza norma L2 i np. równanie typu

L(u) = g

z regularnym eliptycznym L rzedu m ma rozwi¡zanie u bardziej regularne ni» g.
Dokªadniej, je±li g ma s pochodnych w L2, to umam+s pochodnych w L2. Rów-
nania zwyczajne bez osobliwo±ci (speªniaj¡ce zaªo»enia twierdzenia Picarda) s¡
eliptyczne w tym sensie. Dla równa« nieliniowych potrzebne s¡ te» normy Lp

i normy Hölderowskie. Jednak»e dalej daje si¦ pokaza¢ »e równanie poprawia
regularno±¢. Co do istnienia rozwi¡za«, to przy rozs¡dnych zaªo»eniach do±¢
ªatwo pokaza¢ »e równania eliptyczne maj¡ sªabe rozwi¡zania (które potencjal-
nie s¡ niezbyt regularne) i »e takie rozwi¡zanie jest jednoznaczne. Dalej teoria
regularno±ci pozwala pokaza¢ »e faktycznie te sªabe rozwi¡zania zachowuj¡ si¦
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lepiej. Nasze podstawowe metody b¦d¡ nastawione na równania eliptyczne a
podstawowym przykªadem b¦dzie równanie Poissona.

Drug¡ klas¡ równa« s¡ równania paraboliczne. Przykªadem tu jest równanie
ciepªa. Tu nawet dla niezbyt regularnych warunków pocz¡tkowych (powiedzmy
dla t0 = 0) rozwi¡zanie staje si¦ bardziej regularne. Dla równa« parabolicznych
jest analogiczna teoria jak dla równa« eliptycznych: pokazuje si¦ istnienie i jed-
noznaczno±¢ sªabych rozwi¡za« i twierdzenia »e sªabe rozwi¡zanie faktycznie
jest bardziej regularne. Numerycznie nasze podej±cie jest zwi¡zane z potrak-
towaniem równania parabolicznego jako równania zwyczajnego o warto±ciach
wektorowych z przestrzeni niesko«cznie wymiarowej, gdzie dziaªanie na prze-
strzeni niesko«cznie wymiarowej jest przez operator eliptyczny.

Trzeci¡ klas¡ równa« s¡ równia hiperboliczne jak równanie fali czy niestacjo-
narne równanie Schrödingera. Tym razem nie ma efektu regularyzacji rozwi¡-
zania, ale dalej daje si¦ pokaza¢ istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za«. Znowu
specjaln¡ rol¦ odgrywa wspóªrz¦dna czasowa, a na wspóªrz¦dnych przestrzen-
nych mamy operator eliptyczny.

Mo»na tu te» wsponie¢ »e pojawiaj¡ si¦ zdegenerowane wersje równa« wy»ej,
np. aby nieliniowa wersja Laplasianu byªa eliptyczna to funkcja h powinna by¢
dodatnia. Je±li w pewnych punktach h si¦ zeruje to mamy operator zdegenero-
wany, dalej daje si¦ pokaza¢ istnienie rozwi¡za« ale degeneracja zwykle wi¡»e
si¦ z nieregularno±ci¡. Je±li daje si¦ kontrolowa¢ nieregularno±¢ (np. jest punkt
osobliwy czy podzbiór mniejszego wymiaru) to przy pewnej uwadze dalej si¦
stosuj¡ metody eliptyczne.

3 Pochodne na siatkach

Przy rozwi¡zywaniu równa« cz¡stkowych jedn¡ z mo»liwych reprezentacji jest
reprezentacja przez warto±ci w wybranych punktach i przybli»anie pochodnych
ró»nicami sko«czonymi. Dla uproszczenia naszym wyborem jest regularna siatka
prostok¡tna, w wymiarze dwa xi,j = x0,0 +h(i, j). W praktyce bardzo wa»ne s¡
równania rz¦du 2, w szczególno±ci równania z operatorem takim jak laplasian.
Dla pochodnych rz¦du 2 ró»nica symetryczna daje przybli»enie rz¦du 2:

∂2xf(x) =
f(x− h) + f(x+ h)− 2f(x)

h2
+O(h2).

Stosuj¡c ten wzór po wspóªrz¦dnych dostaniemy przybli»enie do laplasianu. Po-
dobny wzór pozwala przybli»a¢ pochodne mieszane. Mianowicie, niech

Γh,hf = f(x+ h, y + h) + f(x− h, y − h)− f(x+ h, y − h)− f(x− h, y + h).

Wtedy

∂x,yf(x, y) =
Γh,hf

2h2
+O(h2).

Stosuj¡c wi¦cej punktów mo»na uzyska¢ przybli»enia wy»szego rz¦du.
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Bior¡c kombinacje liniowe mo»na przybli»a¢ dowolne operatory ró»niczkowe
rz¦du 2. Jednak»e, zachowanie rozwi¡zania zale»y bardzo od struktury rów-
nania. Dla równa« hiperbolicznych i parabolicznych dobrze jest dobra¢ ukªad
wspóªrz¦dnych tak by równanie opisywaªo ewolucj¦ w czasie i zastosowa¢ spe-
cjalne metody. Dla równa« eliptycznych typowo mo»na po prostu rozwi¡zywa¢
otrzymany ukªad na siatce.

Dodajmy »e podane wy»ej dyskretne przybli»enie do Laplasianu zachowuje
si¦ do±¢ dobrze. Np. speªniona jest wersja zasady maksimum: rozwi¡zanie
osi¡ga maksimum tylko na brzegu siatki, tzn. punkt siatki taki »e jego wszyscy
czterej s¡siedzi nale»¡ do siatki nie mo»e by¢ punktem maksimum. Dyskretena
wersja równania ciepªa na prost¡ interpretacj¡ probabilistyczn¡: opisuje bª¡dze-
nie przypadkowe najbli»szego s¡siada, tzn. je±li w czasie t jeste±my w punkcie
p z siatki to w czasie t + 1 przechodzimy z równym prawdopodobie«stwem do
jednego z s¡siadów. Warunek brzegowy Dirichleta oznacza »e bª¡dzenie ko«czy
si¦ gdy mamy przej±¢ do punktu spoza obszaru. Warunek Neumanna oznacza »e
odbijamy si¦ od brzegu, tzn. krok prowadzacy poza obszar zast¦pujemy krokiem
w przeciwn¡ stron¦.

4 Obszary i warunki brzegowe

Na prostej jedyne zbiory spójne to przedziaªy (by¢ mo»e niewªa±ciwe). W wy»-
szych wymiarach mamy znacznie wi¦cej zbiorów spójnych i samo opisanie dzie-
dziny rozwi¡zania mo»e by¢ skomplikowne. By unikn¡¢ kªopotów zakªadamy
»e szukamy rozwi¡zania w obszarze z gªadkim i zwartym brzegiem. Wtedy dla
przybli»e« siatkowych wystarczy wzi¡±¢ dostatecznie maªy krok h i jako przy-
bli»enie obszaru u»y¢ punkty zawarte we wn¦trzu obszaru.

Dla równa« eliptycznych rz¦du 2 postaci

(2) L(f) = h

gdzie L jest operatorem ró»niczkowym typowe zagadnienie zawiera warunki
brzegowe. Najprostszy jest warunek Dirichleta. Warunek Dirichleta

f(x) = g(x)

mo»emy reprezentowa¢ w ten sposób »e przedªu»amy g w gªadki sposób na ze-
wn¦trze obszaru. Dla niektórych punktów z wn¦trza przybli»ona ró»nica b¦dzie
zale»aªa od warto±ci f poza obszarem. Zamiast tych warto±ci bierzemy warto-
±ci dane przez przedªu»ony warunek brzegowy. Jest to szczególnie proste wtedy
gdy warunek brzegowy jest zerem. W efekcie zamiast równania (2) rozpatrujemy
równanie

Av = w

gdzie A jest przbli»em ró»nicowym do L, za± w reprezentuje h i czªony z L
odpowiadaj¡ce wyrazowm brzegowym.

6



Przykªad: Rozpatrujemy laplasian w obszarze U = (0, 1)× (0, 1) z zerowym
warunkiem brzegowym, czyli równanie

−(∆f)(x, y) = h(x, y)

dla (x, y) ∈ U z warunkiem f(0, y) = f(1, y) = f(x, 0) = f(x, 1) = 0. Bior¡c
krok h = 1

5 i zaczynaj¡c siatk¦ w pocz¡tku ukªadu punkty z i, j ∈ {1, 2, 3, 4}
le»¡ we wn¦trzu U . Zapisuj¡c równania w postaci macierzowej wygodnie jest
u»y¢ cztery indeksy. Mamy wtedy

(Av)(i,j) =
∑
(k,l)

a(i,j),(k,l)v(k,l)

gdzie i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4} za± a(i,j),(k,l) speªnia

a(i,j),(i,j) = 4,

(czyli elementy diagonalne to 4) i

a(i,j),(k,l) = −1

o ile (i, j) ró»ni si¦ od (k, l) o wektor jednostkowy. Pozostaªe elementy A s¡
zerami. Macierz takiej postaci nazywa si¦ macierz¡ wst¦gow¡. Wygl¡da ona
tak:

4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 4 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 −1 4 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 4 −1 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 4 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1 4


Dla obszaru nie b¦d¡cego prostok¡tem macierz ma mniej regularn¡ struktur¦

ale dalej pojawia si¦ podobne zachowanie.

5 Rozwi¡zywanie równa« siatkowych

Dla dwuwymiarowej siatki N × N mamy macierz kwadratow¡ wymiaru N2.
Rozwi¡zanie odpowiadaj¡cego jej ukªadu równa« metod¡ eliminacji Gaussa wy-
maga rz¦du N6 operacji i N4 komórek pami¦ci. Jednak»e macierz równania
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siatkowego jest rzadka, wi¦kszo±¢ jej elementów to zera. Tote» naturalne jest
szukanie szybszych metod rozwi¡zania.

Dla macierzy rzadkich cz¦sto stosuje si¦ specjalne warianty eliminacji Gaussa,
wykonuj¡c obliczenia prawie tylko na niezerowych wyrazach. Jest tu problem:
elementy które pocz¡tkowo s¡ zerami mog¡ w trakcie sta¢ si¦ niezerowe (po
angielsku mówi si¦ o �ll in). W szczególno±ci odwrotno±¢ macierzy rzadkiej ty-
powo na wszystkie elementy niezerowe. Dlatego nie oblicza si¦ odwrotno±ci a
zadowala redukcj¡ do postaci trójk¡tnej, która mo»e by¢ rzadka. Odpowiednio
wybieraj¡c elementy podstawowe mo»na to ograniczy¢ pojawianie si¦ nowych
warto±ci (�ll in), ale nie da si¦ tego caªkiem wyeliminowa¢. Organizacji oblicze«
na macierzach rzadkich po±wi¦cone s¡ caªe ksi¡»ki. Tu nie b¦dziemy patrze¢ na
detale takich metod. Wspomnimy jedynie »e w macierzy wy»ej wszystkie nieze-
rowe elementy s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej N od diagonali. Dla takich macierzy
wystarcza rz¦du N5 operacji i N3 pami¦ci.

5.1 Metoda sprz¦»onych gradientów

Metoda sprz¦»onych gradientów bazuje na minimalizacji formy kwadratowej

1

2
〈Ax, x〉 − 〈x, b〉.

Wida¢ »e pochodna wzgl¦dem x jest równa 0 wtedy i tylko wtedy gdy Ax = b.
Dla macierzy dodatnio okre±lonych forma kwadratowa wy»ej osi¡ga minimum
dokªadnie w punktach takich »e Ax = b.

Okazuje si¦ »e form¦ kwadratow¡ wy»ej mo»na mnimializowa¢ w nast¦puj¡cy
sposób:

1. zaczynamy z dowolnego x0, bierzemy r1 = Ax0 − b, d1 = −r1,

2. dla i zaczynaj¡c od 1 iteracyjnie bierzemy xi = xi−1 + αidi gdzie αi jest
dobrane tak by zminimalizowa¢ form¦ kwadratow¡ na linii xi−1 + αdi,

3. je±li i jest równe wymiarowi przestrzeni lub osi¡gneli±my potrzebn¡ do-
kªadno±¢ to ko«czymy,

4. bierzemy ri+1 = Axi − b, di+1 = −ri + βidi gdzie βi jest dobrane tak by
di i di+1 byªy ortogonalne,

5. powi¦kszamy i o 1 i przechodzimy do kroku 2.

Kluczowe wªasno±ci metody wy»ej:

• wektory di wy»ej s¡ ortogonalne,

• xi minimalizuje form¦ kwadratow¡ na hiperpªaszczy¹nie

x0 + lin{d1, . . . , di} = x0 + lin{r1, Ar1, . . . , Ai−1r1}.
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Obliczeniowo pojedyncz¡ iteracj¦ metody sprz¦»onych gradientów wygodnie
zapisa¢ nast¦puj¡cymi wzorami:

αi =
〈ri, ri〉
〈Adi, di〉

,

ri+1 = ri + αiAdi,

βi =
〈ri+1, Adi〉
〈Adi, di〉

,

di+1 = −ri+1 + βidi

co wymaga jednego mno»enia wektora przez macierz (czyli obliczenie Adi), trzy
produkty skalarne i dwie kombinacje liniowe wektorów.

A wi¦c dla macierzy symetrycznych i dodatnio okre±lonych n × n metoda
sprz¦»onych gradientów pozwala obliczy¢ rozwi¡zanie kosztem rz¦du n mno-
»e« macierz-wektor i porównywalnej liczby operacji na wektorach. Dla równa«
siatkowych jak wy»ej n = N2 za± koszt mno»enia wektora przez macierz jest
proporcjonaly do n. A wi¦c metod¡ sprz¦»onych gradientów mo»na rozwi¡za¢
równanie kosztem rz¦du N4 operacji.

5.2 Rozdzielanie zmiennych i FFT

Je±li operator, obszar i warunki brzegowe maj¡ struktur¦ produktow¡, tzn.

L(f) = Lxf + Lyf

gdzie Lx jest cz¦±ci¡ operatora dziaªaj¡c¡ na zmiennej x za± Ly jest cz¦±ci¡
operatora dziaªaj¡c¡ na zmiennej y to funkcje wªasne i warto±ci wªasne maj¡
struktur¦ produktow¡. Mianowocie, je±li φj jest peªnym ukªadem funkcji wªa-
snych dla Lx ψk jest peªnym ukªadem funkcji wªasnych dla Ly to produkty φjψk
tworz¡ peªnym ukªad wªasnych dla L. Dokªadniej, je±li

Lxφj = λjφj ,

Lyψk = ηkψk,

i φj oraz ψk tworz¡ ukªady zupeªne, to

L(φjψk) = (λj + ηk)φjψk

i produkty tworz¡ ukªad zupeªny. Wa»nym przykªadem operatora o strukturze
produktowej jest Laplasian w obszarze b¦d¡cym produktem i przy warunkach
brzegowych Dirichleta (lub Neumanna). Wtedy mo»na dobra¢ siatk¦ tak by
dyskretny operator te» byª produktowy. Je±li mamy szybk¡ metod¦ przecho-
dzenia od warto±ci w punktach do rozkªadu na funkcje wªasne i z powrotem to
mo»na j¡ u»y¢ do rozwi¡zywania równania

L(f) = g
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Mianowicie, je±li

g =

N∑
j=0

cjφj

to

f =

N∑
j=0

cj
λj
φj .

Dla uproszcznia notacji we wzorze wy»ej pomineªem struktur¦ produktow¡. Dla
pochodnej funkcje wªasne to exponenty, podobnie dla laplasianu. Uwzgl¦dnia-
j¡c warunki brzegowe Dirichleta dla jednej zmiennej funkcje wªasne na odcinku
(0, π) to sin(kx) z k = 1, 2, . . . (odpowiednia warto±¢ wªasna to k2). A wi¦c
rozwini¦cie na funkcje wªasne sprowadza si¦ do sinusowego przeksztaªcenia Fo-
uriera. W dyskretnej wersji mo»na u»y¢ algorytm FFT który dziaªa w czasie
rz¦du O(N log(N)). Struktura produktowa pozwala stosowa¢ to samo podej±cie
w przypadku wi¦kszej ilo±ci zmiennych.

5.3 Metody iteracyjne

Innym sposobem jest obliczanie przybli»onego rozwi¡zania metod¡ w stylu ite-
racji punktu staªego. Dokªadniej, dla niezerowego γ równanie

Ax = b

jest równowa»ne równaniu

x = x+ γ(Ax− b).

Je±li ‖I+γA‖ jest mniejsza od 1 to iteracja punktu staªego xi+1 = xi+γ(Axi−b)
jest zbie»na do rozwi¡zania x∞. Zauwa»my »e startuj¡c z x0 bª¡d xi−x∞ speªnia
zale»no±¢

xi+1 − x∞ = xi + γ(Axi − b)− x∞ = xi + γ(Axi − b)− x∞ − γ(Ax∞ − b)

(xi − x∞) + γA(xi − x∞).

A wi¦c xi − x∞ = P (A)(x0 − x∞) gdzie P (z) = (1 + γz)i. Aby oszacowa¢
bª¡d zakªadamy »e A jest dodatnio okre±lon¡ macierz¡ symetryczn¡. Mo»emy
wtedy zdiagonalizowa¢ A przy pomocy przeksztaªce« ortogonalnych. Innymi
sªowy istnieje baza ortogonalna ej taka »e Aej = λjej . Pozwala to oszacowa¢
norm¦ P (A) przez dziaªanie na wektorach wªasnych

‖P (A)‖ = max ‖P (A)ej‖ = max |1 + γλj |i.

Je±li λ1 jest najmiejsz¡ warto±ci¡ wªasn¡ A za± λn jest najwi¦ksz¡ to ªatwo
sprawdzi¢ »e najmniejsz¡ warto±¢ wy»ej dostaniemy bior¡c γ = −2

λn+λ1
i wtedy

‖P (A)‖ =
λn − λ1
λn + λ1

.
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Niestety, dla typowego operatora w stylu laplasianu na dwuwymiarowej siatce
mamy λ1 ≈ 1, λn ≈ n co prowadzi do rz¦du n log(ε) iteracji by osi¡gn¡c do-
kªadno±¢ ε co jest gorsze od metody sprz¦»onych gradientów.

Jednak»e wynik mo»na znacznie poprawi¢ zmieniaj¡c γ z kroku na krok.
Wtedy jako P (A) mo»emy otrzyma¢ dowolny wielomian taki »e P (0) = 1. Aby
zminimalizowa¢ bª¡d chcemy zminimalizowa¢ supremum P na odcinku [λ1, λn]
pod warunkiem P (0) = 1. To zagadnienie rozwi¡zuj¡ przetransformowane wie-
lomiany Czebyszewa Ti, tzn. P (z) = cTi(az+b) gdzie az+b przesztaªca przedziaª
[λ1, λn] na [−1, 1] za± c jest tak dobrane by P (0) = 1. Okazuje si¦ »e wtedy
wystarcza i rz¦du √

λn
λ1

log(ε).

tzn.
√
n log(ε) iteracji.

Je±li u»ywamy metod¦ sprz¦»onych gradientów jako metod¦ dokªadn¡, to
trzeba n interacji i wtedy powy»sze jest znacznie lepsze. Z drugiej strony, po k
iteracjach metoda sprz¦»onych gradientów minimalizuje form¦

1

2
〈Ax, x > −〈x, b〉

na hiperpªaszczy¹nie x0 + lin{r1, Ar1, Ak−1r1}. Oznacza to »e w odpowiedniej
normie dostajemy najlepsze przybli»enie do rozwi¡zanie w tej hiperpªaszczy¹nie.
Metoda iteracji typu Czebyszewa z t¡ sam¡ ilo±ci¡ kroków dziaªa w tej samej
hiperpªaszczy¹nie.

5.4 Metody wielosiatkowe

Je±li dla iteracji punktu staªego u»yjemy γ o module nieco mniejszym od opty-
malnego, np. γ = −3

2(λn+λ1)
to bior¡c α = λn+λ1

6 i Vn = lin{ej : λj ≥ α} dla
v ∈ Vn mamy

‖P (A)v‖ ≤ ‖v‖ max
j≥n/2

|(1 + γλj)|i ≤
(

3

4

)i
‖v‖.

A wi¦c skªadowa bª¦du z podprzestrzeni Vn maleje szybko, za± problem sprawia
podprzestrze« Wn = lin{ej : λj < α}. Dla naszego przykªadowego problemu
przestrze« Wn ma znacznie mniejszy wymiar ni» caªa przestrze« i skªada si¦
ze stosunkowo regularnych funkcji (mówi si¦ cz¦sto »e Vn reprezentuje skªa-
dowe wysokiej cz¦stotliwo±ci za± Wn skªadowe niskiej cz¦stotliwo±ci). Nasuwa
to pomysª by najpierw uzyska¢ rozwi¡zanie na mniejszej siatce, np. z krokiem
pomno»onym przez 2, przedªu»y¢ to rozwi¡zanie na oryginaln¡ siatk¦ i u»y¢ jako
przybli»enie pocz¡tkowe. Liczymy na to »e wtedy bª¡d w przestrzeni Wn b¦dzie
maªy i szybko±¢ zbie»no±ci b¦dzie taka jak na Vn.

Przy naiwnej realizacji pomysªu wy»ej jest kªopot, mianowicie przej±cie z
mniejszej do wi¦kszej siatki wprowadza pewien bª¡d, w efekcie bª¡d w prze-
strzeni Wn b¦dzie pochodziª gªównie z przej±cia mi¦dzy siatkami i na pierwszy
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rzut oka nie da si¦ go zmniejszy¢ do zera. Jednak»e mody�kacja pomysªu wy»ej
dziaªa, zilustrujemy pomysª dla równania (2) przy zaªo»eniu »e L jest operato-
rem liniowym. Metoda dziaªa w wielu etapach (krokach), przy tym du»e etapy
s¡ podzielone na mniejsze. Jeden du»y etap produkuje przybli»one rozwi¡zanie
f1 równania (2) ze stosunkowo du»ym bª¦dem, ale tak by

‖L(f1)− h1‖ ≤
1

2
‖h1‖

gdzie h = h1 jest praw¡ stron¡ równania (2). Nast¦pnie bierzemy h2 = −(L(f1)−
h1) i szukamy f2 tak by

‖L(f2)− h2‖ ≤
1

2
‖h2‖

i podobnie dla f3, . . . , fi. Zauwa»my »e bior¡c

f =

i∑
k=1

fk

mamy
L(f)− h = L(fi)− hi

czyli na mocy zaªo»e« o fi mamy

‖L(f)− h‖ ≤ 1

2i
‖h‖.

A wi¦c po i du»ych etapach mo»emy uzyska¢ dowolnie du»¡ dokªadno±¢.
Pozostaje wyja±ni¢ jak zrealizowa¢ du»y etap. Mo»na to zrobi¢ jak w po-

my±le wy»ej: najpierw produkujemy rozwi¡zanie na mniejszej siatce (nie musi
by¢ bardzo dokªadne), przedªu»amy na wi¦ksz¡ i kilka razy stosujemy iteracj¦
punktu staªego na du»ej siatce. Istotne przy tym jest to »e ilo±¢ iteracji na
du»ej siatce nie zale»y od rozmiaru siatki, tak »e praca na du»ej siatce zale»y
liniowo od rozmiaru tej siatki. Na mniejszej siatce metod¦ wy»ej stosujemy re-
kursywnie: znowu wystarcza ustalona liczba iteracji na mniejszej siatce. Liczba
iteracji na mniejszej b¦dzie wi¦ksza od ilo±ci iteracji na du»ej siatce, ale mo»na
dobra¢ parametry tak by praca bezpo±rednio na mniejszej siatce byªa mniej-
sza, ale proporcjonalna do pracy na du»ej siatce. W efekcie metoda dziaªa na
wielu siatkach, na maªych siatkach jest stosunkowo du»o iteracji, ale poniewa»
te siatki s¡ mniejsze to ª¡cznie praca na mniejszych siatkach jest ograniczona
przez wielokrotno±¢ pracy na du»ej siatce. Innymi sªowy, du»y etap wymaga
rzedu N2 operacji, tzn. zªo»ono±¢ jest liniowa ze wzgl¦du na rozmiar problemu.
Typowo zadowalna nas ustalona dokªadno±¢ za± np. 30 du»ych etapów daje
bª¡d wzgl¦dny rz¦du 2−30 czyli w praktyce metoda wielosiatkowo wymaga wy-
siªku liniowo zale»nego od rozmiaru problemu, co pozwala rozwi¡zywa¢ bardzo
du»e problemy.

Nasze uzasadnienie dla metod wielosiatkowych zakªadaªo »e macierz na siatce
jest symeryczna. Jednak»e bardziej skomplikowana analiza pokazuje »e symetria
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nie jest krytyczna, podobne oszacowanie mo»na uzyska¢ dla problemów niesyme-
trycznych (by¢ mo»e kosztem pewnego zwi¦kszenia ilo±ci iteracji). W praktyce
staªe i parametry metody odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ i wiele wysiªku wkªada si¦ w
uzyskanie lepszych staªych.

5.5 Problemy nieliniowe

Dla równa« nieliniowych jedn¡ z mo»liwo±ci jest u»ycie metody Newtona. Na-
iwnie u»yta metoda Newtona mo»e mie¢ problem z powodu niezbyt dobrego
przybli»enia pocz¡tkowego i wymaga¢ rozwi¡zania wielu problemów liniowych,
co daªoby znaczy koszt. Jednak»e metod¦ Newtona daje si¦ poª¡czy¢ ze sche-
matem wielosiatkowym. W miar¦ dobre przybli»enie pocz¡tkowe dostajemy
na mniejszej siatce. W pocz¡tkowych iteracjach nie ma potrzeby rozwi¡zy-
wania problemów liniowych z du»¡ dokªadno±ci¡, co oszcz¦dza czas oblicze«.
W efekcie mo»na rozwi¡zywa¢ równania nieliniowe na du»ych siatkach kosztem
proporcjonalnym do kosztu rozwi¡zania problemu liniowego.
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