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1 Przykladowe réwnania

Niech .
_ 2
Af = Z al’j f
j=1
bedzie operatorem Laplace’a na R™. Réwnanie Laplace’a to
(1) Af=0.

To réwnanie ma bardzo wiele rozwiazan, aby uzyska¢ jednoznaczne rozwiaznie
potrzebujemy dodatkowe warunki (warunki brzegowe). Niech Q C R™ bedzie
zbiorem otwartym ze zwartym domknieciem i regularnym brzegiem. W za-
gadnieniu Dirichleta przy zadanym g na 9 (brzegu 2) szukamy rozwiazania
réownania (1) w Q takiego ze
f=9

na 0N (aby to rownanie mialo sens potrzebna jest wystarczajaca regularnosé
g). Przyktadowe problemy fizyczune ktore prowadza do zagadnienie Dirichleta
w wymiarze n = 3 to wyznaczanie temperatury w obszarze przy zadanej tem-
peraturze na brzegu czy wyznaczanie potencjatu elektrycznego w obszarze przy
zadanym potencjale na brzegu.

W zagadnieniu Neumanna zadajemy pochodna f w kierunku normalnym do
brzegu (to wymaga silniejszych zalozen).

Ogolniej, mozna zadaé¢ pochodng w wybranym kierunku czy relacje miedzy
funkcja a pochodna.

Rownanie Poissona jest prosta modyfikacja (1):

Af=g

ktora jednak wplywa istotnie na rozwigzanie. Podobnie jak dla réwnania La-
place’a trzeba wprowadzi¢ warunki brzegowe. Przykladowy problem fizyczny to
wyznaczanie pola elektrycznego znajac rozktad tadunku (czy Newtonowskiego
potencjatlu grawitacyjnego przy zadanym rozktadzie masy).

Powyzsze réwnania opisywaly sytuacje statyczne, ale interesujace sa tez réw-
nania opisujace ewolucje w czasie. Naprostszym z nich jest réwnanie ciepta



gdzie A, oznacza ze Laplasian liczymy tylko wzgledem zmiennych z. Powyzej
u jest szukang funkcja zas f jest zadane. Podobnie jak dla réwnania Laplace’a
czy Poissona potrzebne sa warunki brzegowe. Ponadto potrzebny jest warunek
poczatkowy, tzn. zadajemy u dla pewnego tg, np tg = 0 i szukamy rozwiagzania
dla t > tg. Dla réwnania ciepta naturalne sg podobne warunki brzegowe jak dla
rownania Laplace’a. Dodatkowo dla rownania ciepla (czy Poissona) mozna roz-
wazaé zerowy warunek brzegowy w nieskoriczonosci tzn. rozwazaé rozwigzania
dazace do 0 gdy x dazy do nieskoriczonosci (dla rownania Laplace’a datoby to
rozwiazanie zerowe). Mozna tez bada¢ okresowy warunek brzegowy, tzn. braé
pod uwage tylko rozwiazania okresowe wzgledem zmiennych z.

Przyktadowy problem fizyczny to wyznaczanie temperatury u przy zadanej
temperaturze poczatkowej, temperaturze na brzegu (warunek brzegowy Diri-
chleta) i doptywie ciepta (za to odpowiada f). Alternatywnie mozna zadaé
przeplyw ciepla przez brzeg, prowadzi to do warunku brzegowego Neumanna.
Inny problem to dyfuzja, wtedy u to gestosé czastek, f to tworzenie czastek we
wnetrzu obszaru, warunek poczatkowy daje poczatkowa gestosé, warunek brze-
gowy Dirichleta zadaje gestos¢é na brzegu, warunek Neumanna przeplyw przez
brzeg.

Wariantem réwnania ciepla jest niestacjonarne réwnanie Schrodingera

Opu(x,t) = iAzu(x,t) — iV (x)u(z,t)

gdzie i jest jednostka urojna zas V jest zadana funkcja rzeczywista (potencja-
tem). Opisuje ono ewolucje funkcji falowej z potencjatem V. Pomnozenie A
przez i bardzo mocno zmienia charakter rozwigzan. Réwnanie ciepta daje sie
rozwigzaé wstecz tylko dla niezwykle regularnych danych i rozwigzanie wstecz
jest niestabilne przy typowych normach. Réwnanie Schrédingera jest syme-
tryczne wzgledem czasu, mozna je rozwigzywaé zaréowno w przod jak i wstecz.
Naturalny w zagadniech fizycznych jest zerowy warunek brzegowy w nieskoriczo-
nosci, doktadniej, zwykle interesuja nas rozwiagzania catkowalne w kwadratem
wzgledem z przy ustalonym ¢.
Wspomnijmy tez réwnanie fali

OPu(xr,t) = Agu(z,t)
Opisuje ono rozchodzenie sie fal, np. mechanicznych czy elektromagnetycznych.
W réwnaniach wyzej cze$é najwyzszego rzedu miala stale wspoétezynniki.
W fizycznych problemach odpowiada to zalozeniu ze material jest jednorodny.
Ogolniej zamiast operatora Laplace’a mozna rozwazaé operator typu

Zn: 0y, (h0,,)
j=1

gdzie h jest funkcja opisujaca wlasnosci materiatu (np. przewodnictwo cieplne,
czy przenikalno$é elektryczng). Ogolniej, niektore materialy sa anizotropowe i
ich wlasnosci trzeba opisywaé macierza. Prowadzi to do operatora

Z Z 638]' (h’Lkaﬂ?k)

j=1k=1



Dla liniowych rownan ewolucyjnych takich jak réwnanie ciepta, niestacjo-
narne rownanie Schrédingera czy réwnanie falowe czesto stosuje sie metode roz-
winiecia na funkcje wlasne. Mianowicie rozpatrujemy réwnanie

L(u) = \u

gdzie L jest jednym z operatorow wyzej (np. L = A) za$ A jest liczba nazywana
wartoscia wlasna. u wyzej nazywamy funkcja wlasna (lub wektorem wlasnym).
Jak poprzednio, potrzebne sg warunki brzegowe. W najprostszych przyktadach
funkcje wlasne daje sie wyznaczyé jawnymi wyrazeniami (lub sa one dobrze
zbadane), ale ogolnie do ich wyznaczenia potrzebne sa metody numeryczne. W
przypadku stacjonarnego operatora Schréodingera

L(u)=—-Au+Vu

wartosci wlasne odpowiadaja energii, zas stan stabilny (podstawowy) odpowiada
najmniejszej warto$ci wlasnej. Totez znajdowanie najmniejszej wartosci wlasnej
operatora Schrodingera ma duze znaczenie w fizyce i chemii. Podobnie, wartosci
wlasne operatora Laplace’a odpowiadaja asymptotycznemu zachowaniu réwna-
nia ciepta, pozwalaja tez wyznaczy¢ prawdopodobienstowo ze w wyniku dyfuzji
czastka opusci obszar.

Nasze rownania wyzej byly liniowe. Jednakze, w praktyce trzeba tez uwzgled-
nia¢ efekty nieliniowe. Np. przenikalno§é¢ magnetyczna i elektryczna substancji
jest mocno nieliniowa przy duzych zmianach pél. Prowadzi to do operatoréw

typu

j=1
czy
N(u) = Z 8xj(h(|Vu|2)8xj)u
j=1
gdzie

n
Vult =3 [0, ul*
j=1

W szczegélnosci, problem wyznaczania powierzchni o minimalnym polu roz-
pietej na danej krzywej czyli zagadnienie minimalnej powierzchni ma ostatnia

postaé wyzej z
1

VI+ Va2

Efekty nieliniowe pojawiaja sie tez przy ewolucji, np. nieliniowe dyfuzje,
nieliniowe rownanie ciepta czy nieliniowe réwnania falowe.

W bardziej skomplikowanych sytuacjach pojawiaja sie uktady réwnan. Np.
dyfuzja czastek natladowanych prowadzi do uktadu réwnan wigzacego gestosé
czastek i pole. Pola elektryczne i magnetyczne zmieniaja sie w czasie zgodnie z

h(|Vul?) =



uktadem réwnan Maxwella. Przeplyw cieczy nieScisliwych prowadzi do uktadu
rownan Nawiera-Stokesa.

Nasze przyktady byty rownaniami rzedu 2, bo takimi bedziemy sie gtéwnie
zajmowac. Jednakze w praktycznych zagadnieniach moga sie pojawi¢ réwnania
rzedu 1 czy tez wyzszego rzedu.

2 Teoria réwnan czastkowych

Gdy szukamy rozwigzania dobrzy by wiedzie¢ czy rozwiazanie istnieje i czy
jest jednoznaczne. Dla réwnan zwyczajnych twierdzenie Picarda podaje prosty
warunek ktéry wystarcza w wiekszosci zastosowan. Dla réwnan czastkowych
sytuacja jest znacznie bardziej skomplikowana. Dla niektérych réwnan nie ma
rozwiagzan lokalnie, tzn. nawet jak pominiemy warunki brzegowe. Réwnanie cie-
pla z rozsadnymi warunkami brzegowymi i poczatkowymi ma regularne rozwia-
zanie w przod, ale zwykle nie daje sie go rozwiazac¢ wstecz. Warunki brzegowe
wymagaja uwagi, jesli je rozpatrujemy punktowo to czasami nie maja sensu.
Rozwigzania rownania zwyczajnego zwykle sg bardziej regularne niz réwnanie.
Dla réwnan czastkowych rozwigzania moga by¢ nieregularne. Dla wielu typow
réwnan istnienie, regularno$é czy jednoznaczno§é rozwigzan sa otwartymi pro-
blemami badawczymi.

Warto tu tez wspomnieé ze o ile réwnania zwyczajne mozna badaé¢ uzywajac
zwykla definicje pochodnej i supremum wartosci bezwglednej (tzn. norme L))
do pomiaru wielkosci funkcji, to dla rownan czastkowch potrzebne sa pochodne
uogoélnione (stabe), za$ najlepiej zachowujaca sie norma jest norma L2. Przy
tym w konkretych zagadnienich czesto istotna czescia teorii jest dobranie odpo-
wiedniej normy, tak by réwnanie dobrze sie zachowywalo wzgledem wybranej
normy. Stabe rozwiazania i normy sa zwiazane z metoda elementéw skoniczonych
o ktorej bedziemy pdzniej mowic.

Ze wzgledu na komplikacje ogoélnej teorii wspomne tu tylko o trzech klasycz-
nych klasach réwnan, dla ktérych sporo wiadomo.

Jedna klasa réwnan to réwnania eliptyczne, przyktadem jest rownanie Pois-
sona. Dla takich réwnan rozwiazania sg bardziej regularne niz réwnanie. Dla
regularnych réwnan liniowych wystarcza norma L? i np. réwnanie typu

L(u) =g

z regularnym eliptycznym L rzedu m ma rozwiazanie u bardziej regularne niz g.
Dokltadniej, jedli g ma s pochodnych w L2, to v ma m+s pochodnych w L2. Réw-
nania zwyczajne bez osobliwosci (spelniajace zalozenia twierdzenia Picarda) sa
eliptyczne w tym sensie. Dla réwnan nieliniowych potrzebne sa tez normy LP
i normy Holderowskie. Jednakze dalej daje sie pokazaé¢ ze réwnanie poprawia
regularno§é. Co do istnienia rozwigzan, to przy rozsadnych zatozeniach dos§é
latwo pokazaé¢ ze réwnania eliptyczne maja stabe rozwiazania (ktore potencjal-
nie sa niezbyt regularne) i ze takie rozwiazanie jest jednoznaczne. Dalej teoria
regularnosci pozwala pokazaé ze faktycznie te stabe rozwiazania zachowuja sie



lepiej. Nasze podstawowe metody beda nastawione na réwnania eliptyczne a
podstawowym przykladem bedzie réwnanie Poissona.

Druga klasa réownan sa rownania paraboliczne. Przyktadem tu jest rownanie
ciepta. Tu nawet dla niezbyt regularnych warunkow poczatkowych (powiedzmy
dla tp = 0) rozwiazanie staje sie bardziej regularne. Dla réwnan parabolicznych
jest analogiczna teoria jak dla réwnan eliptycznych: pokazuje sie istnienie i jed-
noznaczno$é¢ stabych rozwigzan i twierdzenia 7e slabe rozwiazanie faktycznie
jest bardziej regularne. Numerycznie nasze podejscie jest zwiazane z potrak-
towaniem réwnania parabolicznego jako réwnania zwyczajnego o wartosciach
wektorowych z przestrzeni nieskoricznie wymiarowej, gdzie dzialanie na prze-
strzeni nieskonicznie wymiarowej jest przez operator eliptyczny.

Trzecia klasg rownan sg rownia hiperboliczne jak réwnanie fali czy niestacjo-
narne rownanie Schrodingera. Tym razem nie ma efektu regularyzacji rozwia-
zania, ale dalej daje sie pokaza¢ istnienie i jednoznaczno$é rozwigzan. Znowu
specjalng role odgrywa wspoélrzedna czasowa, a na wspoétrzednych przestrzen-
nych mamy operator eliptyczny.

Mozna tu tez wsponie¢ ze pojawiaja sie zdegenerowane wersje rownan wyzej,
np. aby nieliniowa wersja Laplasianu byta eliptyczna to funkcja i powinna by¢
dodatnia. Jesli w pewnych punktach h sie zeruje to mamy operator zdegenero-
wany, dalej daje sie pokazaé istnienie rozwigzarn ale degeneracja zwykle wiaze
sie z nieregularnoscia. Jesli daje sie kontrolowa¢ nieregularnosé (np. jest punkt
osobliwy czy podzbiér mniejszego wymiaru) to przy pewnej uwadze dalej sie
stosuja metody eliptyczne.

3 Pochodne na siatkach

Przy rozwiazywaniu réwnan czastkowych jedna z mozliwych reprezentacji jest
reprezentacja przez warto$ci w wybranych punktach i przyblizanie pochodnych
réznicami skoriczonymi. Dla uproszczenia naszym wyborem jest regularna siatka
prostokatna, w wymiarze dwa x; ; = x,0+ h(i, j). W praktyce bardzo wazne sa
réwnania rzedu 2, w szczeg6lnosci rownania z operatorem takim jak laplasian.
Dla pochodnych rzedu 2 réznica symetryczna daje przyblizenie rzedu 2:

fle=h)+ flz+h) —2f(x)
h2

02f(x) = +O(h2).

Stosujac ten wzor po wspoétrzednych dostaniemy przyblizenie do laplasianu. Po-
dobny wzoér pozwala przybliza¢ pochodne mieszane. Mianowicie, niech

Fh’hf:f($+h,y+h)+f(l'—h,y—h)_f($+h,y—h)_f($—h,y+h)
Wtedy
0rf(o,y) = 1t

Stosujac wiecej punktéw mozna uzyskaé przyblizenia wyzszego rzedu.

+O(h?).



Biorac kombinacje liniowe mozna przybliza¢ dowolne operatory rézniczkowe
rzedu 2. Jednakze, zachowanie rozwigzania zalezy bardzo od struktury réw-
nania. Dla réwnan hiperbolicznych i parabolicznych dobrze jest dobraé¢ uktad
wspoélrzednych tak by réwnanie opisywalo ewolucje w czasie i zastosowaé spe-
cjalne metody. Dla réwnan eliptycznych typowo mozna po prostu rozwigzywacé
otrzymany uktad na siatce.

Dodajmy 7e podane wyzej dyskretne przyblizenie do Laplasianu zachowuje
sie do§¢ dobrze. Np. spelniona jest wersja zasady maksimum: rozwiazanie
osiaga maksimum tylko na brzegu siatki, tzn. punkt siatki taki ze jego wszyscy
czterej sasiedzi naleza do siatki nie moze by¢ punktem maksimum. Dyskretena
wersja rownania ciepla na prosta interpretacja probabilistyczna: opisuje btadze-
nie przypadkowe najblizszego sasiada, tzn. jesli w czasie t jesteSmy w punkcie
p z siatki to w czasie t + 1 przechodzimy z réwnym prawdopodobienstwem do
jednego z sasiadéw. Warunek brzegowy Dirichleta oznacza ze btadzenie konczy
sie gdy mamy przej$¢ do punktu spoza obszaru. Warunek Neumanna oznacza ze
odbijamy sie od brzegu, tzn. krok prowadzacy poza obszar zastepujemy krokiem
W przeciwng strone.

4 Obszary i warunki brzegowe

Na prostej jedyne zbiory spéjne to przedzialy (by¢ moze niewlasciwe). W wyz-
szych wymiarach mamy znacznie wiecej zbioréw spdjnych i samo opisanie dzie-
dziny rozwiazania moze by¢ skomplikowne. By uniknaé¢ klopotéow zakltadamy
ze szukamy rozwiazania w obszarze z gltadkim i zwartym brzegiem. Wtedy dla
przyblizen siatkowych wystarczy wziaéé dostatecznie maty krok h i jako przy-
blizenie obszaru uzy¢ punkty zawarte we wnetrzu obszaru.

Dla réwnan eliptycznych rzedu 2 postaci

(2) L(f)=h

gdzie L jest operatorem rézniczkowym typowe zagadnienie zawiera warunki
brzegowe. Najprostszy jest warunek Dirichleta. Warunek Dirichleta

mozemy reprezentowaé w ten sposéb ze przedtuzamy g w gladki sposéb na ze-
wnetrze obszaru. Dla niektérych punktéw z wnetrza przyblizona réznica bedzie
zalezala od wartosci f poza obszarem. Zamiast tych warto$ci bierzemy warto-
Sci dane przez przedtuzony warunek brzegowy. Jest to szczegblnie proste wtedy
gdy warunek brzegowy jest zerem. W efekcie zamiast rownania (2) rozpatrujemy
réwnanie

Av=w

gdzie A jest przblizem réznicowym do L, za§ w reprezentuje h i czlony z L
odpowiadajace wyrazowm brzegowym.



warunkiem brzegowym, czyli réwnanie

—(Af)(z,y) = h(z,y)

Przyklad: Rozpatrujemy laplasian w obszarze U = (0,1) x (0,1) z zerowym

dla (z,y) € U z warunkiem f(0,y) = f(1,y) = f(z,0) = f(z,1) = 0. Biorac
krok h = % i zaczynajac siatke w poczatku ukladu punkty z i,j € {1,2,3,4}
leza we wnetrzu U. Zapisujac réwnania w postaci macierzowej wygodnie jest

uzy¢ cztery indeksy. Mamy wtedy

(AV)ig) = D G4y, 6.0 V()
(k,0)

gdzie i, j, k,1 € {1,2,3,4} za$ a; ), spehnia

(czyli elementy diagonalne to 4) i

Aig), (i) = 4

), k) = —1

o ile (i,7) rozni sie od (k,l) o wektor jednostkowy. Pozostale elementy A sa
postaci nazywa sie macierza wstegowa. Wyglada ona

zerami. Macierz takiej

tak:
4 -1 0 0|-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 4 -1]0 0 -1 o0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 4]0 0O 0 -—-1|0 0 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 0 4 -1 0 0|-1 o0 0 0 0 0 0 0
0 -1 o0 0|-1 4 -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 -1 4 -—-1]0 0 -1 o0 0 0 0 0
0 0 0 —-1|0 0o -1 4 0 0 0 —-110 0 0 0
0 0 0 0O|-1 0 0 0|4 -1 0 0|-1 o0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0|-1 4 -1 0 0o -1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 o0 0 -1 4 -1]0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 -—-1|0 0 -1 4 0 0 0o -1
0 0 0 0 0 0 0 0|-1 o0 0 0|4 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0|-1 4 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 o0 0o -1 4 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —-110 0 -1 4

Dla obszaru nie bedacego prostokatem macierz ma mniej regularng strukture
ale dalej pojawia sie podobne zachowanie.

5 Rozwigzywanie ré6wnan siatkowych

Dla dwuwymiarowej siatki N x N mamy macierz kwadratowsa wymiaru N2.
Rozwiazanie odpowiadajacego jej uktadu réwnan metoda eliminacji Gaussa wy-
maga rzedu N° operacji i N* komoérek pamieci. Jednakze macierz réwnania




siatkowego jest rzadka, wiekszo$¢ jej elementéw to zera. Totez naturalne jest
szukanie szybszych metod rozwigzania.

Dla macierzy rzadkich czesto stosuje sie specjalne warianty eliminacji Gaussa,
wykonujac obliczenia prawie tylko na niezerowych wyrazach. Jest tu problem:
elementy ktore poczatkowo sa zerami moga w trakcie sta¢ sie niezerowe (po
angielsku mowi sie o fill in). W szczegolnosci odwrotnosé macierzy rzadkiej ty-
powo na wszystkie elementy niezerowe. Dlatego nie oblicza sie odwrotnosci a
zadowala redukcja do postaci trojkatnej, ktéra moze byé¢ rzadka. Odpowiednio
wybierajac elementy podstawowe mozna to ograniczy¢ pojawianie sie nowych
wartosci (fill in), ale nie da sie tego calkiem wyeliminowa¢. Organizacji obliczen
na macierzach rzadkich poswiecone sa cate ksigzki. Tu nie bedziemy patrzeé¢ na
detale takich metod. Wspomnimy jedynie ze w macierzy wyzej wszystkie nieze-
rowe elementy sa w odlegtosci co najwyzej N od diagonali. Dla takich macierzy
wystarcza rzedu N° operacji i N® pamieci.

5.1 Metoda sprzezonych gradientéw

Metoda sprzezonych gradientéw bazuje na minimalizacji formy kwadratowej
1
i(Ax, x) — (z,b).

Wida¢ ze pochodna wzgledem z jest rowna 0 wtedy i tylko wtedy gdy Az = b.
Dla macierzy dodatnio okre$lonych forma kwadratowa wyzej osiaga minimum
dokladnie w punktach takich ze Az = b.

Okazuje sie ze forme kwadratowsg wyzej mozna mnimializowaé¢ w nastepujacy
sposbb:

1. zaczynamy z dowolnego xg, bierzemy ry = Axg — b, dy = —r1,

2. dla ¢ zaczynajac od 1 iteracyjnie bierzemy z; = x;_1 + «;d; gdzie «; jest
dobrane tak by zminimalizowaé¢ forme kwadratowa na linii z;_; + ad;,

3. jesli ¢ jest rowne wymiarowi przestrzeni lub osiagneliSmy potrzebna do-
ktadno$é¢ to konczymy,

4. bierzemy 1,11 = Ax; — b, diy1 = —r; + Bid; gdzie B; jest dobrane tak by
d; i d; 41 byly ortogonalne,

5. powiekszamy ¢ o 1 i przechodzimy do kroku 2.
Kluczowe wtasnosci metody wyzej:

e wektory d; wyzej sa ortogonalne,

e z; minimalizuje forme kwadratowa na hiperptaszczyznie

zo + lin{d, ..., d;} = v + lin{ry, Ary, ..., A" 'ry )



Obliczeniowo pojedynczy iteracje metody sprzezonych gradientéw wygodnie
zapisa¢ nastepujacymi wzorami:

(riyri)

T Ady, i)
rit1 =T + o Ad;,
8, = (rip1, Adi)

f(Adiyd)

dit1 = —Tip1 + Bid;

co wymaga jednego mnozenia wektora przez macierz (czyli obliczenie Ad;), trzy
produkty skalarne i dwie kombinacje liniowe wektorow.

A wiec dla macierzy symetrycznych i dodatnio okreslonych n x n metoda
sprzezonych gradientéw pozwala obliczyé rozwigzanie kosztem rzedu n mno-
zen macierz-wektor i porownywalnej liczby operacji na wektorach. Dla réwnan
siatkowych jak wyzej n = N? za$ koszt mnozenia wektora przez macierz jest
proporcjonaly do n. A wiec metoda sprzezonych gradientéw mozna rozwigzaé
réwnanie kosztem rzedu N* operacji.

5.2 Rozdzielanie zmiennych i FFT

Jesli operator, obszar i warunki brzegowe maja strukture produktowa, tzn.

L(f) = Lof + Lyf

gdzie L, jest czeScig operatora dzialajaca na zmiennej = za$ L, jest czedcig
operatora dzialajaca na zmiennej y to funkcje wlasne i wartosci wlasne maja
strukture produktowa. Mianowocie, jesli ¢; jest pelnym ukladem funkcji wia-
snych dla L, ¢y, jest pelnym uktadem funkcji wtasnych dla L, to produkty ¢,y
tworza pelnym uktad wtasnych dla L. Doktadniej, jesli

Lioj = Aoy,
Lywk - 771#/)1@7
i ¢; oraz 1, tworza uktady zupelne, to
L(¢j¢x) = (Nj + nx) D%

i produkty tworza uklad zupelny. Waznym przykladem operatora o strukturze
produktowej jest Laplasian w obszarze bedacym produktem i przy warunkach
brzegowych Dirichleta (lub Neumanna). Wtedy mozna dobraé siatke tak by
dyskretny operator tez byl produktowy. Jesli mamy szybka metode przecho-
dzenia od wartosci w punktach do rozktadu na funkcje wlasne i z powrotem to
mozna ja uzyé¢ do rozwigzywania réwnania

L(f)=g
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Dla uproszcznia notacji we wzorze wyzej pominetem strukture produktowa. Dla
pochodnej funkcje wlasne to exponenty, podobnie dla laplasianu. Uwzglednia-
jac warunki brzegowe Dirichleta dla jednej zmiennej funkcje wtasne na odcinku
(0,7) to sin(kx) z k = 1,2,... (odpowiednia warto§¢ wlasna to k2). A wiec
rozwiniecie na funkcje wlasne sprowadza sie do sinusowego przeksztatcenia Fo-
uriera. W dyskretnej wersji mozna uzy¢ algorytm FFT ktory dziala w czasie
rzedu O(N log(N)). Struktura produktowa pozwala stosowaé to samo podejécie
w przypadku wiekszej iloSci zmiennych.

5.3 Metody iteracyjne

Innym sposobem jest obliczanie przyblizonego rozwigzania metoda w stylu ite-
racji punktu stalego. Dokladniej, dla niezerowego ~ réwnanie

Ax =10
jest rownowazne réwnaniu
x=2x+y(Ax — D).

Jesli ||I+~A|| jest mniejsza od 1 to iteracja punktu statego x;11 = z;+~(Ax;—b)
jest zbiezna do rozwiagzania z,. Zauwazmy ze startujac z xo btad x; —x, spetnia
zaleznosé

Tit1 — Too = X +Y(Ax; — b) — oo =z + y(Az; — b) — Too — V(AT oo — b)

(i — Too) + VA(Z; — o).

A wiec ¥; — 200 = P(A)(0 — 7o) gdzie P(2) = (1 + v2)". Aby oszacowaé
blad zakladamy ze A jest dodatnio okre$lona macierza symetryczna. Mozemy
wtedy zdiagonalizowa¢ A przy pomocy przeksztalcen ortogonalnych. Innymi
stowy istnieje baza ortogonalna e; taka ze Ae; = Aje;. Pozwala to oszacowaé
norme P(A) przez dzialanie na wektorach wtasnych

IP(A)]] = max||[P(A)e ]| = max |1+ ;"

Jesli \; jest najmiejsza wartoscia wlasna A zas A, jest najwieksza to latwo

sprawdzi¢ ze najmniejsza warto$¢ wyzej dostaniemy biorac v = A_if)\l i wtedy
An — A1
PA)| = 22—
1P = 5
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Niestety, dla typowego operatora w stylu laplasianu na dwuwymiarowej siatce
mamy A\ ~ 1, A\, &~ n co prowadzi do rzedu nlog(e) iteracji by osiagnac do-
ktadno$c¢ € co jest gorsze od metody sprzezonych gradientéw.

Jednakze wynik mozna znacznie poprawié¢ zmieniajac v z kroku na krok.
Wtedy jako P(A) mozemy otrzymaé dowolny wielomian taki ze P(0) = 1. Aby
zminimalizowa¢ blad chcemy zminimalizowaé supremum P na odcinku [A1, A,]
pod warunkiem P(0) = 1. To zagadnienie rozwiazuja przetransformowane wie-
lomiany Czebyszewa T, tzn. P(z) = c¢T;(az+b) gdzie az+b przesztalca przedziat
[A1, A\n] na [—1,1] za$ ¢ jest tak dobrane by P(0) = 1. Okazuje sie ze wtedy

wystarcza i rzedu
An
—1 .
\ 3, s
tzn. /nlog(e) iteracji.
Jesli uzywamy metode sprzezonych gradientéow jako metode dokladna, to

trzeba n interacji i wtedy powyzsze jest znacznie lepsze. Z drugiej strony, po k
iteracjach metoda sprzezonych gradientéw minimalizuje forme

%(Ax,x > —(z,b)

na hiperptaszczyznie 2o + lin{ry, Ar;, A*¥~'r;}. Oznacza to ze w odpowiedniej
normie dostajemy najlepsze przyblizenie do rozwiazanie w tej hiperptaszczyznie.
Metoda iteracji typu Czebyszewa z ta samg iloScig krokéw dziala w tej samej
hiperptaszczyzZnie.

5.4 Metody wielosiatkowe

Jesli dla iteracji punktu stalego uzyjemy v o module nieco mniejszym od opty-
malnego, np. v = ﬁi\l) to biorac o = % iV, =lin{e; : \; > a} dla
v € V,, mamy

1Py < ol ma 10+ 7 < (3) ol

A wiec sktadowa btedu z podprzestrzeni V,, maleje szybko, za$ problem sprawia
podprzestrzen W, = lin{e; : A; < a}. Dla naszego przykladowego problemu
przestrzen W, ma znacznie mniejszy wymiar niz cala przestrzen i sklada sie
ze stosunkowo regularnych funkcji (mowi sie czesto ze V,, reprezentuje skla-
dowe wysokiej czestotliwosci zas W, sktadowe niskiej czestotliwodci). Nasuwa
to pomyst by najpierw uzyska¢ rozwigzanie na mniejszej siatce, np. z krokiem
pomnozonym przez 2, przedtuzy¢ to rozwigzanie na oryginalng siatke i uzy¢ jako
przyblizenie poczatkowe. Liczymy na to ze wtedy btad w przestrzeni W, bedzie
maly i szybko$é¢ zbieznoéci bedzie taka jak na V,,.

Przy naiwnej realizacji pomystu wyzej jest ktopot, mianowicie przejicie z
mniejszej do wiekszej siatki wprowadza pewien blad, w efekcie blad w prze-
strzeni W, bedzie pochodzil gltéwnie z przej$cia miedzy siatkami i na pierwszy
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rzut oka nie da sie go zmniejszy¢ do zera. Jednakze modyfikacja pomystu wyzej
dziata, zilustrujemy pomyst dla réwnania (2) przy zalozeniu ze L jest operato-
rem liniowym. Metoda dziala w wielu etapach (krokach), przy tym duze etapy
sg podzielone na mniejsze. Jeden duzy etap produkuje przyblizone rozwigzanie
f1 réwnania (2) ze stosunkowo duzym bledem, ale tak by

1
IL(f1) = |l < §||h1||

gdzie h = hy jest prawa strong réwnania (2). Nastepnie bierzemy ho = —(L(f1)—
hi) i szukamy fo> tak by

1
| L(f2) = ha|| < §||h2||

i podobnie dla fs,..., f;. Zauwazmy ze biorac

F=>f
k=1

mamy
L(f) = h=L(fi)) = hi

czyli na mocy zalozen o f; mamy
1
1) = Bl < 1]

A wiec po i duzych etapach mozemy uzyska¢ dowolnie duza dokladnosé.

Pozostaje wyjasni¢ jak zrealizowa¢ duzy etap. Mozna to zrobi¢ jak w po-
my$le wyzej: najpierw produkujemy rozwigzanie na mniejszej siatce (nie musi
by¢ bardzo dokladne), przedtuzamy na wieksza i kilka razy stosujemy iteracje
punktu stalego na duzej siatce. Istotne przy tym jest to ze ilo§é¢ iteracji na
duzej siatce nie zalezy od rozmiaru siatki, tak ze praca na duzej siatce zalezy
liniowo od rozmiaru tej siatki. Na mniejsze]j siatce metode wyzej stosujemy re-
kursywnie: znowu wystarcza ustalona liczba iteracji na mniejszej siatce. Liczba
iteracji na mniejszej bedzie wieksza od ilosci iteracji na duzej siatce, ale mozna
dobra¢ parametry tak by praca bezposrednio na mniejszej siatce byla mniej-
sza, ale proporcjonalna do pracy na duzej siatce. W efekcie metoda dziala na
wielu siatkach, na matych siatkach jest stosunkowo duzo iteracji, ale poniewaz
te siatki sa mniejsze to lacznie praca na mniejszych siatkach jest ograniczona
przez wielokrotno$é¢ pracy na duzej siatce. Innymi stowy, duzy etap wymaga
rzedu N2 operacji, tzn. ztozonoéé jest liniowa ze wzgledu na rozmiar problemu.
Typowo zadowalna nas ustalona dokltadno$é za§ np. 30 duzych etapéw daje
blad wzgledny rzedu 273 czyli w praktyce metoda wielosiatkowo wymaga wy-
sitku liniowo zaleznego od rozmiaru problemu, co pozwala rozwiazywaé bardzo
duze problemy.

Nasze uzasadnienie dla metod wielosiatkowych zaktadato ze macierz na siatce
jest symeryczna. Jednakze bardziej skomplikowana analiza pokazuje ze symetria
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nie jest krytyczna, podobne oszacowanie mozna uzyskaé¢ dla problemoéw niesyme-
trycznych (byé moze kosztem pewnego zwiekszenia ilosci iteracji). W praktyce
state i parametry metody odgrywaja istotng role i wiele wysitku wktada sie w
uzyskanie lepszych statych.

5.5 Problemy nieliniowe

Dla réwnan nieliniowych jedna z mozliwosci jest uzycie metody Newtona. Na-
iwnie uzyta metoda Newtona moze mie¢ problem z powodu niezbyt dobrego
przyblizenia poczatkowego i wymagaé rozwiazania wielu problemoéw liniowych,
co datoby znaczy koszt. Jednakze metode Newtona daje sie polaczy¢ ze sche-
matem wielosiatkowym. W miare dobre przyblizenie poczatkowe dostajemy
na mniejszej siatce. W poczatkowych iteracjach nie ma potrzeby rozwiazy-
wania probleméw liniowych z duza dokladnoscia, co oszczedza czas obliczen.
W efekcie mozna rozwiazywac rownania nieliniowe na duzych siatkach kosztem
proporcjonalnym do kosztu rozwigzania problemu liniowego.
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