1. Niech 7 i A beda dwoma rozktadami prawdopodobienstwa na zbio-
rze skonczonym A. Niech X;, ¢ = 0,1,... beda niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie n. Niech P\(Xj,...,X,) bedzie prawdopodobenstem
otrzymania ciggu Xy, ..., X,) wedlug rozktadu A. Uzasadnij ze

1
lim = log(Py(Xy,.., X,)) = > n(a) log(Aa)

acA

z prawdopodobiefistwem 1. W szczegdlnosci, dla n = A z prawej strony
dostajemy entropie rozktadu n. Uzasadnij ze wyrazenie

> n(a)log(A(a))

a€A

jako funkcja A przy ustalonym 7 osiagga maksimum dla A = 7 i dla pozostatych
A wartos$ci sa mniejsze. Jaki stad mozna wycigna¢ wniosek jes§li mamy n
niezaleznie wylosowych probek z rozktadem ktory nie znamy, ale wiemy ze
jest jednym ze skoniczenie wielu rozkltadéw Ay, ..., A,

Wskazowka: Istnienie granicy wyzej wynika z mocnego prawa wielkich
liczb, aby wyznaczy¢ granice trzeba policzy¢ wartosé oczekiwana.

2. Mamy tekst o ktérym wiemy ze jest w jednym z kilku jezykow, ale nie
wiemy dokladnie w ktorym (np. tekst jest albo po polsku albo po angielsku).
Zaproponuj metode rozpoznawania w jakim tekst jest jezyku na podstawie
prawdopodobieristwa przypisywanego tekstowi przez model(e) Markowa na
znakach. Wyprobuj to praktycznie, estymujac parametry modelu z dhugiego
tekstu.

3. Przy estymacji Baysa mamy zadany rozktad prawdopodobienstwa p
na parametrze A € R* i dla kazdego A mamy rozktad prawdopodobienstwa,
P, na zbiorze A. Rozktad \ moze by¢ ciagly, ale dla uproszczenia zaktadamy
ze A jest skonczony i dla dowolnego A i a € A mamy Py(a) > 0. Estymacja
polega na tym ze majac dany wynik aq,...,a, z n niezaleznych losowan
szacujemy A\ przez

f APy (ay, ... a,)du(N)
[ Pi(ai, ..., an)dp(N)

Niech A = {0, ..., k—1}, P\(m) = A, przy tym X\ ma rozktad jednostajny na
zbiorze wektor6w o nieujemnych sktadowych sumujacych sie do 1. Uzasadnij
ze jesli w wylosowanym ciggu wartos¢ m pojawia sie [, razy gdzie > 1, =

to Baysowskie oszacowanie dla A, to m:kl




Wskazowka: Najpierw oblicz catki dla k& = 2. Nastepnie zauwaz ze dla
wiekszych £ po scalkowaniu po zmiennych innych niz \,, dostajemy catke
jak dla k = 2, tyle ze w liczniku i mianowiku pojawi sie dodatkowy czynnik
(1— N,k 2

4. Zakladamy ze prawdziwy rozklad na stowach jest jak w zadaniu 1
z listy 1, tzn. pierwsze 1000 pozycji stownika ma réwne prawdopodobien-
stwa pojawienia sie w tekscie 1 odpowadaja za 90% tekstu. Tzn. kazda z
nich pojawia si¢ z z prawdopodobiefistwem 9 x 10~%. Pozostate 100000 pozy-
cji stownika daje reszte tekstu i tez ma réwne prawdopodobieristwa (réwne
1079). Przyjmujemy zZe slowa sa losowane ze stownia niezaleznie. Losujemy
101000 wyrazow i stosujemy estymacje Baysa do oszacowania rozkltadu, tzn.
zastepujemy prawdopodobienstwo slowa i przez m gdzie ¢; to za-
obserwowana ilo$¢ wystapieni stowa i. Oszacuj jak to sie ma do prawdziwego
rozktadu.

5. Przy rozkladzie na stowach jak w zadaniu 4 losujemy 25000 stow.
Dzielimy do ma dwie czesci: pierwsze 20000 tworzy czes¢ A, pozostate 5000
cze$¢ B. Niech ¢; bedzie zaobserwowang iloScia wystapien stowa ¢ w czesci A.
Dla liczby k niech T}, bedzie zbiorem stow dla ktoérych ¢; = k i niech ¢; bedzie
taczng iloscia wystapien stow z Ty w czesci B. Tym razem przyjmujemy ze
empiryczne prawdopodobienstwo stowa ¢ to \TiklN gdzie k = ¢;, N = 20000 za$
|T| oznacza ilos¢ elementow zbioru Tj. Dla pozostalych stow przyjmujemy
rowne prawdopodobieristwa empiryczne, tak by cato§¢ sumowata si¢ do 1.
Oszacuj jak to sie ma do prawdziwego rozktadu.




