
1. Niech η i λ b¦d¡ dwoma rozkªadami prawdopodobie«stwa na zbio-
rze sko«czonym A. Niech Xi, i = 0, 1, . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi
losowymi o rozkªadzie η. Niech Pλ(X1, . . . , Xn) b¦dzie prawdopodobe«stem
otrzymania ci¡gu X1, . . . , Xn) wedªug rozkªadu λ. Uzasadnij »e

lim
n→∞

1

n
log(Pλ(X1, . . . , Xn)) =

∑
a∈A

η(a) log(λ(a))

z prawdopodobie«stwem 1. W szczególno±ci, dla η = λ z prawej strony
dostajemy entropi¦ rozkªadu η. Uzasadnij »e wyra»enie∑

a∈A

η(a) log(λ(a))

jako funkcja λ przy ustalonym η osi¡ga maksimum dla λ = η i dla pozostaªych
λ warto±ci s¡ mniejsze. Jaki st¡d mo»na wyci¡n¡¢ wniosek je±li mamy n
niezale»nie wylosowych próbek z rozkªadem który nie znamy, ale wiemy »e
jest jednym ze sko«czenie wielu rozkªadów λ1, . . . , λk.

Wskazówka: Istnienie granicy wy»ej wynika z mocnego prawa wielkich
liczb, aby wyznaczy¢ granic¦ trzeba policzy¢ warto±¢ oczekiwan¡.

2. Mamy tekst o którym wiemy »e jest w jednym z kilku j¦zyków, ale nie
wiemy dokªadnie w którym (np. tekst jest albo po polsku albo po angielsku).
Zaproponuj metod¦ rozpoznawania w jakim tekst jest j¦zyku na podstawie
prawdopodobie«stwa przypisywanego tekstowi przez model(e) Markowa na
znakach. Wyprobuj to praktycznie, estymuj¡c parametry modelu z dªugiego
tekstu.

3. Przy estymacji Baysa mamy zadany rozkªad prawdopodobie«stwa µ
na parametrze λ ∈ Rk i dla ka»dego λ mamy rozkªad prawdopodobie«stwa
Pλ na zbiorze A. Rozkªad λ mo»e by¢ ci¡gªy, ale dla uproszczenia zakªadamy
»e A jest sko«czony i dla dowolnego λ i a ∈ A mamy Pλ(a) > 0. Estymacja
polega na tym »e maj¡c dany wynik a1, . . . , an z n niezale»nych losowa«
szacujemy λ przez ∫

λPλ(a1, . . . , an)dµ(λ)∫
Pλ(a1, . . . , an)dµ(λ)

Niech A = {0, . . . , k−1}, Pλ(m) = λm, przy tym λma rozkªad jednostajny na
zbiorze wektorów o nieujemnych skªadowych sumuj¡cych si¦ do 1. Uzasadnij
»e je±li w wylosowanym ci¡gu warto±¢ m pojawia si¦ lm razy gdzie

∑
lm = n

to Baysowskie oszacowanie dla λm to lm+1
n+k

.
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Wskazówka: Najpierw oblicz caªki dla k = 2. Nast¦pnie zauwa» »e dla
wiekszych k po scaªkowaniu po zmiennych innych ni» λm dostajemy caªk¦
jak dla k = 2, tyle »e w liczniku i mianowiku pojawi si¦ dodatkowy czynnik
(1− λm)k−2.

4. Zakªadamy »e prawdziwy rozkªad na sªowach jest jak w zadaniu 1
z listy 1, tzn. pierwsze 1000 pozycji sªownika ma równe prawdopodobie«-
stwa pojawienia si¦ w tek±cie i odpowadaj¡ za 90% tekstu. Tzn. ka»da z
nich pojawia si¦ z z prawdopodobie«stwem 9 ∗ 10−4. Pozostaªe 100000 pozy-
cji sªownika daje reszt¦ tekstu i te» ma równe prawdopodobie«stwa (równe
10−6). Przyjmujemy »e sªowa s¡ losowane ze sªownia niezale»nie. Losujemy
101000 wyrazów i stosujemy estymacj¦ Baysa do oszacowania rozkªadu, tzn.
zast¦pujemy prawdopodobie«stwo slowa i przez ci+1

101000+101000
gdzie ci to za-

obserwowana ilo±¢ wyst¡pie« sªowa i. Oszacuj jak to si¦ ma do prawdziwego
rozkªadu.

5. Przy rozkªadzie na sªowach jak w zadaniu 4 losujemy 25000 sªów.
Dzielimy do ma dwie cz¦±ci: pierwsze 20000 tworzy cze±¢ A, pozostaªe 5000
cz¦±¢ B. Niech ci b¦dzie zaobserwowan¡ ilo±ci¡ wyst¡pie« sªowa i w cz¦±ci A.
Dla liczby k niech Tk b¦dzie zbiorem sªów dla których ci = k i niech tk b¦dzie
ª¡czn¡ ilo±cia wyst¡pie« sªów z Tk w cz¦±ci B. Tym razem przyjmujemy »e
empiryczne prawdopodobie«stwo sªowa i to tk

|Tk|N
gdzie k = ci, N = 20000 za±

|Tk| oznacza ilo±¢ elementów zbioru Tk. Dla pozostaªych sªów przyjmujemy
równe prawdopodobie«stwa empiryczne, tak by caªo±¢ sumowaªa si¦ do 1.
Oszacuj jak to si¦ ma do prawdziwego rozkªadu.
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