Algorytm EM

Niech bedzie dany zestaw obserwacji x i sparametryzowna rodzina rozkta-
dow prawdopodobienistwa Py z gestoscia pyp. Metoda estymacji najwiekszej
wiarygodnosci polega na maksymalizacji pg(x), tzn. szukamy 6 dla ktorego
pa(X) jest maksymalne. Jednakze bezposrednia maksymalizacja pg(X) moze
by¢ bardzo trudna. Algorytm EM jest iteracyjng procedurg ktora moze byé
tatwiejsza od bezposredniej maksymalizacji.

Ponizej bedziemy zaktada¢ ze wszystkie potrzebne nam rozktady prawdo-
podobienstwa maja gestosci, co w szczegblnosci jest spetnione w przypadku
dyskretnej przestrzeni probabilistycznej (cho¢ dla uproszczenia notacji poni-
zej uzywamy symbole tak jakby$my mieli przypadek ciagly).

W algorytmie EM zaktadamy ze istnieje nieobserwowalna wielkosé¢ y ktora
w pewnym sensie wyznacza x. Dokladniej, zaktadamy ze rozktad warunkowy
(a wlasciwie gestos¢ warunkowa) x pod warunkiem y nie zalezy od 0 czyli
oznaczajac przez ry gestosé y, przez q(x|y) gestosé warunkowa x pod warun-
kiem y, za$ przez qp gestosé laczna mamy

go(z,y) = ro(y)q(zly).

Ponizej bedziemy zaklada¢ ze zbior y takich ze ro(y) > 0 nie zalezy od 6. Z
tego zalozenia wynika ze zbior par (z,y) takich ze go(x,y) > 0 nie zalezy od
0. Niech go(y|x) bedzie gestoscia warunkows y pod warunkiem z. Mamy

qo(7,y) = po()qe(y|x).

Teraz, zaktadajac ze go(z,y) > 0 (czyli rowniez gy, (x,y) > 0) mamy gy, (y|z) >
0, g(x|y) > 0, ps, () > 01
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Z powyzszego wynika ze dla pg(x) > 0 mamy
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W szczegolnosci z istnienia (x, y) takiego ze go(x,y) > 0 wynika ze py, (x) > 0.
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Zauwazmy teraz ze logarytm jest funkcja Scisle wklesta. Przy ustalonym
x oznaczajac L(0) = log(pg(x)) z nieréwnosci Jensena mamy

L(0) — L(6,) = tog(P2L ) — 10g( IE: G(fy?)qen(y\x)dy)

> [ 1og<%>qen<y|x>dy — Q(6.6,).

gdzie ostatnia rownos¢ jest definicja Q(6,0,). W algorytmie EM wybieramy
jako 0,1 takie 6 ktore zmaksymalizuje (0, 0,,), albo przynajmniej takie by
Q(0p41,0,) > 0. Przy takim wyborze 6, wartosci L(f,) tworza ciag Scisle
rosnacy. Jesli dla dowolnego ustalonego x gesto$¢ py(z) jest ograniczona,
to rowniez L(f) jest ograniczona i ciag L(6,) jest ograniczony, a wiec jest
ciggiem zbieznym. Przy rozsadnych zatozeniach, np. ze dla dowolnego a
zbior 0 takich ze L(0) > a jest zwarty, za§ @ ma ciagta pochodna wynika
stad istnienie podciagu ciagu 6, zbiegajacego do 0, takiego ze Q (0, 0x) = 0
daje punkt stacjonarny Q(6,0..) (tzn. VeQ(6,04) = 0).

Zauwazmy ze Q(0,0) = L(0) — L(0) = 0, czyli jesli Q(0,0,) nie osiaga
maksimum dla 6 = 6, to istnieje 6 takie ze Q(6,0,) > 0. Jak zauwazyliSmy
wyzej przy stabych zalozeniach o () istnieje podciag zbiezny do 6,, i pochodna
VoQ(0,0,,) = 0. Czyli jesli rowniez L jest rézniczkowalna to pochodna L w
O jest rowna 0. Czyli 0 jest punktem stacjonarnym L. W specjalnych
przypadkach moze si¢ zdarzyé¢ ze 0., to punkt siodlowy czy nawet lokalne
minimum L, ale zwykle jest to maksimum lokalne.

Otrzymany wzor na (6, 6,,) mozna nieco przeksztatcic:

Q.0 - [ 1og<;9<§’;)>q9n<y|m>dy _

/ log(re(y))gs, (y|z)dy — / log(7a, (¥))as, (y|z)dy

A wiec maksymalizacja Q(0,6,) jest rownowazna maksymalizacji

/ log(ra(y)) s, (y|x)dy = E,, (log(ra(y))|z)

bo drugi czton w Q(0,6,) nie zalezy od 6. Ostatnia rownos¢ wyjasnia nazwe
EM: expectation maximization. Mianowicie, w najpierw wyliczamy wyraze-
nie na E,, (log(rg(y))|r), jest to krok E (expectation). Nastepnie maksyma-
lizujemy otrzymane wyrazenie wzgledem 6, czyli robimy krok M (maximiza-
tion).



Powyzej przedstawilismy algorytm EM w bardzo ogdlnej postaci. Zwykle
zaklada sie ze y = (x, z) dla pewnego dyskretnego z. Oczywiscie wtedy x jest
jednoznacznie wyznaczone przez ¥y, a wiec nasze zatozenie o tym ze rozktad
x pod warunkiem y nie zalezy od 6 jest automatycznie spetnione.

W ogolnej sytuacji nie jest jasne czy maksymalizacja Q(6,6,) jest tatwiej-
sza od maksymalizacji L(f). Ale w wielu przypadkach, np. modelu IBM
1 czy przy szacowaniu ukrytych modeli Markowa maksymalizacja Q(0,6,)
moze by¢ tatwo przeprowadzona doktadnie. W niektorych przypadkach do-
ktadne wzory na € maksymalizujace (0, 0,,) sa niepraktyczne, ale mozna je
zadowalajaco przyblizac.



