
1. Mo»na pokaza¢ »e je±li P (x) =
∑m

i=0 ai, Q(x) =
∑n

i=0 bi, ai i bi
s¡ caªkowite, k = min(n,m), A = max{|ai|}, B = max{|bi|}, to wspóª-
czynniki najwi¦kszego wspólnego dzielnika P i Q s¡ ograniczone przez C =
2k min((m + 1)A, (n + 1)B). Oznacza to »e je±li am = 1, bn = 1, p > 2C
i najwi¦kszy wspólny dzielnik P i Q modulo p ma taki sam stopie« jak
najwi¦kszy wspólny dzielnik nad liczbami caªkowitymi to wspóªczynniki naj-
wi¦kszego wspólnego dzielnika nad liczbami caªkowitymi mo»na odczyta¢ z
wyniku modulo p. Oszacuj koszt takiego obliczenia i porównaj z obliczeniem
bazowanym tylko na arytmetyce caªkowitoliczbowej.

2. Wylicz wspóªczynniki c1, c, 2 takie »e je±li x = n1 mod 1234 i x = n2

mod 1111 to x = c1n1 + c2n2 mod 1370974

3. Niech P1 = x4 + 11x3 + 13x2 + 150x+ 77, P2 = x3 + 18x2 + 73x− 44.
Oblicz wspólny dzielnik P1 i P2 po redukcji wspóªczynników modulo p =
3, 31, 37. Znajd¹ wspólny dzielnik P1 i P2 nad liczbami caªkowitymi bazuj¡c
na wynikach oblicze« modularnych.

Uwaga: Potrzebne obliczenia wspólnych dzielników nad ciaªami sko«czo-
nymi najlepiej wykona¢ przy pomocy komputera. Np. w systemie FriCAS
polecenia ni»ej daj¡ wynik dla p = 3:

p1 := x^4 + 11*x^3 + 13*x^2 + 150*x + 77

p2 := x^3 + 18*x^2 + 73*x - 44

ppF := UP(x, PF 3)

gcd(p1::ppF, p2::ppF)

Powy»ej UP(x, PF 3) oznacza wielomiany zmiennej o wspóªczynnikach z
ciaªa 3 elementowego (czyli Z3), za± :: jest operatorem konwersji (koercji)
do zadanego typu.

4. Niech M = p1p2 . . . pk, gdzie pi s¡ parami wzgl¦dnie pierwszymi licz-
bami mieszcz¡cymi si¦ w sªowie maszynowym komputera. Niech A i B b¦d¡
macierzami caªkowitoliczbowymi n na n o elementach co do waro±ci bez-
wgl¦dnej mniejszych od m, przy tym 2nm2 < M . Uzasadnij »e produkt ma-
ciery AB mo»na obliczy¢ modulo pi, i = 1, . . . , k a nast¦pnie zrekonstuowa¢
u»ywaj¡c chi«skie twierdzenie o resztach. Porównaj koszt takiego oblicze-
nia z bezpo±rednim obliczeniem produktu. Uwaga: zakªadamy »e produkt
macierzy i produkty liczb obliczamy u»ywaj¡c szkolne (naiwne) metody.
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5. Niech

A =

(
4 17
3 11

)
Rozwi¡» ukªad równa«Ax = y gdzie y = (7, 0) obliczaj¡c rozwi¡zanie modulo
5 i modulo 11 i stosuj¡c chi«skie twierdzenie o resztach. Uwaga: rozwi¡zanie
modulo 5 mo»na obliczy¢ w systemie FriCAS poleceniami ni»ej:

A := matrix([[4, 17], [3, 11]])

y := vector([7, 0])

solve(A::Matrix(PF(5)), y::Vector(PF(5)))

6. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ za± K b¦dzie ciaªem sko«czonym ma-
j¡cym pm elementów. Uzasadnij »e je±li k(pm − 1) + lp = 1 to xl jest pier-
wiastkiem stopnia p z x, tzn. (xl)p = x dla dowolnego x z K. Jak mo»na
znale¹¢ l?

7. Znajd¹ pierwiastek stopnia 1024 z jedynki modulo 12289, tzn. liczb¦ a
tak¡ »e a1024 = 1 mod 12289. Zrób to na dwa sposoby, w pierwszym wykonaj
obliczenia krok po kroku u»ywaj¡c komputer co najwy»ej do mno»enia i
dzielenia modulo. Poka» jak to zrobi¢ jednym poleceniem dla komputera.

8. Zakªadamy »e aN = 1 (dla pewnego ustalonego N). Mówimy »e wektor
(cj)

N−1
j=0 jest dyskretn¡ transformacj¡ Fouriera wektora (bi)

N−1
i=0 gdy

cj =
N−1∑
i=0

bia
ij

piszemy te» wtedy DFT (b) = c. Sprawd¹ »e wtedy

Nbi =
N−1∑
j=0

cja
−ij.

Uzasadnij »e je±li bi traktujemy jako wspóªczynniki wielomianu to DFT (b)
to obliczanie warto±ci w pierwiastkach z 1.

9. Stosujemy oznaczenia z poprzedniego zadania. Uzasadnij »e je±li
P (x) =

∑N
i=0 vix

i, Q(x) =
∑N

i=0 uix
i i R = PQ mod xN − 1 i R(x) =∑N

i=0 wix
i, to

DFT (w) = DFT (v)DFT (u)

gdzie mono»enie jest po skªadowych. Oznacza to »e DFT mo»na u»y¢ by
sporowadzi¢ mno»enie wielomianów do mno»enia skalarów.
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10. Stosujemy oznaczenia z poprzednich zada«. Uzasadnij »e je±li N =
ML to bior¡c i = Ml + k, j = Lm+ n mamy

cj =
M−1∑
k=0

(aL)mkank
L−1∑
l=0

bMl+k(a
M)ln.

Uzasadnij »e powy»sze wyra»enie mo»na obliczy¢ jako M aplikacji DFT dªu-
go±ci L, mno»enie po skªadowych wektorów dªugo±ci N i L aplikacji DFT
dªugo±ci M . Rekursywnie stosuj¡c ten wzór DFT mo»na oblicza¢ przy po-
mocy O(n log(n)) operacji. Dziaªa to zarówno dla arytmetyki zespolonej jak
i dla modularnej.

11. Uzasadnij »e mno»enie liczb nm-bitowych mo»na sprowadzi¢ do mno-
»enia wielomianów stopnia n− 1 o wspóªczynnikach m-bitowych kosztem li-
niowej wzgl¦dem rozmiaru danych ilo±ci operacji. Uzasadnij »e procedur¦
mno»enia liczb nk-bitowych gdzie k = log2(n)+2m+1 mo»na u»y¢ do mno-
»enia wielomianów stopnia n − 1 o wspóªczynnikach m-bitowych kosztem
liniowej wzgl¦dem rozmiaru danych ilo±ci operacji.

Wskazówka: Zapisz liczby przy podstawie 2m, popatrz jak wygl¡daj¡ ope-
racje i co si¦ dzieje z przeniesieniami.

12. Uzasadnij »e je±li naszym pier±cieniem s¡ liczby caªkowite modulo
K = 2N − 1, za± a = 2 to DFT mo»na oblicza¢ u»ywaj¡c tylko dodawanie,
odejmowanie, przesuni¦cia bitowe i porównania (tzn. nie u»ywaj¡c mno»e-
nia ani dzielenia). Uzasadnij »e takie DFT plus liniowa ilo±¢ dodatkowych
operacji pozwala sprowadzi¢ mno»enie liczb dªugo±ci N(N − log2(N)− 1)/4
do N mno»e« liczb dªugo±ci N .

Uwaga: Jest to kluczowy krok procedury Schoenage-Strassena.
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