1. Mozna pokaza¢ ze jesli P(z) = Y " a;, Q) = Y i b, a; 1 b
sa calkowite, k& = min(n,m), A = max{|a;|}, B = max{|b;|}, to wspol-
czynniki najwiekszego wspolnego dzielnika P i () sg ograniczone przez C' =
28 min((m + 1)A, (n + 1)B). Oznacza to ze jesli a,, = 1, b, = 1, p > 2C
i najwiekszy wspoélny dzielnik P i () modulo p ma taki sam stopien jak
najwiekszy wspolny dzielnik nad liczbami catkowitymi to wspotczynniki naj-
wiekszego wspolnego dzielnika nad liczbami calkowitymi mozna odczytaé z
wyniku modulo p. Oszacuj koszt takiego obliczenia i poréwnaj z obliczeniem
bazowanym tylko na arytmetyce catkowitoliczbowe;j.

2. Wylicz wspotezynniki cp, ¢, 2 takie ze jesli x = n; mod 1234 1 x = ny
mod 1111 to x = ¢1nq + cany mod 1370974

3. Niech P, = 2* + 1123 + 1322 + 1502 + 77, P, = 23 + 1822 + 73z — 44.
Oblicz wspolny dzielnik P, i P, po redukeji wspotezynnikéw modulo p =
3,31,37. Znajdz wspolny dzielnik P; i P; nad liczbami catkowitymi bazujac
na wynikach obliczen modularnych.

Uwaga: Potrzebne obliczenia wspdlnych dzielnikéw nad cialami skoriczo-
nymi najlepiej wykonaé¢ przy pomocy komputera. Np. w systemie FriCAS
polecenia nizej daja wynik dla p = 3:

pl := x74 + 11xx73 + 13%x72 + 160*%x + 77
p2 := x73 + 18%x"2 + 73xx - 44

ppF := UP(x, PF 3)

gcd(pl: :ppF, p2::ppF)

Powyzej UP(x, PF 3) oznacza wielomiany zmiennej o wspotczynnikach z
ciala 3 elementowego (czyli Z3), za$ :: jest operatorem konwersji (koercji)
do zadanego typu.

4. Niech M = pypsy...pg, gdzie p; sa parami wzglednie pierwszymi licz-
bami mieszczgcymi sie w stowie maszynowym komputera. Niech A i B beda
macierzami caltkowitoliczcbowymi n na n o elementach co do warosci bez-
wglednej mniejszych od m, przy tym 2nm? < M. Uzasadnij ze produkt ma-
ciery AB mozna obliczy¢ modulo p;, i = 1, ...,k a nastepnie zrekonstuowaé
uzywajac chinskie twierdzenie o resztach. Porownaj koszt takiego oblicze-
nia z bezposrednim obliczeniem produktu. Uwaga: zakladamy ze produkt
macierzy i produkty liczb obliczamy uzywajac szkolne (naiwne) metody.



5. Niech
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Rozwiaz uktad rownan Az = y gdzie y = (7, 0) obliczajac rozwiazanie modulo
5 imodulo 11 i stosujac chinskie twierdzenie o resztach. Uwaga: rozwigzanie
modulo 5 mozna obliczy¢ w systemie FriCAS poleceniami nizej:

A := matrix([[4, 171, [3, 111]1)
y := vector([7, 0])
solve(A: :Matrix(PF(5)), y::Vector(PF(5)))

6. Niech p bedzie liczbg pierwsza zas K bedzie cialem skoriczonym ma-
jacym p™ elementéw. Uzasadnij ze jesli k(p™ — 1) +Ip = 1 to 2! jest pier-
wiastkiem stopnia p z z, tzn. (2')? = x dla dowolnego z z K. Jak mozna
znalezé (7

7. Znajdz pierwiastek stopnia 1024 z jedynki modulo 12289, tzn. liczbe a
takg ze a'?* =1 mod 12289. Zrob to na dwa sposoby, w pierwszym wykonaj
obliczenia krok po kroku uzywajac komputer co najwyzej do mnozenia i
dzielenia modulo. Pokaz jak to zrobi¢ jednym poleceniem dla komputera.

8. Zaktadamy ze a”¥ = 1 (dla pewnego ustalonego N). Mowimy ze wektor
(c;)No" jest dyskretng transformacja Fouriera wektora (b)Y ' gdy
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piszemy tez wtedy DFT(b) = c. Sprawdz ze wtedy

Uzasadnij ze jesli b; traktujemy jako wspotczynniki wielomianu to DFT'(b)
to obliczanie wartosci w pierwiastkach z 1.

9. Stosujemy oznaczenia z poprzedniego zadania. Uzasadnij ze jesli
P(z) = SN vat, Q) = SN juz’ i R = PQ mod 2V — 1i R(z) =
SV wirt, to

DFT(w) = DFT(v)DFT(u)

gdzie monozenie jest po sktadowych. Oznacza to ze DFT mozna uzyé¢ by
sporowadzi¢ mnozenie wielomianéw do mnozenia skalarow.



10. Stosujemy oznaczenia z poprzednich zadan. Uzasadnij ze jesli N =
ML to biorac ¢« = Ml + k, j = Lm + n mamy

M-—1 L—1
¢; = Z (aL)mkank Z le+k(aM)ln‘
k=0 =0

Uzasadnij ze powyzsze wyrazenie mozna obliczy¢ jako M aplikacji DF'T" dtu-
gosci L, mnozenie po sktadowych wektoréw dtugosci N i L aplikacji DF'T
dhugosci M. Rekursywnie stosujac ten wzoér DF'I" mozna obliczaé¢ przy po-
mocy O(nlog(n)) operacji. Dzialta to zaréwno dla arytmetyki zespolonej jak
i dla modularnej.

11. Uzasadnij ze mnozenie liczb nm-bitowych mozna sprowadzi¢ do mno-
zenia wielomianéw stopnia n — 1 o wspotezynnikach m-bitowych kosztem li-
niowej wzgledem rozmiaru danych ilosci operacji. Uzasadnij ze procedure
mnozenia liczb nk-bitowych gdzie k = log,(n) + 2m + 1 mozna uzy¢ do mno-
zenia wielomianéw stopnia n — 1 o wspotczynnikach m-bitowych kosztem
liniowej wzgledem rozmiaru danych ilosci operacji.

Wskazowka: Zapisz liczby przy podstawie 2™, popatrz jak wygladaja ope-
racje i co sie dzieje z przeniesieniami.

12. Uzasadnij ze jesli naszym pierécieniem sa liczby catkowite modulo
K =2Y —1, za$ a = 2 to DFT mozna oblicza¢ uzywajac tylko dodawanie,
odejmowanie, przesuniecia bitowe i poréwnania (tzn. nie uzywajac mnoze-
nia ani dzielenia). Uzasadnij ze takie DFT plus liniowa ilo§¢ dodatkowych
operacji pozwala sprowadzi¢ mnozenie liczb dtugosci N (N —log,(N) —1)/4
do N mnozen liczb dlugosci N.

Uwaga: Jest to kluczowy krok procedury Schoenage-Strassena.



