
1. Znajd¹ rozkªad na czynniki wielomianu P = x5+5x4+6x3+4x2+3x+9
modulo 11, obliczaj¡c GCD(x11m−x, P ) dla ró»nych m. U»yj komputera do
oblicznia GCD i pot¦g.

2. Znajd¹ rozkªad na czynniki wielomianu P = x6+x5+4x4+7x3+x2+
8x+ 2 modulo 11, obliczaj¡c GCD(Ql − 1, P ) (i dwie pozostaªe mo»liwo±ci)
dla odpowiedniego l i ró»nych Q. U»yj komputera do oblicznia GCD i pot¦g.

Wskazówka: P jest produktem dwu czynników nieprzywiedlnych stopnia
3.

3. Niech P = x5 + 23x4 + 14x3 + 442x2 + 20x− 25. Oblicz rozkªad P na
czynniki rozkªadaj¡c P na czynniki modulo 7 i nast¦pnie stosuj¡c podnosze-
nie Hensla do odtworzenia czynników nad liczbami caªkowitymi. Uwaga: w
kroku podnoszenia mo»na u»y¢ trójargumentowe extendedEuclidean.

4. Niech P = 6x4+63x3+51x2+630x−90. Oblicz rozkªad P na czynniki
rozkªadaj¡c P na czynniki modulo 17 i nast¦pnie stosuj¡c podnoszenie Hensla
do odtworzenia czynników nad liczbami caªkowitymi. Przy tym najpierw
znajd¹ czynniki 6P z najwy»szym wspóªczynnikiem 6.

5. Oblicz najwi¦kszy wspólny dzielnik R wielomianów P (x) = x3 +
190x2 + 504x + 59535 i Q(x) = x4 + 4x3 + 763x2 + 1390x + 140175 nast¦-
puj¡c¡ metod¡: najpierw obliczycz najwi¦kszy wspólny dzielnik modulo 37,
co daje równo±ci P (x) = P1(x)R(x) mod 37 i Q(x) = Q1(x)R(x) mod 37.
Nast¦pnie zastosuj podnoszenie Hensla do otrzymanego rozkªadu i dosta«
odpowiedni rozkªad Q modulo 372.

6. Potegi xpk mo»na oblicza¢ bazuj¡c na wzorze xpk+l
= (xpk)p

l
. Zapo-

znaj si¦ z przykªadowym programem modkomp.input. Funkcja modcompose

oblicza pol1 ◦ pol2 modulo modp. U»yj t¡ funkcj¦ do obliczenia xpk mod Q
dla p = 31, k = 1, . . . , 5, Q = x10 + 7x9 + x2 + 1.

7. Niech

A =

(
5 16
4 12

)
Rozwi¡» ukªad równa« Ax = y gdzie y = (6,−1) obliczaj¡c metod¡ pod-
noszenia Hensla rozwi¡zanie modulo 53. Do poszczególnych kroków oblicze«
u»yj komputera.

8. Porównaj koszt rozwi¡zywnia ukªadu równa« o wspóªczynnikach caª-
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kowitych metod¡ bazowan¡ na chi«skim twierdzeniu o resztach i metod¡
podnoszenia Hensla. W szczególno±ci jak wpªywa wielko±¢ elementów macie-
rzy A zadaj¡cej ukªad równa« na koszt rozwi¡zania.

9. Uzasadnij podane na wykªadzie lematy o jednoznaczno±ci rekonstrukcji
wymiernej.

10. Wiadomo »e a/b = 83837381258963245809591389204573586105 mo-
dulo 92795652982522074438278995413938676481, |a| < 1017, 0 < b < 1017.
Znajd¹ a i b (mo»na u»y¢ przykªadow¡ procedur¦ rekonstrukcji liczb wymier-
nych).

11. Przerób przykªadow¡ procedur¦ rekonstrukcji wymiernej tak by pra-
cowaªa dla wielomianów nad ciaªem sko«czonym. U»yj jej do wyznacze-
nia wielomianów a i b o wspóªczynnikach w ciele 37-elementowym takich »e
a/b = 19x8 + 23x7 + 36x6 + 6x5 + 7x4 + 17x3 + 18x2 + 25x+ 9, deg(a) = 3,
deg(b) = 4.

12. Przerób przykªadow¡ procedur¦ podnoszenia Hensla tak by odtwa-
rzaªa rozkªad wielomianu dwu zmiennych nad ciaªem sko«czonymmaj¡c dany
rozkªad wielomianu jednej zmiennej otrzymanego przez podstawienie zadanej
warto±ci za jedn¡ ze zmiennych.

13. Rugownik wielomianów dwu zmiennych nad ciaªem (gdzie jedna jest
zmienn¡ gªówn¡ a druga parametrem traktowanym jako element pier±cienia
wspóªczynników) mo»a oblicza¢ podstawiaj¡c pod parametr ró»ne warto±ci,
obliczaj¡c rugownik i odtwarzaj¡c wynik poprzez interpolacj¦. Oszacuj ile
warto±ci parametru jest potrzebne w zale»no±ci od stopni wielomianów wej-
±ciowych. Zaprogramuj funkcj¦ obliczaj¡c¡ rugownik t¡ metod¡, traktuj¡c
funkcj¦ obliczaj¡c¡ rugownik wielomianów nad ciaªem za dan¡ (mo»na u»y¢
wbudowan¡ funkcj¦ resultant albo funkcj¦ z zadania 1).

14. Przy podnoszeniu Hensla maj¡c dany rozkªad wielomianu modulo pk

mo»na otrzyma¢ rozkªad modulo p2k. Wyprowad¹ i uzasadnij odpowiednie
wzory. Porównaj koszt takiego podej±cia z przedstawionym na wykªadzie
przej±ciem od pk do pk+1.

15. Popularn¡ metod¡ generownia liczb pseudolosowych jest u»ycie reje-
strów przesuwaj¡cych z liniowym sprz¦»eniem zwrotnym (ang. LFSR). Kod
w C mo»e wygl¡da¢ nastepuj¡co:

uint16_t stan = 1;

const uint16_t pol = 1<<k | 1<<l | 1<<m | 1;
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uint16_t get_random(void)

{

stan = (stan&(1u<<15u))?((stan<<1)^pol):(stan<<1);

return stan;

}

gdzie k, l,m s¡ staªymi. Niech wielomian p = x16 + xk + xl + xm + 1. Uza-
sadnij »e je±li p jest nierozkªadalny i x jest elementem maksymalnego rz¦du
w GF (216) (taki wielomian nazywamy prymitywnym) to zmienna stan prze-
biega przez wszystkie niezerowe ci¡gi szesnastobitowe. Odwrotenie, je±li stan
przebiega przez wszystkie niezerowe ci¡gi szesnastobitowe to wielomian p
speªnia warunek wy»ej (jest prymitywny). Sprawd¹ przy pomocy komputera
»e dla k = 7, l = 3, m = 2 wielomian p speªnia powyzszy warunek. »ywaj¡c
komputera sprawd¹ »e prostsze wielomiany stopnia 16 (tzn. maj¡ce mniej
ni» 5 niezerowych wyrazów) nie dziaªaj¡ (nie s¡ nieprzywiedlne). Uwaga:
irreducibe?(p::SUP(PF 2)) sprawdza czy wielomian jest nieprzywiedlny
nad ciaªem dwuelementowym. primitive? sprawdza czy wielomian jest
prymitywny (mo»na to te» sprawdzi¢ bezpo±rednio rozkªadaj¡c 216 − 1 na
czynniki i obliczaj¡c odpowiednie pot¦gi w ciele sko«czonym).

16. Popularna suma kontrolna CRC dziaªa nast¦puj¡co. Najpierw wy-
biera si¦ wielomian prymitywny (patrz poprzednie zadanie) P nad ciaªem
dwuelementowym. Z ci¡gu bitów b0b1 . . . bn produjemy wielomianQ =

∑
bix

i.
Nast¦pnie obliczamy reszt¦ R z dzielenia Q przez P i traktujemy j¡ jako ci¡g
bitów. Uzasadnij »e je±li P jest wielomianem stopnia m speªniaj¡cym wa-
runki poprzednigo zadania to CRC wykryje dowoln¡ zmian¦ mniej ni» m
kolejnych bitów (tzn. otrzymamy ró»ne R). Je±li n < 2m to CRC wykryje
dowoln¡ zmian¦ dwu bitów.

Wskazówka: Co mo»na powiedzie¢ o rozkªadzie na czynniki wielomianu
xk + xl?
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