1. Niech P = 2% + 72323 + 49*2% + 3y?2. Znajdz wyraz wiodacy P dla
roznych porzadkoéw na jednomianach: leksykograficznego (gdzie x jest naj-
wieksze), leksykograficznego z odwréconym porzadkiem zmiennych (czyli z
jest najwieksze), porzadku stopien potem leksykograficzny, porzadku stopien
potem odwrotny leksykograficzny. Czy istnieje porzadek taki ze 3y%z jest
wyrazem wiodacym?

2. Niech pl = 72%y*z — 2298 + 2292, p2 = zy®z + 2y?2? + 2223, p3 =
xSz + 22%y%2 — 3xy?zt. Zmnajdz porzadki na jednomianch (3 r6zne, dla
kazdego wielomianu inny) takie ze powyzsze wielomiany sg uporzadkowane
od najwiekszego wyrazu do najmniejszego.

3. Niech P, = x + xy, P, = y + xy. Na jednomianach rozpatrujemy po-
rzadek dany przez stopien z porzadkiem leksykograficznym rozstrzygajacym
dla rownych stopni. Sprawdz ze wtedy () = ry ma dwie redukcje wzgledem
Py i Py (czyli wynik redukgji jest niejednoznaczny).

4. Uzasadnij ze jesli ideal [ jest generowany przez pojedynczy wielomian
f to {f} jest baza Groebnera I dla dowolnego dopuszczalnego porzadku na
jednomianach.

5. Dla idealu generowanego przez wielomiany 22 —z+y—1, 22 —yz+x, y>—
xz+2 sprawdz jak wyglada baza Groebnera dla porzadku leksykograficznego
ze zmiennya z jako najwieksza (uzywany dla typu Polynomial), dla porzadku
leksykograficznego ze zmienna x jako najwieksza i dla porzadku stopien a po-
tem odwrotnie leksykografcznie (typ HomogeneousDistributedMultivariatePolynomial).
Uwaga: Prosze zobaczy¢ tez groebnerl.input.

6. Niech I bedzie idealem generownym przez xz — y?, 2% — 23, Sprawdz
czy 4x%y?2? — 4y® — 325 nalezy do tego idatu. Podobnie dla zy — 52% + x.

Wskazowka: Redukcje wielomianu mozna oblicza¢ funkcjg normalForm.

7. Jesli dana jest baza Groebnera G dla ideatu I wzgledem porzadku lek-
sykograficznego to elementy G zalezace tylko od ostatnich k& zmiennych two-
rzg baze Groebnera dla przekroju I z pierscieniem wielomianéw zalezacych
tylko od ostatnich k zmiennych. Jaki to daje wynik dla ideatu generowanego
przez p i q gdzie p = 2% + 2y* — 3, ¢ = 2% + 2y + y* — 3. Poréwnaj wynik z
rugownikiem p i ¢ wzgledem zmiennej y.

8. Przekroj ideatow I i J mozna wyznaczy¢ dodajac dodatkowa zmienng



t o ktorej zaktadamy ze jest wieksza od pozostalych zmiennych i biorac ele-
menty bazy Groebnera idealu generowanego przez tI i (1 — t)J nie zalezace
od t. Uzyj to do wyznaczenia przekroju idealéw I generowanego przez p i g
z poprzedniego zadania i J generowanego przez x i y.

9. Uzasadnij ze w pier§cieniu R z jednoznacznoscia rozkladu przekroj
ideatow gloéwnych jest generowany przez najmniejsza wspolng wielokrotnoscé
generatorow, tzn. jesli I; = Ra, s = Rb to I; N [y = Rlem(a, b).

10. Uzasadnij ze w pierscieniu R z jednoznacznoscig rozktadu suma ide-
atow jest zawarta w ideale generowanym przez najwiekszy wspolny dzielnik
generatorow, ale zwykle jest mniejsza. Tzn. je$li I; = Ra, Is = Rb to
Iy U I, C Rged(a,b), ale zwykle istnieje ideatl J mniejszy od R ged(a, b) taki
ze [ UL, C J.

11. Bazujac na faktach podanych w poprzednich trzech zadaniach za-
proponuj metode obliczania najwickszego wspolnego dzielnika i najmniejsze;j
wspolnej wielokrotnosci bazowana na obliczaniu baz Groebnera. Na przy-
ktadach sprawdz ze metoda dziala.

12. Niech bedzie dany skoriczony zbior T' wielomianéw o wspolczynnikach
wymiernych i niech G bedzie bazg Groebnera idealu generowanego przez T
Uzasadnij ze istnieje skonczony zbior liczb pierwszych S taki ze dla p ¢ S
baza Groebnera dla ideatu generowanego przez redukcje elementéw 7' modulo
p jest otrzymana przez redukcje elementow G modulo p.

13. Zapoznaj sie z przykladami z pliku groebnerl.input. Traktujac
listy wielomianéw jako uktady réwnan sprobuj podaé ich rozwiazania.

14. Niech krzywa na plaszczyznie bedzie zadana w formie parametrycz-
nej. Traktujac parameter jako dodatkowag zmienna daje to uktad réwnan
trzech zmiennych. Znajdujac elementy ideatu odpowiadajacego tym réwna-
niom nie zalezace od parameru mozna otrzyma¢ uktad réwnan dla krzywej
(moze to da¢ wiecej punktow niz parametryzacja, ale nad ciatem algebraicz-
nie domknietym dostaniemy w ten sposoéb najmniejszy zbiér zadany réwna-
niami i zawierajacy punkty krzywej). Bazujac na zadaniu 7 z tej listy do
wyznaczenia idatlu przeksztalé do postaci bez parametru nastepujacg krzywa
z(t) =12+ 1, yt) = 7.

15. Znajdz uktad rownan dla powierzchni zadanej przez rownania: z(t, u) =
sin(t) sin(u), y(t,u) = sin(t) cos(u), z(t,u) = cos(t). Potraktuj sin(t), cos(t),
sin(u) i cos(u) jako dodatkowe zmienne zwiazane réwnaniami trygonome-
trycznymi.



16. Zakladamy ze wielomian f jest bezkwadratowy. Uzasadnij ze ideal
generowany przez f jest swoim wlasnym radykalem. Ogolniej, jesli g jest
czeScig bezkwadratowy, f, tzn. [ = Hi‘:1 fFizas g = Hizl fi dla parami roz-
nych nieprzywiedlnych f; to ideat generowany przez g jest radykatem ideatu
generowanego przez f.

17. Niech p; = 2y py = z(x — y)®. Uzasadnij ze radykatl idealu I
generownego przez {p;, po} jest generowny przez x, ale I nie jest generowany
przez pojedyticzy wielomian.

18. Niech p; = 2y? + 22, p» = 2* — 222 + 1 i niech I bedzie ideatem
generowanym przez p; 1 po. Uzywajac kryterium podane na wyktadzie uza-
sadnij ze f =y — 2% + 1 nalezy do radykalu I. Jaka jest najmniejsza potega
f nalezaca do 17



