
1. Niech P = x5 + 7x3z3 + 4y4z2 + 3y2z. Znajd¹ wyraz wiod¡cy P dla
ró»nych porz¡dków na jednomianach: leksykogra�cznego (gdzie x jest naj-
wi¦ksze), leksykogra�cznego z odwróconym porz¡dkiem zmiennych (czyli z
jest najwi¦ksze), porz¡dku stopie« potem leksykogra�czny, porz¡dku stopie«
potem odwrotny leksykogra�czny. Czy istnieje porz¡dek taki »e 3y2z jest
wyrazem wiod¡cym?

2. Niech p1 = 7x2y4z − 2xy6 + x2y2, p2 = xy3z + xy2z2 + x2z3, p3 =
x4y5z + 2x3y2z − 3xy2z4. Znajd¹ porz¡dki na jednomianch (3 ró»ne, dla
ka»dego wielomianu inny) takie »e powy»sze wielomiany s¡ uporz¡dkowane
od najwi¦kszego wyrazu do najmniejszego.

3. Niech P1 = x + xy, P2 = y + xy. Na jednomianach rozpatrujemy po-
rz¡dek dany przez stopie« z porz¡dkiem leksykogra�cznym rozstrzygaj¡cym
dla równych stopni. Sprawd¹ »e wtedy Q = xy ma dwie redukcje wzgl¦dem
P1 i P2 (czyli wynik redukcji jest niejednoznaczny).

4. Uzasadnij »e je±li ideaª I jest generowany przez pojedy«czy wielomian
f to {f} jest baz¡ Groebnera I dla dowolnego dopuszczalnego porz¡dku na
jednomianach.

5. Dla ideaªu generowanego przez wielomiany z2−x+y−1, x2−yx+x, y3−
xz+2 sprawd¹ jak wygl¡da baza Groebnera dla porz¡dku leksykogra�cznego
ze zmienn¡ z jako najwi¦ksz¡ (u»ywany dla typu Polynomial), dla porz¡dku
leksykogra�cznego ze zmienn¡ x jako najwi¦ksz¡ i dla porz¡dku stopie« a po-
tem odwrotnie leksykografcznie (typ HomogeneousDistributedMultivariatePolynomial).

Uwaga: Prosz¦ zobaczy¢ te» groebner1.input.

6. Niech I b¦dzie ideaªem generownym przez xz − y2, x3 − z3. Sprawd¹
czy 4x2y2z2 − y6 − 3z6 nale»y do tego idaªu. Podobnie dla xy − 5z2 + x.

Wskazówka: Redukcj¦ wielomianu mo»na oblicza¢ funkcj¡ normalForm.

7. Je±li dana jest baza Groebnera G dla ideaªu I wzgl¦dem porz¡dku lek-
sykogra�cznego to elementy G zale»¡ce tylko od ostatnich k zmiennych two-
rz¡ baz¦ Groebnera dla przekroju I z pier±cieniem wielomianów zale»¡cych
tylko od ostatnich k zmiennych. Jaki to daje wynik dla ideaªu generowanego
przez p i q gdzie p = x2 + 2y2 − 3, q = x2 + xy + y2 − 3. Porównaj wynik z
rugownikiem p i q wzgl¦dem zmiennej y.

8. Przekrój ideaªów I i J mo»na wyznaczy¢ dodaj¡c dodatkow¡ zmienn¡
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t o której zakªadamy »e jest wi¦ksza od pozostaªych zmiennych i bior¡c ele-
menty bazy Groebnera ideaªu generowanego przez tI i (1− t)J nie zale»¡ce
od t. U»yj to do wyznaczenia przekroju ideaªów I generowanego przez p i q
z poprzedniego zadania i J generowanego przez x i y.

9. Uzasadnij »e w pier±cieniu R z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu przekrój
ideaªów gªównych jest generowany przez najmniejsz¡ wspóln¡ wielokrotno±¢
generatorów, tzn. je±li I1 = Ra, I2 = Rb to I1 ∩ I2 = Rlcm(a, b).

10. Uzasadnij »e w pier±cieniu R z jednoznaczno±ci¡ rozkªadu suma ide-
aªów jest zawarta w ideale generowanym przez najwi¦kszy wspólny dzielnik
generatorów, ale zwykle jest mniejsza. Tzn. je±li I1 = Ra, I2 = Rb to
I1 ∪ I2 ⊂ R gcd(a, b), ale zwykle istnieje ideaª J mniejszy od R gcd(a, b) taki
»e I1 ∪ I2 ⊂ J .

11. Bazuj¡c na faktach podanych w poprzednich trzech zadaniach za-
proponuj metod¦ obliczania najwi¦kszego wspólnego dzielnika i najmniejszej
wspólnej wielokrotno±ci bazowan¡ na obliczaniu baz Groebnera. Na przy-
kªadach sprawd¹ »e metoda dziaªa.

12. Niech b¦dzie dany sko«czony zbiór T wielomianów o wspóªczynnikach
wymiernych i niech G b¦dzie baz¡ Groebnera ideaªu generowanego przez T .
Uzasadnij »e istnieje sko«czony zbiór liczb pierwszych S taki »e dla p /∈ S
baza Groebnera dla ideaªu generowanego przez redukcj¦ elementów T modulo
p jest otrzymana przez redukcj¦ elementów G modulo p.

13. Zapoznaj si¦ z przykªadami z pliku groebner1.input. Traktuj¡c
listy wielomianów jako ukªady równa« spróbuj poda¢ ich rozwi¡zania.

14. Niech krzywa na pªaszczy¹nie b¦dzie zadana w formie parametrycz-
nej. Traktuj¡c parameter jako dodatkow¡ zmienn¡ daje to ukªad równa«
trzech zmiennych. Znajduj¡c elementy ideaªu odpowiadaj¡cego tym równa-
niom nie zale»¡ce od parameru mo»na otrzyma¢ ukªad równa« dla krzywej
(mo»e to da¢ wi¦cej punktów ni» parametryzacja, ale nad ciaªem algebraicz-
nie domkni¦tym dostaniemy w ten sposób najmniejszy zbiór zadany równa-
niami i zawieraj¡cy punkty krzywej). Bazuj¡c na zadaniu 7 z tej listy do
wyznaczenia idaªu przeksztaª¢ do postaci bez parametru nast¦puj¡c¡ krzyw¡
x(t) = t2 + 1, y(t) = t

t2−3
.

15. Znajd¹ ukªad równa« dla powierzchni zadanej przez równania: x(t, u) =
sin(t) sin(u), y(t, u) = sin(t) cos(u), z(t, u) = cos(t). Potraktuj sin(t), cos(t),
sin(u) i cos(u) jako dodatkowe zmienne zwi¡zane równaniami trygonome-
trycznymi.
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16. Zakªadamy »e wielomian f jest bezkwadratowy. Uzasadnij »e ideaª
generowany przez f jest swoim wªasnym radykaªem. Ogólniej, je±li g jest
cz¦±ci¡ bezkwadratow¡ f , tzn. f =

∏l
i=1 f

ki
i za± g =

∏l
i=1 fi dla parami ró»-

nych nieprzywiedlnych fi to ideaª generowany przez g jest radykaªem ideaªu
generowanego przez f .

17. Niech p1 = xy2, p2 = x(x − y)2. Uzasadnij »e radykaª ideaªu I
generownego przez {p1, p2} jest generowny przez x, ale I nie jest generowany
przez pojedy«czy wielomian.

18. Niech p1 = xy2 + 2y2, p2 = x4 − 2x2 + 1 i niech I b¦dzie ideaªem
generowanym przez p1 i p2. U»ywaj¡c kryterium podane na wykªadzie uza-
sadnij »e f = y − x2 + 1 nale»y do radykaªu I. Jaka jest najmniejsza pot¦ga
f nale»¡ca do I?
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