
1. Wielomiany trygonometryczne (o wspóªczynnikach wymiernych) to
wielomiany od cos(x) i sin(x) upraszcznane przy pomocy relacji cos(x)2 +
sin(x)2 = 1, tzn. wielomany trygonometryczne ró»ni¡ce si¦ of wielokrotno±¢
cos(x)2 + sin(x)2 − 1 traktujemy jako równe. Uzasadnij »e ka»dy wielomian
trygonometryczny P (cos(x), sin(x)) mo»na zapisa¢ w postaci

P (cos(x), sin(x)) = Q(cos(x)) +R(cos(x)) sin(x)

gdzie Q(cos(x)) i R(cos(x)) s¡ wielomiamami trygonometrycznymi zale»a-
cymi tylko od cos(x) i »e zapis ten jest jednoznaczny, tzn. dwa wielo-
miany trygonometryczne s¡ równe wtedy i tylko wtedy gdy maj¡ ten sam
zapis. Uzasadnij »e wielomian trygonometryczny ma multyplikatywn¡ od-
wrotno±¢ wtedy i tylko wtedy gdy sprowadza si¦ do liczby. Uzasadnij »e
cos(x), 1− sin(x) i 1 + sin(x) nie maj¡ nietrywialnego rozkªadu na czynniki.
Uzasadnij »e rozkªady na czynniki

cos(x) cos(x) = cos(x)2 = 1− sin(x)2 = (1− sin(x))(1 + sin(x))

s¡ istotnie ró»ne.
Uwaga: Oznacza to »e dla wielomianów trygonometrycznych nie musi

istnie¢ najwi¦kszy wspólny dzielnik, co powoduje kªopoty przy skracaniu
uªamków.

2. Które z poni»szych zbiorów funkcji z dziaªaniami arytmetycznymi
robionymi punktowo i ze zwykªym ró»niczkowaniem s¡ ciaªami. Które s¡
ciaªami ró»niczkowymi?

1. zbiór wielomianów trygonometrycznych

2. zbiór uªamków których licznikami i mianownikami s¡ wielomiany try-
gonometryczne

3. zbiór funkcji postaci R(cos(x)) gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ jednej
zmiennej

4. zbiór funkcji postaci R(|x|) gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ jednej zmien-
nej

5. zbiór funkcji postaciR(x, |x|) gdzieR jest funkcj¡ wymiern¡ dwu zmien-
nych
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6. zbiór funkcji postaci R(exp(x2)) gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ jednej
zmiennej

7. zbiór funkcji postaci R(x) + Q(x)
√
x+ 1 gdzie R i Q(x) s¡ funkcjami

wymiernymi jednej zmiennej

8. zbiór funkcji postaci P (exp(x)) gdzie P jest wielomianem jednej zmien-
nej

9. zbiór funkcji postaci P (
√
x+ 1)/T (x) gdzie P i T s¡ wielomiani jednej

zmiennej

3. Dlaczego poni»szy rachunek jest niepoprawny:

1 =
√
1 =

√
(−1)(−1) = (

√
−1)(

√
−1) = i · i = −1

4. Poni»ej jest wynik �prostego� obliczenia w systemie FriCAS (przykªad
ªatwo przetªumaczy¢ tak by dziaªaª w innych systemach). Co jest ¹ródªem
problemu.

c1 := sqrt(2)*sqrt(3*x)+sqrt(6*x)

+--+ +-+ +--+

(1) \|6x + \|2 \|3x

Type: Expression(Integer)

c2 := sqrt(2)*sqrt(3*x)-sqrt(6*x)

+--+ +-+ +--+

(2) - \|6x + \|2 \|3x

Type: Expression(Integer)

(1/c1)*c1*c2*(1/c2)

(3) 1

Type: Expression(Integer)

(1/c1)*(c1*c2)*(1/c2)

(4) 0

Type: Expression(Integer)
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5. Na ciele funkcji wymiernych jednej zmiennej wprowadzamy operacj¦
ró»niczkowania wzorem Df = xf ′ gdzie f ′ to zwykªa pochodna. Uzasadnij
»e otrzymamy w ten sposób ciaªo ró»niczkowe. Uzasadnij »e tak otrzymane
ciaªo ró»niczkowe jest izomor�czne z najmniejszym ciaªem ró»niczkowym (ze
zwykª¡ pochodn¡) zawieraj¡cym exp(x).

6. Oszacuj ilo±¢ operacji arytmetycznych potrzebnych do wykonania dzia-
ªa« takich jak dodawanie, mno»enie, dzielenie z reszt¡ na wielomianach jednej
zmiennej u»ywaj¡c naiwnych metod.

7. Uzasadnij »e je±li operacje na liczbach wymiernych wykonujemy bez
skracania to dªugo±¢ licznika i mianownika mo»e narasta¢ wykªadniczo z ilo-
±ci¡ operacji.
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