1. Wielomiany trygonometryczne (o wspotczynnikach wymiernych) to
wielomiany od cos(x) i sin(x) upraszcznane przy pomocy relacji cos(x)? +
sin(z)? = 1, tzn. wielomany trygonometryczne rézniace si¢ of wielokrotnosé
cos(z)? + sin(x)? — 1 traktujemy jako rowne. Uzasadnij ze kazdy wielomian
trygonometryczny P(cos(x),sin(z)) mozna zapisa¢ w postaci

P(cos(z),sin(z)) = Q(cos(x)) + R(cos(x)) sin(x)

gdzie Q(cos(x)) i R(cos(z)) sa wielomiamami trygonometrycznymi zaleza-
cymi tylko od cos(x) i ze zapis ten jest jednoznaczny, tzn. dwa wielo-
miany trygonometryczne sa rowne wtedy i tylko wtedy gdy majg ten sam
zapis. Uzasadnij ze wielomian trygonometryczny ma multyplikatywna od-
wrotnos¢ wtedy i tylko wtedy gdy sprowadza sie do liczby. Uzasadnij ze
cos(x), 1 —sin(x) i 1 4 sin(z) nie maja nietrywialnego rozktadu na czynniki.
Uzasadnij ze rozklady na czynniki

cos(x) cos(z) = cos(x)* = 1 — sin(z)? = (1 — sin(z))(1 + sin(z))

sa istotnie rozne.

Uwaga: Oznacza to ze dla wielomianéw trygonometrycznych nie musi
istnie¢ najwiekszy wspolny dzielnik, co powoduje klopoty przy skracaniu
utamkow.

2. Ktore z ponizszych zbioréow funkcji z dzialaniami arytmetycznymi
robionymi punktowo i ze zwyklym rézniczkowaniem sa ciatami. Ktore sg
cialami roézniczkowymi?

1. zbiér wielomianéw trygonometrycznych

2. zbior utamkow ktorych licznikami i mianownikami sg wielomiany try-
gonometryczne

3. zbior funkcji postaci R(cos(x)) gdzie R jest funkcja wymierna jednej
zmiennej

4. zbior funkcji postaci R(|x|) gdzie R jest funkcja wymierna jednej zmien-
nej

5. zbior funkcji postaci R(z, |z|) gdzie R jest funkcja wymierna dwu zmien-
nych



6. zbior funkcji postaci R(exp(z?)) gdzie R jest funkcja wymierna jednej

zmiennej

7. zbior funkeji postaci R(x) + Q(z)vx + 1 gdzie R i Q(x) sa funkcjami

wymiernymi jednej zmiennej

8. zbior funkeji postaci P(exp(x)) gdzie P jest wielomianem jednej zmien-

nej

9. zbior funkcji postaci P(v/x + 1)/T(z) gdzie P i T sa wielomiani jednej

zmiennej

3. Dlaczego ponizszy rachunek jest niepoprawny:

1=VI= VD) = (VWD) =ivi= -1

4. Ponizej jest wynik ,prostego” obliczenia w systemie FriCAS (przyktad
latwo przettumaczy¢ tak by dziatal w innych systemach). Co jest zrodlem

problemu.

cl := sqrt(2)*sqrt(3*x)+sqrt (6%x)

4+ -+ +-—+
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c2 := sqrt(2)*sqrt(3*x)-sqrt (6%x)
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(1/c1)*ci1*xc2*x(1/c2)

3) 1

(1/c1)*(c1xc2)*(1/c2)

(4) 0
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5. Na ciele funkcji wymiernych jednej zmiennej wprowadzamy operacje
rozniczkowania wzorem D f = xf’ gdzie f’ to zwykla pochodna. Uzasadnij
ze otrzymamy w ten sposob ciato rozniczkowe. Uzasadnij ze tak otrzymane
ciato rézniczkowe jest izomorficzne z najmniejszym cialem rézniczkowym (ze
zwykla pochodna) zawierajacym exp(zx).

6. Oszacuj ilo$é operacji arytmetycznych potrzebnych do wykonania dzia-
tan takich jak dodawanie, mnozenie, dzielenie z reszta na wielomianach jednej
zmiennej uzywajac naiwnych metod.

7. Uzasadnij ze jeSli operacje na liczbach wymiernych wykonujemy bez
skracania to dtugosé licznika i mianownika moze narasta¢ wyktadniczo z ilo-
Scig operacji.



