
1. Uzasadnij »e je±li elementy a1, . . . , an s¡ elementami wi¦kszego ciaªa za-
wieraj¡cego liczby wymierne Q, to dowoly element x ∈ Q(a1, . . . , an) mo»na
przedstawi¢ jako

x =
P (a1, . . . , an)

Q(a1, . . . , an)

gdzie P iQ s¡ wielomianami a wspóªczynikach caªkowitych za±Q(a1, . . . , an) 6=
0. Je±li dodatkowo zaªo»ymy »e a1, . . . , an s¡ algebraicznie niezale»ne to czy
taki zapis jest jednoznaczny?

2. Uzasadnij »e je±li y =
√
x3 + x+ 1, F = Q(x) to ka»dy element

f ∈ F (y) mo»na zapisa¢ w postaci

f =
P (x, y)

Q(x)

gdzie P jest wielomianem dwu zmiennych za± Q jest niezerowym wielomia-
nem jednej zmiennej.

3. Niech y i F b¦d¡ jak w zadaniu poprzednim. Elementy f ∈ F (y)
zapisujemy jako ilorazy wielomianów od x i y, stopnia co najwy»ej 1 ze
wzgl¦du na y. Uzasadnij »e f = 0 wtedy i tylko wtedy gdy licznik jest
zerem.

4. Uzasadnij »e log(x) jest przest¦pny nad F = Q(x).
Wskazówka: Podobnie jak w lemacie o przest¦pno±ci exp(x) poka» »e nie

istnieje funkcja wymierna R taka »e R(x)′ = 1
x
.

5. Niech F ⊂ L = K(a) b¦dzie ciaªam, a jest pierwiastkiem kwadrato-
wym z b ∈ F , tzn. a2 = b. Uzasadnij »e je±li element c ∈ F jest kwadratem w
L to c jest kwadratem w F , lub c = d2b. Bazuj¡c na powy»szym uzasadnij »e
5 nie jest kwadratem w Q(

√
2), gdzie Q oznacza liczby wymierne. Bazuj¡c na

tym uzasadnij »e dowolny element z Q(
√
2,
√
5) mo»na zapisa¢ jako liniow¡

kombinacj¦ 1,
√
2,
√
5,
√
2
√
5 o wspóªczynnikach wymiernych. Innymi sªowy√

2 i
√
5 s¡ niezale»ne nad Q. W podobny sposób mo»na pokaza¢ »e je±li ai

s¡ parami wzgl¦dnie pierwszymi liczbami caªkowitymi to
√
ai s¡ niezale»ne

nad Q.

6. Niech P (x) = x3+x+1 i D(x) = x+1. Zakªadamy »e ciaªem podsta-
wowym s¡ liczby wymierne i »e P (γ) = 0. Oblicz 1/D(γ) u»ywaj¡c metody
z dowodu lematu na wykªadzie. U»yj FriCAS (funkcj¦ extendedEuclidean)
by znale¹¢ wielomiany A i B takie »e AP +BD = 1.
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Uwaga: By u»y¢ extendedEuclidean P i D musz¡ by¢ wªa±ciwego typu
np. UnivariatePolynomial(x, Fraction(Integer)). Trzeba zadalarowa¢
typy zmiennych lub u»y¢ operator :: do zmiany typu.

7. Niech dane b¦dzie wyra»enie w stylu exp(
√
x+ 1)/(1 + x). Wypróbuj

w systemie FriCAS numer, denom, kernels, tower, variables na takim
wyra»eniu. Zwró¢ uwag¦ na typ wyniku.

8 Zobacz http://axiom-wiki.newsynthesis.org/ListProgramming
Wypróbuj operacje na listach. Spróbuj

p := univariate(x^9 + 2*x^5 + 3)

pl := p pretend List(Record(ex : Integer, c : Integer))

Co daj¡ operacje na listach zastosowane do pl
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