
1. Uzasadnij »e ka»dy automor�zm ciaªaK = Q(x) jest postaci x 7→ ax+b
cx+d

,
a, b, c, d ∈ Q, ad−bc 6= 0. Uzasadnij »e ka»dy automor�zm ró»niczkowy K ze
zwykª¡ pochodn¡ jest postaci x 7→ x + a. a ∈ Q. Uzasadnij »e je±li zamiast
zwykªej pochodnej ró»niczkowanie naK zde�niujemy wzorem x′ = x to ka»dy
automor�zm ró»niczkowy K z takim ró»niczkowaniem jest postaci x 7→ ax,
a ∈ Q, a 6= 0.

2. Niech K = Q(x, y) gdzie y2 = ax2+bx+c. Uzasadnij »e je±li a = s2 to
bior¡c z = y − sx otrzymamy izomor�zm ciaªa K z ciaªem Q(z). Podobnie,
uzasadnij »e je±li c = t2 to bior¡c z = y−t

x
otrzymamy izomor�zm ciaªa K z

ciaªem Q(z). Wylicz na co przejdzie zwykªa pochodna w K, tzn. jak dobra¢
pochodn¡ w Q(z) by podany wy»ej izomor�zm ciaª byª izomor�zmem ciaª
ró»niczkowych.

Uwaga: Powy»sze izomor�zmy s¡ znane pod nazw¡ podstawie« Eulera.

3. Zakªadamy »e element y jest pierwiastkiem stopnia n nad F , tzn.
wielomian minimalny y nad F to Xn − a dla pewnego a ∈ F . Podaj wzór
na ±lad Tr z F (y) do F . Podobnie, gdy n = 2 podaj wzór na norm¦ N z
F (y) do F . Niech F = Q(x, exp(x)). Oblicz Tr(f) i N(f) dla f = exp(x) +√
exp(x)− x i f = 1

x+
√

exp(x)−x
.

4. Funkcja csc jest zde�niowana wzorem csc(x) = 1
sin(x)

. Wylicz funkcj¦
odwrotn¡ w terminach logarytmu zespolonego.

5. Niech y2 = x3 + x+1. Niech R = Q[x]. Niech S = R[y]. Uzasadnij »e
element f pier±cienia S jest odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy norma f z
Q(x, y) do Q(x) jest odwracalnym elementem R, tzn. jest staª¡.

6. Wypróbuj realElementary i normalize. Porównaj wyniki dla ró»-
nych funkcji (trygonometrycznych, odwrotnych do trygonometrycznych, itp.).
U»yj tower by zobaczy¢ struktór¦ odpowiednich ciaª ró»niczkowych. Zobacz
co robi height dla kerneli.

7. Liouville zde�niowaª »e funkcje rz¦du zero to funkcje algebraiczne.
Funkcje rz¦du 1 to funkcje otrzymane przez operacje algebraiczne z funk-
cji rz¦du 0 i z logarytmów i eksponent funkcji rz¦du 0. Ogólniej funkcje
rz¦du n+1 to funkcje otrzymane przez operacje algebraiczne z funkcji rz¦du
n i z logarytmów i eksponent funkcji rz¦du n. Je±li funkcj¦ da si¦ zapisa¢
na wiele sposobów, bierzemy taki sposób który daje najmnejszy rz¡d (np.
x2 = exp(2 log(x)) co by sugerowaªo rz¡d 2, ale jest to funkcja rz¦du 0). Na-
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pisz funkcj¦ FriCAS-a która oblicza tak okre±lony rz¡d funkcji elementarnej,
zakªadaj¡c »e funkcja jest zapisana w najprostszy mo»liwy sposób.

Wskazówka: De�nicja jest rekursywna i naturalna implementacja b¦dzie
rekursywna, u»ywaj¡c kernele. Funkcja is? pozwala sprawdzi¢ jakiego ro-
dzaju jest kernel.

8. FriCAS ma domen¦ SimpleAlgebraicExtention (skrót SAE) do re-
prezentowania rozszerze« algebriaicznych. U»yj j¡ by reprezentowa¢ ciaªo
Q(x, y) z zadania 5. Oblicz norm¦ i ±lad kilku wybranych elementów. Po-
dobnie dla rozszerzenia Q(x) o rozwi¡zanie równania Y 3 + Y + x2 + 3 = 0
(gdzie Y jest zmienn¡, za± x elementem ciaªa podstawowego).
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