1. Uzasadnij ze kazdy automorfizm ciatla K = Q(x) jest postaci z — Z;”j:s,

a,b,c,d € Q, ad—bc # 0. Uzasadnij ze kazdy automorfizm rézniczkowy K ze
zwykla pochodna jest postaci z — x 4+ a. a € Q. Uzasadnij ze jesli zamiast
zwyklej pochodnej rézniczkowanie na K zdefiniujemy wzorem 2’ = x to kazdy
automorfizm rézniczkowy K z takim roézniczkowaniem jest postaci x — ax,

a€@Q,a#0.

2. Niech K = Q(z,y) gdzie y? = az®+bx +c. Uzasadnij ze jesli a = s* to
biorac z = y — sz otrzymamy izomorfizm ciata K z cialem Q(z). Podobnie,
uzasadnij ze jesli ¢ = t? to biorgc z = nyt otrzymamy izomorfizm ciata K z
ciatem Q(z). Wylicz na co przejdzie zwykta pochodna w K, tzn. jak dobra¢
pochodng w Q(z) by podany wyzej izomorfizm cial byl izomorfizmem cial
rézniczkowych.

Uwaga: Powyzsze izomorfizmy sa znane pod nazwa podstawien Eulera.

3. Zaktadamy ze element y jest pierwiastkiem stopnia n nad F', tzn.
wielomian minimalny y nad F' to X" — a dla pewnego a € F. Podaj wzor
na $lad Tr z F(y) do F. Podobnie, gdy n = 2 podaj wzér na norme N z
F(y) do F. Niech F' = Q(z,exp(z)). Oblicz Tr(f) i N(f) dla f = exp(z) +

1

\/exp(x) —zi f = W.

4. Funkcja csc jest zdefiniowana wzorem csc(z) =
odwrotna w terminach logarytmu zespolonego.

1
sin(z)

Wylicz funkcje

5. Niech y*> = 23 + x + 1. Niech R = Q[z]. Niech S = R[y]. Uzasadnij ze
element f pierscienia S jest odwracalny wtedy i tylko wtedy gdy norma f z
Q(z,y) do Q(x) jest odwracalnym elementem R, tzn. jest stala.

6. Wyprébuj realElementary i normalize. Poréwnaj wyniki dla réz-
nych funkcji (trygonometrycznych, odwrotnych do trygonometrycznych, itp.).
Uzyj tower by zobaczy¢ struktore odpowiednich ciat rozniczkowych. Zobacz
co robi height dla kerneli.

7. Liouville zdefiniowal ze funkcje rzedu zero to funkcje algebraiczne.
Funkcje rzedu 1 to funkcje otrzymane przez operacje algebraiczne z funk-
cji rzedu 0 i z logarytméw i eksponent funkeji rzedu 0. Ogolniej funkcje
rzedu n + 1 to funkcje otrzymane przez operacje algebraiczne z funkcji rzedu
n i z logarytmow i eksponent funkcji rzedu n. Jedli funkcje da sie zapisa¢
na wiele sposobow, bierzemy taki sposob ktory daje najmnejszy rzad (np.
2? = exp(2log(x)) co by sugerowalo rzad 2, ale jest to funkcja rzedu 0). Na-



pisz funkcje FriCAS-a ktora oblicza tak okreslony rzad funkcji elementarnej,
zakltadajac ze funkcja jest zapisana w najprostszy mozliwy sposob.

Wskazowka: Definicja jest rekursywna i naturalna implementacja bedzie
rekursywna, uzywajac kernele. Funkcja is? pozwala sprawdzi¢ jakiego ro-
dzaju jest kernel.

8. IriCAS ma domene SimpleAlgebraicExtention (skrot SAE) do re-
prezentowania rozszerzen algebriaicznych. Uzyj ja by reprezentowaé ciato
Q(z,y) z zadania 5. Oblicz norme i §lad kilku wybranych elementoéw. Po-
dobnie dla rozszerzenia Q(r) o rozwiazanie rownania Y2 +Y + 2% +3 =0
(gdzie Y jest zmienna, zas = elementem ciala podstawowego).



