
1. Uzasadnij »e exp(x2) nie ma caªki elementarnej.

2. Rozwa»my F = Q(x) i pier±cie« R = F [tan(x)] ⊂ Q(x, tan(x)). R jest
zachowywany przez zwykª¡ pochodn¡. Niech P = tan(x)2 + 1. Sprawd¹ »e
P dzieli P ′. Uzasadnij »e P jest jedynym z dokªadno±ci¡ do mno»enia przez
elementy F elementem nierozkªadalnym R o tej wªasno±ci.

3. Przypominam »e funkcja W (z poprzedniej listy) jest rozwi¡zaniem
równania W ′ = W

z(W+1)
. Ciaªo ró»niczkowe zawieraj¡ce W to Q(z,W ) z

ró»niczkowaniem D zadanym przez wzory Dz = 1, DW = W
z(W+1)

. Na

tym ciele rozwa»amy ró»niczkowanie D2 zadane wzorem D2f = (W + 1)Df .
Wtedy D2 zachowuje F [W ] gdzie F = Q(z). Sprawd¹ »e W dzieli D2W .

Uwaga: Mo»na pokaza¢ »e powy»ej W jest jedynym z dokªadno±ci¡ do
mno»enia przez elementy F elementem nierozkªadalnym F [W ] o tej wªasno-
±ci, ale dowód jest skomplikowany.

4. Niech F = Q(x, θ1, θ2) z ró»niczkowaniem D zadanym wzorami Dx =
1, Dθi = 1/x dla i = 1, 2. Jak wygl¡daj¡ staªe w tym ciele ró»niczkowym.

5. Niech F = Q(x, θ) z θ b¦d¡c¡ eksponent¡. Zapisz f = θ2+x
θ(θ−x) jako

sum¦ wielomianu uogólnionego tzn. elementu K[θ, θ−1] gdzie K = Q(x) i
funkcji wymiernej wªa±ciwej z mianownikiem wzgl¦dnie pierwszym z θ.

6. Niech Ei(x) oznacza caªk¦ z exp(x)
x

. Uzasadnij »e ka»d¡ funkcj¦ postaci
R(x) exp(x) gdzie R(x) jest funkcj¡ wymiern¡ mo»na scaªkowa¢ przy pomocy
funkcji elementarnych i (przesuni¦¢) Ei. Wypróbuj przykªady w systemie
FriCAS.

Wskazówka: U»yj rozkªad R na (zespolone) uªamki proste i caªkowanie
przez cz¦±ci.

7. W sytemie FriCAS comenda )trace (z nawiasem otwieraj¡cym na
pocz¡tku linii) pozwala na ±ledzenia wykonania. Wypróbuj

)trace INTEF )math

integrate(x*sin(x), x)

Co mo»esz wywnioskowa¢ z powy»szego? Wi¦cej informacji mo»na uzyska¢
po )trace RDEEFX )math i )trace INTTR )math.
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