
Poni»ej zakªadamy »e F to ciaªo i »e F oraz elementy które rozwa»amy s¡
zawarte w pewnym wiekszym ciele U . Wtedy dla a1, . . . , an z wi¦kszego ciaªa
U istnieje najmniejsze podciaªo zawarte w U i zawieraj¡ce F oraz a1, . . . , an.
Aby to pokaza¢ zauwa»my »e istnieje co najmiej jedno podciaªo U zawieraj¡ce
F i a1, . . . , an, mianowicie U . Przekrój wszystkich podciaª U zawieraj¡cych F i
a1, . . . , an jest ciaªem, zawiera F i a1, . . . , an a wi¦c jest najmniejszym podciaªem
U zawieraj¡ce F i a1, . . . , an. Takie podciaªo oznaczamy przez F (a1, . . . , an).
Ni»ej to ciaªo b¦dziemy oznacza¢ przez L, tzn. L = F (a1, . . . , an). W rozumo-
waniach ni»ej natura ciaªa U jest nieistotna, istotne jest »e takie ciaªo istnieje
(oznacza to np. »e nie ma dzielników zera).

Lemat 0.1 Ka»dy element x ∈ L jest postaci

x = R(a1, . . . , an) =
P (a1, . . . , an)

Q(a1, . . . , an)

gdzie R jest funkcj¡ wymiern¡ n zmiennych o wspóªczynnikach z F za± P i Q s¡

wielomianami n zmiennych o wspóªczynnikach z F przy tym Q(a1, . . . , an) 6= 0.

Dowód: Zbiór elementów S które daje si¦ zapisa¢ w postaci wy»ej jest za-
mkni¦ty ze wzgl¦du na dodawanie, odejmowanie i mno»enie. S jest te» za-
mkni¦ty ze wzgl¦du na branie odwrotno±ci niezerowych elementów, czyli jest
ciaªem. Warto±ci funkcji staªych daj¡ elementy F , czyli S zawiera F . Warto±ci
zmiennych to a1, . . . , an, czyli S zawiera a1, . . . , an. Jako »e L jest najmniej-
szym podciaªem U o tej wªasno±ci to S = L. �

De�nicja 0.2 a1, . . . , an s¡ algebraicznie zale»ne nad F ⇐⇒ istnieje nieze-

rowy wielomian Q o wspóªczynnikach w F taki »e Q(a1, . . . , an) = 0.

De�nicja 0.3 a1, . . . , an s¡ algebraicznie niezale»ne ⇐⇒ a1, . . . , an nie s¡

algebraicznie zale»ne ⇐⇒ dla ka»dego niezerowego wielomianu Q o wspóªczyn-

nikach w F mamy Q(a1, . . . , an) 6= 0.

Lemat 0.4 Je±li a1, . . . , an s¡ algebraicznie niezale»ne to L jest izomor�czne z

ciaªem funkcji wymiernych n zmiennych o wspóªczynnikach z F .

Dowód: Niech K = F (X1, . . . , Xn) b¦dzie ciaªem funkcji wymiernych n
zmiennych o wspóªczynnikach z F . Dla

f(X1, . . . , Xn) =
P (X1, . . . , Xn)

Q(X1, . . . , Xn)

de�ninujemy odwzorowanie φ wzorem

φ(f(X1, . . . , Xn)) =
P (a1, . . . , an)

Q(a1, . . . , an)
.
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Zauwa»my »e φ jest dobrze zde�niowane. Mianowicie, skoro a1, . . . , an s¡ alge-
braicznie niezale»ne to Q(a1, . . . , an) 6= 0 i dzielenie jest wykonalne. Wynik nie
zmieni si¦ je±li pomno»ymy licznik i mianownik przez ten sam czynnik. �atwo
sprawdzi¢ »e φ przeprowadza sum¦ na sum¦, ró»nic¦ na ró»nic¦, iloczyn na ilo-
czyn, iloraz na iloraz a wi¦c jest homomor�zmem. J¡dro φ skªada si¦ z takich f
»e P (a1, . . . , an) = 0. Lecz jako »e a1, . . . , an s¡ algebraicznie to wtedy P = 0,
czyli j¡dro jest trywialne (skªada si¦ tylko z funkcji zerowej). Oznacza to »e φ
jest ró»nowarto±ciowe. Na mocy Lematu 0.1 φ jest na czyli jest izomor�zmem.
�

Uwaga: W szczególno±ci dostaniemy izomor�czne L niezale»nie od natury
a1, . . . , an. Niewa»ne czy to s¡ zmienne, czy liczby czy te» funkcje.

De�nicja 0.5 a jest przest¦pny nad F ⇐⇒ ci¡g jednoelementowy skªada-

j¡cy si¦ z a jest algebraicznie niezale»ny nad F ⇐⇒ a nie jest pierwiastkiem

»adnengo niezerowego wielomianu jednej zmiennej nad F .

Lemat 0.6 exp(x) jest przest¦pny nad F = Q(x).

Dowód: Nie wprost, rozwa»my niezerowy wielomianM minimalnego stopnia
n taki »e M(exp(x)) = 0. Rozpisuj¡c mamy

cn(x) exp(x)
n + cn−1(x) exp(x)

n−1 + · · ·+ c0(x) = 0

(ci ∈ F czyli s¡ funkcjami wymiernymi od x). Przy tym cn(x) 6= 0 i c0(x) 6=
0. Mianowicie, gdyby cn(x) = 0 to stopie« M byªby mniejszy od n, wbrew
wyborowi n. Podobnie, gdyby c0(x) = 0, to dziel¡c równanie wy»ej przez exp(x)
otrzymaliby±my równanie ni»szego stopnia. Dziel¡c powy»sze równanie przez
c0(x) otrzymujemy równanie postaci

dn(x) exp(x)
n + dn−1(x) exp(x)

n−1 + · · ·+ 1 = 0.

Ró»niczkuj¡c dostajemy równanie

(dn(x)
′ + ndn(x)) exp(x)

n + (dn−1(x)
′ + (n− 1)dn−1(x)) exp(x)

n−1+

· · ·+ (d1(x)
′ + d1(x)) exp(x) = 0.

Po podzieleniu przez exp(x) daje to równanie ni»szego stopnia ni» n, a wi¦c
wszystkie wspóªczynniki s¡ zerami. W szczególno±ci mamy dn(x) 6= 0 i

dn(x)
′ + ndn(x) = 0.

Poka»emy »e taka równo±¢ jest niemo»liwa. Mianowicie, zapiszmy

dn(x) =
P (x)

Q(x)
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gdzie P i Q s¡ wielomianami i s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Je±li Q nie jest staªe to
dzieli si¦ przez wielomian nierozkªadalny S1. Mo»na zapisa¢Q(x) = S1(x)

kS2(x)
gdzie k ≥ 1 za± S2 nie dzieli si¦ przez S1 (dzielimy Q przez S1 tyle razy ile si¦
da (czyli k-razy), S2 to wynik dzielenia). Teraz liczymy pochodn¡

dn(x)
′ =

P (x)′Q(x)−Q(x)′P (x)

Q(x)2

=
P (x)′S1(x)

kS2(x)− (kS1(x)
′S1(x)

k−1S2(x) + S1(x)
kS2(x)

′)P (x)

S1(x)2kS2(x)2

=
P (x)′S1(x)S2(x)− kS1(x)

′S2(x)P (x)− S1(x)S2(x)
′P (x)

S1(x)k+1S2(x)2

=
−kS1(x)

′S2(x)P (x) + S1(x)R(x)

S1(x)k+1S2(x)2

gdzie R(x) = P (x)′S2(x)−S2(x)
′P (x). Zauwa»my »e stopie« S1(x)

′ jest mniej-
szy ni» stopie« S1, a wi¦c S1 nie dzieli S

′
1. Z wyboru wy»ej S1 nie dzieli S2. Jako

»e wybrali±my nieskracalny zapis uªamka daj¡cego dn to S1 nie dzieli P . Lecz
wielomian nierozkªadalny jest elementem pierwszym w pier±cieniu Q[x], skoro
nie dzieli czynników to nie dzieli produktu S1(x)

′S2(x)P (x). Drugi skªadnik
licznika jest podzielny przez S1 wi¦c nie wpªywa na podzielno±¢ caªego licznika
przez S1, czyli licznik nie dzieli si¦ przez S1. A wi¦c Sk+1

1 z mianownika nie
skróci si¦ z licznikiem, czyli w zapisie nieskracalnym dn(x)

′ mianownik dzieli si¦
przez Sk+1

1 . Lecz to oznacza »e równo±¢

dn(x)
′ = −ndn(x)

z niestaªym S jest niemo»liwa: mianownik lewej strony dzieli si¦ przez Sk+1
1

za± mianownik prawej strony nie (najwy»sza pot¦ga k przez któr¡ dzieli si¦
mianownik dn to k). Pozostaje rozwa»y¢ przypadek gdy S jest staª¡. Wtedy
mo»na wzi¡±¢ S = 1 i zapisa¢ dn(x) = P (x). Lecz stopie« P (x)′ jest mniejszy
ni» stopie« x wi¦c równie» w tym przypadku równo±¢

dn(x)
′ = −ndn(x)

jest niemo»liwa. Otrzymana sprzeczno±¢ pokazuje »e exp(x) nie mo»e by¢ pier-
wiastkiem M , czyli jest przest¦pne nad F . �

De�nicja 0.7 M jest wielomianem minimalnym elementu a ⇐⇒ M(a) = 0,
M 6= 0 i stopie« M jest minimalny.

Uwaga: Wielomian minimalny jest jednoznaczny z dokªadno±ci¡ do mno»e-
nia przez element z F .

Uwaga: Wielomian minimalny jest nierozkªadalny, bo zero M jest zerem
jednego z czynników a nietrywialny czynnik ma ni»szy stopie«.
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Lemat 0.8 Je±li a jest algebraiczy nad F z wielomianym minimalnym M stop-

nia d to ka»dy element x ∈ F (a) mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci R(a)
gdzie R jest wielomianem stopnia mniejszego ni» d.

Dowód: Na mocy Lematu 0.1 element x mo»na zapisa¢ jako

x =
P (a)

Q(a)

gdzie P,Q ∈ F (X) i Q(a) 6= 0. Skoro Q(a) 6= 0 to Q nie dzieli si¦ przez M ,
a wi¦c Q i M s¡ wzgl¦dnie pierwsze. Przy pomocy rozszerzonego algorytmu
Euklidesa mo»na znale¹¢ wielomian A i B takie »e

1 = A(X)Q(X) +B(X)M(X).

Podstawiaj¡c a za X otrzymujemy st¡d

1 = A(a)Q(a) +B(a)M(a) = A(a)Q(a)

czyli

x =
P (a)

Q(a)
= P (a)A(a).

Dla wielominów nad ciaªem jest okre±lone dzielenie z reszt¡, w szczególno±ci
mo»na podzieli¢ P (X)A(X) przez M(X), czyli mo»na zapisa¢

P (X)A(X) = S(X)M(X) +R(X)

gdzie stopie« R jest mniejszy ni» stopie« M czyli d. Teraz

x = P (a)A(a) = S(a)M(a) +R(a) = R(a)

czyli faktycznie x mo»na zapisa¢ w podanej postaci. Zapis jest jednoznaczny,
bo gdy x = R1(a) = R2(a) to (R1−R2)(a) = 0. R1−R2 jest wielomianem stop-
nia mniejszego ni» stopie« M , wi¦c z de�nicji wielomianu minimalnego równo±¢
(R1 −R2)(a) = 0 implikuje »e R1 −R2 jest wielomianem zerowym. �
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