Ponizej zakladamy ze F' to cialo i ze F' oraz elementy ktore rozwazamy sa
zawarte w pewnym wiekszym ciele U. Wtedy dla a1,...,a, z wiekszego ciala
U istnieje najmniejsze podciato zawarte w U i zawierajace F' oraz ai,...,ay.
Aby to pokaza¢ zauwazmy ze istnieje co najmiej jedno podcialo U zawierajace
Fiay,...,a,, mianowicie U. Przekrdj wszystkich podcial U zawierajacych F' i
ai,...,ay, jest cialem, zawiera F'iay,...,a, a wiec jest najmniejszym podcialem
U zawierajace F' i aq,...,a,. Takie podcialo oznaczamy przez F(a,...,an).
Nizej to cialo bedziemy oznaczaé przez L, tzn. L = F(ay,...,a,). W rozumo-
waniach nizej natura ciata U jest nieistotna, istotne jest ze takie cialo istnieje
(oznacza to np. zZe nie ma dzielnikéw zera).

Lemat 0.1 Kazdy element x € L jest postaci

Plar, ... )

r=R(ay,...,ap) = —/—=

( ) Qay, ..., an)
gdzie R jest funkcjg wymierng n zmiennych o wspotczynnikach z F' zas P i Q sq
wielomianami n zmiennych o wspétczynnikach z F przy tym Q(aq, .. .,a,) # 0.

Dowod: Zbior elementéow S ktére daje sie zapisa¢ w postaci wyzej jest za-
mkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie i mnozenie. S jest tez za-
mkniety ze wzgledu na branie odwrotnosci niezerowych elementéw, czyli jest
cialem. Wartosci funkcji staltych dajg elementy F, czyli S zawiera F. Wartosci
zmiennych to ag,...,a,, czyli S zawiera ai,...,a,. Jako ze L jest najmniej-
szym podciatem U o tej wlasnosci to S = L. O

Definicja 0.2 aq,...,a, $g algebraicznie zalezne nad F <= istnieje nieze-
rowy wielomian Q o wspétczynnikach w F taki ze Q(aq,...,a,) = 0.

Definicja 0.3 aq,...,a, sq algebraicznie niezaleine <= agy,...,a, nie sg
algebraicznie zalezne <= dla kazdego niezerowego wielomianu QQ o wspétczyn-
nikach w F mamy Q(ay,...,a,) # 0.

Lemat 0.4 Jesli ay,...,a, sq algebraicznie niezalezne to L jest izomorficzne z
ciatem funkcji wymiernych n zmiennych o wspdtczynnikach z F.

Dowdd: Niech K = F(Xy,...,X,) bedze cialem funkcji wymiernych n
zmiennych o wspo6lczynnikach z F. Dla

P(X17"'aXn)
X, ., X)) = —7"7—""—=
e ) Q(X1,...,X,)
defininujemy odwzorowanie ¢ wzorem
P(ay,...,an)
X, X)) = —F—"7"7"7"=.
R (T



Zauwazmy ze ¢ jest dobrze zdefiniowane. Mianowicie, skoro aq, ..., a, sa alge-
braicznie niezalezne to Q(ay,...,a,) # 0 i dzielenie jest wykonalne. Wynik nie
zmieni sie je§li pomnozymy licznik i mianownik przez ten sam czynnik. Latwo
sprawdzié ze ¢ przeprowadza sume na sume, réznice na réznice, iloczyn na ilo-
czyn, iloraz na iloraz a wiec jest homomorfizmem. Jadro ¢ sktada sie z takich f
ze P(a1,...,a,) = 0. Lecz jako ze aq,...,a, sa algebraicznie to wtedy P = 0,
czyli jadro jest trywialne (sktada sie tylko z funkcji zerowej). Oznacza to ze ¢
jest roznowartosciowe. Na mocy Lematu 0.1 ¢ jest na czyli jest izomorfizmem.
O

Uwaga: W szczegdlnosci dostaniemy izomorficzne L niezaleznie od natury
ai,...,a,. Niewazne czy to sa zmienne, czy liczby czy tez funkcje.

Definicja 0.5 a jest przestepny nad ' <= cigg jednoelementowy sktada-
jacy sie z a jest algebraicznie niezaleiny nad F <= a nie jest pierwiastkiem
zZadnengo niezerowego wielomianu jednej zmiennej nad F.

Lemat 0.6 exp(x) jest przestepny nad F = Q(x).

Dowod: Nie wprost, rozwazmy niezerowy wielomian M minimalnego stopnia
n taki ze M (exp(z)) = 0. Rozpisujac mamy

cn (@) exp(z)” + cn-1(z) exp(z)" " + -+ co(z) =0

(¢; € F czyli sa funkcjami wymiernymi od z). Przy tym c,(x) # 01 co(x) #
0. Mianowicie, gdyby c¢,(z) = 0 to stopiei M bylby mniejszy od n, wbrew
wyborowi n. Podobnie, gdyby ¢o(x) = 0, to dzielac réwnanie wyzej przez exp(x)
otrzymaliby$my réwnanie nizszego stopnia. Drzielac powyzsze rownanie przez
¢o(x) otrzymujemy rownanie postaci

dn(z) exp(z)™ + dp_1(z) exp(x)" " +---+1=0.
Roézniczkujac dostajemy réwnanie
(dn(z)' + ndp(2)) exp(z)" + (dn-1(2) + (n = 1)dn_1()) exp(z)" ™"+

oo+ (dy(x) +dyi(z)) exp(z) = 0.

Po podzieleniu przez exp(z) daje to rownanie nizszego stopnia niz n, a wiec
wszystkie wspotczynniki sa zerami. W szczegélnosci mamy d, (z) # 0 i

dy(z) + nd,(z) = 0.

Pokazemy ze taka rowno$c¢ jest niemozliwa. Mianowicie, zapiszmy




gdzie P i @) sa wielomianami i sa wzglednie pierwsze. Jesli @) nie jest stale to
dzieli sie przez wielomian nierozktadalny S;. Mozna zapisaé¢ Q(z) = Sy (z)*Sa(x)
gdzie k > 1 za§ So nie dzieli sie przez Sy (dzielimy @ przez S tyle razy ile sie
da (czyli k-razy), Sa to wynik dzielenia). Teraz liczymy pochodna

Pa)'Qz) - Q(x)'P(z)
Q(z)?

P(x)'S1(z)*Sa(x) — (kS1(x) St (z)*~1S2(x) + S1(2)*S2(z)) P(x)
S1(x)2kSy(x)?
P(z) S1(x)S2(x) — kS1(x)' S2(x)P(x) — S1(xz)S2(z)' P(x)
S1(z)kt1Sy(x)?
_ —kS ()" Sa(x)P(x) + S1(z)R(x)
S1(x)kt1Sy(x)?

gdzie R(z) = P(x)'Sa2(x) — Sa(x) P(x). Zauwazmy ze stopieri S1(x)’ jest mniej-
szy niz stopien S, a wiec S nie dzieli S]. Z wyboru wyzej S nie dzieli So. Jako
ze wybraliSmy nieskracalny zapis ultamka dajacego d, to S; nie dzieli P. Lecz
wielomian nierozkladalny jest elementem pierwszym w pierscieniu Q[z], skoro
nie dzieli czynnikéow to nie dzieli produktu Si(x) S2(z)P(x). Drugi sktadnik
licznika jest podzielny przez S; wiec nie wpltywa na podzielnosé caltego licznika
przez Si, czyli licznik nie dzieli sie przez S;. A wiec Sf'H z mianownika nie
skroci sie z licznikiem, czyli w zapisie nieskracalnym d,,(z)" mianownik dzieli sie
przez Sy ™. Lecz to oznacza ze rownosé

dy(z) =

dy(z) = —nd,(z)

z niestalym S jest niemozliwa: mianownik lewej strony dzieli sie przez Sf“

za$§ mianownik prawej strony nie (najwyzsza potega k przez ktora dzieli sie
mianownik d,, to k). Pozostaje rozwazy¢ przypadek gdy S jest stala. Wtedy
mozna wzia$é S = 11 zapisa¢ d,,(z) = P(x). Lecz stopien P(z)’ jest mniejszy
niz stopien x wiec réwniez w tym przypadku réwnosé

dy(z) = —nd,(z)

jest niemozliwa. Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje ze exp(z) nie moze by¢ pier-
wiastkiem M, czyli jest przestepne nad F. O

Definicja 0.7 M jest wielomianem minimalnym elementu a <= M(a) =0,
M #£ 0 i stopienn M jest minimalny.

Uwaga: Wielomian minimalny jest jednoznaczny z doktadno$ciag do mnoze-
nia przez element z F'.

Uwaga: Wielomian minimalny jest nierozkladalny, bo zero M jest zerem
jednego z czynnikéw a nietrywialny czynnik ma nizszy stopiem.



Lemat 0.8 Jesli a jest algebraiczy nad F' z wielomianym minimalnym M stop-
nia d to kazdy element x € F(a) mozna zapisaé jednoznacznie w postaci R(a)
gdzie R jest wielomianem stopnia mniejszego niz d.

Dowod: Na mocy Lematu 0.1 element x mozna zapisaé¢ jako
_ P(a)
Q(a)
gdzie P,Q € F(X) i Q(a) # 0. Skoro Q(a) # 0 to Q nie dzieli sie przez M,

a wiec @ i M sa wzglednie pierwsze. Przy pomocy rozszerzonego algorytmu
Euklidesa mozna znalezé wielomian A i B takie ze

1=AX)Q(X)+ B(X)M(X).
Podstawiajac a za X otrzymujemy stad
1 = A(a)Q(a) + B(a)M(a) = A(a)Q(a)

czyli @
P(a
= Q) = P(a)A(a).

Dla wielominéw nad cialem jest okreslone dzielenie z reszta, w szczegédlnosci
mozna podzieli¢ P(X)A(X) przez M(X), czyli mozna zapisaé

PX)AX)=S(X)M(X)+ R(X)
gdzie stopieri R jest mniejszy niz stopien M czyli d. Teraz
x = P(a)A(a) = S(a)M(a) + R(a) = R(a)

czyli faktycznie = mozna zapisa¢ w podanej postaci. Zapis jest jednoznaczny,
bo gdy x = Ri(a) = Ra(a) to (R1 — R2)(a) = 0. Ry — Ry jest wielomianem stop-
nia mniejszego niz stopien M, wiec z definicji wielomianu minimalnego réwnosé
(Ry — R3)(a) = 0 implikuje 7e Ry — R» jest wielomianem zerowym. O



