
De�nicja 0.1 Ciaªo ró»niczkowe K nazywamy rozszerzeniem elementarnym
ciaªa F je±li istniej¡ elementy θ1, . . . , θn ∈ K takie »e K = F (θ1, . . . , θn) i
pisz¡c Fi = F (θ1, . . . , θi−1) dla ka»dego i = 1, . . . , n zachodzi jeden z warunków
ni»ej:

• θi jest algebraiczne nad Fi, tzn. istnieje wielomian P o wspóªczynnikach
w Fi takie »e P (θi) = 0

• θi = exp(u) dla pewnego u ∈ Fi

• θi = log(u) dla pewnego u ∈ Fi

Przy tym θi b¦dziemy traktowa¢ jako eksponent¦ czy logarytm tylko wtedy
gdy nie zachodzi pierwszy przypadek. Np. f(x) = exp( log(x)2 ) =

√
x traktu-

jemy nie jako eksponente a jako rozwi¡zanie równania f2(x) = x. Podobnie
x = log(exp(x)) nie traktujemy jako logarytm. Ogólniej b¦dziemy zakªada¢ »e
rozwa»anych wyra»e« nie da si¦ zast¡pi¢ prostszymi (tzn. z mniejsz¡ ilo±ci¡
eksponent i logarytmów) lecz równowa»nymi wyra»eniami.

De�nicja 0.2 Funkcj¦ f nazywamy funkcj¡ elementarn¡ je±li jest elementem
pewnego rozszerzenia elementarnego ciaªa funkcji wymiernych.

3. Przykªad: Niech f(x) =
√

exp(x+ log(x)). f ∈ K = Q(x)(θ1, θ2, θ3)

gdzie θ1 = log(x), θ2 = exp(x + log(x)), θ3 =
√

exp(x+ log(x)). A wi¦c f jest
funkcj¡ elementarn¡.

4. Uwaga: Dla danej funkcji elementarnej f(x) istnieje wiele rozszerze«
elementarnych K ciaªa C(x) takich »e f ∈ K. Mianowicie, maj¡c jedno K mo-
»emy do niego doda¢ nadmiarowe elementy. Co gorsza, mo»liwe s¡ ró»ne zapisy
tej samej funkcji. Np. funkcj¦ z poprzedniego przykªadu mo»emy zapisa¢ jako
f(x) =

√
x exp(x), i u»y¢ K = Q(x)(θ1, θ2) dla θ1 = exp(x), θ2 =

√
x exp(x).

Jednak»e maj¡c wyra»enie zadaj¡ce f(x)mo»emy w naturalny sposób zbudowa¢
rozszerzenie elementarne: ka»demu logarytmowi i eksponecie które sie pojawi¡
w f a tak»e ka»demy podwyra»eniu algebraicznemu (jak pierwiastek) przypo-
rz¡dkowujemy generator rozszerzenia. Ró»ne wyra»enia zadaj¡ce f(x) mog¡
wtedy prowadzi¢ do ró»nych rozszerze« elementarnych. Dobrze jest upro±ci¢
wyra»enie przed budow¡ rozszerzenia, tzn. drugie wyra»enia na f jest lepsze bo
prowadzi do mniejszego rozszerzenia.

Gªownym wynikiem o rozszerzeniach elementarnych jest twierzenie Liouville'a-
Ostrowskiego. Zaniem je podamy potrzebujemy troch¦ faktów.

Potrzebujemy czysto algebraiczne operacje ±ladu i normy. Niech ciaªo L =
F (θ) b¦dzie rozszerzeniem F o element algebraiczny, czyli taki »e istnieje wie-
lomian P o wspóªczynnikach w F speªniaj¡cy P (θ) = 0. Pomi¦dzy takimi P
wybieramy wielomian najmniejszego stopnia. Taki wielomian nazywamy wilo-
mianem minimalnym θ. Wtedy je±li stopie« P to m to dowolny element y ∈ L
mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci y =

∑m−1
i=0 aiθ

i z ai ∈ F . Przypomn¦
»e istnieje ciaªo K takie »e P ma m pierwiastków w K (mo»na np. wzi¡±¢
algebraiczne domkni¦cie ciaªa F ).

Fakt 0.3 Niech θj b¦dzie jednym z pierwiastków P w K. Przyporz¡dkowanie

y =

m−1∑
i=0

aiθ
i 7→ yj =

m−1∑
i=0

aiθ
i
j
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jest homomor�zmem z L w K który oznaczymy ιj. Ka»dy homomor�zmem z L
w K jest takiej postaci.

De�nicja 0.4 Niech ι1, . . . , ιm b¦d¡ wszystkimi homomor�zmemi L w K jak
wy»ej. �lad Tr(y) de�nijemy wzorem:

Tr(y) =

m∑
j=1

ιj(y).

Norm¦ N(y) de�nujemy wzorem

N(y) =

m∏
j=1

ιj(y).

Komentarz: Norma niejawnie pojawia si¦ przy usuwaniu niewymierno±ci z
mianownika. Mianowicie wybieramy K tak by L ⊂ K i numerujemy θj tak by

θ1 = θ (zawsze mo»na to zrobi¢). Je±li f = z
y i y =

∑m−1
i=0 aiθ

i to de�niuje my
M wzorem

M =

m∏
j=2

ιj(y) =

m∏
j=2

(

m−1∑
i=0

aiθ
i
j)

Wtedy My = N(y) i f = Mz
My = Mz

N(y) . Poniewa» N(y) ∈ F to w tej formie mia-

nownik f nie zawiera θ. Mo»na pokaza¢ »e M daje si¦ zapisa¢ w terminach θ,
wi¦c je±li z zawiera θ tylko w liczniku to osi¡gneli±my efekt eliminacji θ w mia-
nownika. Szczególnym przypadkiem tej procedury jest eliminacja pierwiastków
kwadratowych z mianownika. Wtedy drugi pierwiastek to otrzymujemy mno»¡c
pierwszy przez −1, w wi¦c M to y z θ zast¡pionym przez −θ.

Fakt 0.5 Tr(y) ∈ F , N(y) ∈ F . Warto±ci te nie zale»¡ od tego jakie konkretnie
K u»yjemy do ich wyliczenia. Ponadto Tr(c1y1+c2y2) = c1Tr(y1)+c2Tr(y2) dla
c1, c2 ∈ F , N(y1y2) = N(y1)N(y2). Dla y ∈ F mamy Tr(y) = my, N(y) = ym.
Je±li L jest ciaªem ró»niczkowym to Tr(y′) = Tr(y)′ i N(y′) = N(y)′.

Przykªad: Niech F = Q i L = F (
√
2). Elementy L mo»na zapisa¢ w postaci

a+
√
2b z a, b ∈ Q. Wielomian P (θ) = θ2 − 2. W ciele L wielomian P ma dwa

pierwiastki θ1 =
√
2, θ2 = −

√
2. A wi¦c mo»na wzi¡¢ L jako K. Wtedy

Tr(a+
√
2b) = (a+

√
2b) + (a−

√
2b) = 2a,

N(a+
√
2b) = (a+

√
2b)(a−

√
2b) = a2 − 2b2

Przykªad: Ciaªo liczb zespolonych jest rozszerzeniem ciaªa liczb rzeczy-
wistych o pierwiastek kwadratowy z −1. Czyli C = R(i) i P (i) = 0 dla
P (θ) = θ2 + 1. Elementy C mo»na zapisa¢ jednoznacznie w postaci a + bi z
a, b ∈ R. W C wielomian P ma dwa pierwsiastki θ1 = i, θ2 = −i. A wi¦c mo»na
wzi¡¢ C jako K. Wtedy

Tr(a+ ib) = (a+ ib) + (a− ib) = 2a,

N(a+ ib) = (a+ ib)(a− ib) = a2 − i2b2 = a2 + b2 = |a+ ib|2
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Przykªad: Niech F = Q(x)(log(x)) i L = F ((x + log(x))
1
3 ). Wtedy P (θ) =

θ3 − (x + log(x)). W ciele L wielomian P ma tylko jeden pierwiastek. Aby
otrzyma¢ dwa pozostaªe trzeba doda¢ pierwiastki trzeciego stopnia z 1. Niech

ω1 = exp( 2πi3 ) = − 1
2 +

√
3
2 i. W L(ω1) wielomian P ma trzy pierwiastki θ1 =

(x+ log(x))
1
3 , θ2 = ω1θ1, θ3 = ω2

1θ1. Dowolny element L mo»na jednoznacznie
zapisa¢ w postaci y = a+ bθ + cθ2. Wtedy

Tr(y) = (a+ bθ1 + cθ21) + (a+ bθ2 + cθ22)(a+ bθ3 + cθ23) = 3a

N(y) = (a+ bθ1 + cθ21)(a+ bθ2 + cθ22)(a+ bθ3 + cθ23) =

= a3 + (b3 − 3abc)(x+ log(x)) + c3(x+ log(x))2.

Lemat 0.6
N(y)′

N(y)
= Tr(

y′

y
).

Dowód:

N(y) =

m∏
j=1

ιj(y).

Jako »e pochodna rozszerza si¦ jednoznacznie na rozszerzenie algebraiczne to
ιj(y)

′ = ιj(y
′). Z wzoru na pochodn¡ logarytmiczn¡ iloczynu mamy

N(y)′

N(y)
=
∑ ιj(y)

′

ιj(y)
=
∑ ιj(y

′)

ιj(y)
=
∑

ιj(
y′

y
) = Tr(

y′

y
).

�

Komentarz: Wi¦cej informacji o normie i ±ladzie mo»na znale¹¢ w pod-
r¦cznikach algebry. Np. w Algebrze Langa w rozdziale VIII (Teoria Galois)
podrozdziale 5 (Norma i ±lad).

Lemat 0.7 (Twierdzenie Liouville'a-Ostrowskiego). Je±li F jest ciaªem ró»-
niczkowym, f ∈ F i f ma funkcj¦ pierwotn¡ w pewnym rozszerzeniu elemen-
tarnym K ciaªa F to istniej¡ staªe c1, . . . , cl i funkcje vi ∈ F (c1, . . . , cl) takie
»e

f = v′0 +

l∑
i=1

ci
v′i
vi

= v′0 +

l∑
i=1

ci log(vi)
′

Uwaga: Powy»sze twierdzenie mówi »e wi¦kszo±¢ funkcji elementarnych nie
pomaga w caªkowaniu. Do znaleziemia caªki wystarcz¡ skªadniki f (z których
budujemy ciaªo F ) i logarytmy. Je±li f jest eksponent¡ do dodatkowe logarytmy
s¡ niepotrzebne.

Uwaga: Równo±¢ w wersji z logarytmami jest bardziej intuicyjna, ale w

dowodzi¢ b¦dzimy wersj¦ z
v′i
vi
.

Uwaga: Mo»na pokaza¢ (ale tego ni»ej nie robimy) »e staªe ci mo»na wybra¢
algebraiczne. Dowód podaª R. H. Risch, The problem of integration in �nite
terms, Trans. AMS 139 (1969) strony 167-189. W dowodzie ni»ej teoretycznie
mog¡ si¦ pojawi¢ staªe przest¦pne.
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Dowód: Niech K = F (θ1, . . . , θn) i niech Fj = F (θ1, . . . , θj). Indukcyjnie
poka»emy »e istnieje l, staªe ci, i = 1, . . . , l i funkcje vi ∈ Fj(c1, . . . , cl), i =
0, . . . , l takie »e

f = v0 +

l∑
i=1

ci
v′i
vi

Dla Fn = K jest to zaªo»enie (wtedy l = 0). W kroku indukcyjnym trzeba poka-
za¢ jak maj¡c vi ∈ Fj(θj+1, c1, . . . , cl) otrzyma¢ nowe l, ci i vi ∈ Fj(c1, . . . , cl).
Innymi sªowy wystarczy rozwa»a¢ E = Fj(c1, . . . , cl) i E(θ), tzn. rozszerzenie o
jeden element.

Je±li θ jest algebraiczny nad E to u»ywamy wªasno±ci odwzorowa« Tr i N
(gdzie Tr i N dziaªaj¡ z E(θ) do E). Mianowicie je±li stopie« wielomianu mini-
malnego nad E to m to u»ywaj¡c Lemat 0.6 i Fakt 0.5 mamy

mf = Tr(f) = Tr(v0) +

l∑
i=1

ciTr(
v′i
vi
) = Tr(v0) +

l∑
i=1

ci
N(vi)

′

N(vi)

A wi¦c zast¦puj¡c v0 przez Tr(v0)
m , ci przez

ci
m i vi dla i = 1, . . . , l przez N(vi)

′

N(vi)

otrzymam vi i ci dobre dla E (l si¦ nie zmienia).
Je±li θ = log(u) to zakªadamy »e θ nie jest algebraiczna nad E (w przeciwnym

razie mo»na zastosowa¢ poprzedni przypadek). Podobnie dla θ = log(u). Dalsz¡
cz¦±¢ przeprowadzimy w kilku krokach.

Krok 1. Mo»na zakªada¢ »e wszystkie staªe nale»¡ do E. Mianowicie, je±li c /∈
E to c jest przest¦pne i θ jest algebraiczne nad E(c). Z przypadku algebraicznego
dostaniemy równo±¢ ze wszystkimi skªadnikami w E(c). vi mo»emy traktowa¢
jako funkcje wymierne zmiennej c o wspóªczynnikach w E. Podstawiaj¡c za c
staª¡ z E tak by mianownik »adnego vi nie byª zerem dostaniemy nowe vi ∈ E
co daje wynik.

Krok 2. Na E(θ) wprowadzamy dodatkowe ró»niczkowanie D2. Je±li θ jest
logarytmem to przyjmujemy D2 = ∂θ. Mamy DD2 = D2D. Mianowicie wy-
starczy pokaza¢ »e DD2 − D2D = 0. Lecz DD2 − D2D jest ró»niczkowaniem
(speªnia wzór Leibnitza) czyli wystarczy sprawdzi¢ równo±¢ na elementach E
i na θ. Dla f ∈ E mamy D2f = 0 i Df ∈ E, czyli mamy równo±¢. Dalej,
Dθ ∈ E, D2Dθ = 0, D2θ = 1, DD2θ = 0 czyli te» równo±¢. A wi¦c pokazali±my
»e DD2 = D2D.

Krok 3. Teraz sprawdzamy »e dla v ∈ E(θ) mamy

D2
Dv

v
= D

D2v

v

Mianowicie

D2
Dv

v
=
D2Dv −DvD2v

v2
=
DD2v −D2vDv

v2
= D

D2v

v
.

Krok 4. Teraz liczymy

0 = D2f = D2

(
Dv0 +

∑
ci
Dvi
vi

)
= D2Dv0 +

∑
ciD2

Dvi
vi

DD2v0 +
∑

ciD
D2vi
vi

= D

(
D2v0 +

∑
ci
D2vi
vi

)
.
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A wi¦c

c = D2v0 +
∑

ci
D2vi
vi

jest staª¡ czyli nale»y do E (dlatego potrzebowali±my Krok 1).
Krok 5. Teraz u»ywamy wzór na pochodn¡ zªo»enia: D = DE + (Dθ)∂θ.

Je±li θ jest logarytmem to powy»sze mo»na zapisa¢ jako D = DE + (Dθ)D2.
Teraz

Dv0 +
∑

ci
Dvi
vi

= DEv0 +
∑

ci
DEvi
vi

+ (Dθ)

(
D2v0 +

∑
ci
D2vi
vi

)

= DEv0 +
∑

ci
DEvi
vi

+ cDθ.

Lecz Dθ jest postaci Dθ = Du
u , czyli bior¡c vn+1 = u i cn+1 = c mam

f = DEv0 +

n+1∑
i=1

ci
DEvi
vi

.

DEθ = 0, czyli mam wyra»enie »¡danej postaci w rozszerzeniu E o staª¡.
To ko«czy dowód gdy θ jest logarytmem.
Krok 2'. W przypadku gdy θ jest eksponent¡ w Kroku 2 przyjmujemy D2 =

θ∂θ. Jak poprzednio pokazyjemy »e DD2 −D2D = 0. Dla f ∈ E dalej mamy
D2f = 0 i Df ∈ E, czyli mamy równo±¢. Nast¦pnie Dθ = ηθ dla pewnego
η ∈ E, czyli D2Dθ = ηD2θ = ηθ, D2θ = θ, DD2θ = Dθ = ηθ czyli znowu
równo±¢. A wi¦c pokazali±my »e DD2 = D2D.

Kroki 3 i 4 dla eksponenty s¡ takie same jak dla logarytmu.
Krok 5'. U»ywamy wzoru na pochn¡ zªo»enia:

D = DE + (Dθ)∂θ = DE + (Dη)θ∂θ = DE + (Dη)D2.

Podobny rachunek jak w Kroku 5 daje

Dv0 +
∑

ci
Dvi
vi

= DE(v0 + cη) +
∑

ci
DEvi
vi

.

Jako »e θ jest staª¡ dla DE to otrzymali±my wyra»enie »¡danej postaci w roz-
szerzeniu E o staª¡. �
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