Definicja 0.1 Ciato rdzniczkowe K nazywamy rozszerzeniem elementarnym
ciata F jesli istniejg elementy 61,...,0, € K takie ze K = F(61,...,0,) i
piszgc F; = F(01,...,0,—1) dla kazdego i = 1,...,n zachodzi jeden z warunkéw
nizej:
e 0; jest algebraiczne nad F;, tzn. istnieje wielomian P o wspdtczynnikach
w F; takie ze P(6;) =0

e 0, = exp(u) dla pewnego u € F;
e 0; =log(u) dla pewnego u € F;

Przy tym 0; bedziemy traktowad jako ekspomente czy logarytm tylko wtedy
gdy nie zachodzi pierwszy przypadek. Np. f(z) = exp(@) = /x traktu-
jemy nie jako eksponente a jako rozwigzanie réwnania f*(z) = x. Podobnie
x = log(exp(z)) nie traktujemy jako logarytm. Ogdlniej bedziemy zaktadaé zZe
rozwazanych wyrazen nie da sie zastqpié prostszymi (tzn. z mniejszq iloScig
eksponent i logarytmdéw) lecz réwnowaznymi wyrazeniami.

Definicja 0.2 Funkcje f nazywamy funkcjg elementarng jesli jest elementem
pewnego rozszerzenia elementarnego ciota funkcji wymiernych.

3. Przyktad: Niech f(z) = y/exp(z +log(z)). f € K = Q(x)(61,02,05)
gdzie 61 = log(z), 02 = exp(z + log(z)), 03 = /exp(x + log(z)). A wiec f jest
funkcja elementarna.

4. Uwaga: Dla danej funkcji elementarnej f(z) istnieje wiele rozszerzen
elementarnych K ciala C(x) takich ze f € K. Mianowicie, majac jedno K mo-
zemy do niego doda¢ nadmiarowe elementy. Co gorsza, mozliwe sg rozne zapisy
tej samej funkcji. Np. funkcje z poprzedniego przykladu mozemy zapisaé jako
f(z) = Jzexp(x), i uzy¢ K = Q(z)(01,62) dla 0§, = exp(x), 02 = /zexp(x).
Jednakze majac wyrazenie zadajace f(x) mozemy w naturalny sposéb zbudowaé
rozszerzenie elementarne: kazdemu logarytmowi i eksponecie ktére sie pojawia
w [ a takze kazdemy podwyrazeniu algebraicznemu (jak pierwiastek) przypo-
rzadkowujemy generator rozszerzenia. Roézne wyrazenia zadajace f(z) moga
wtedy prowadzi¢ do réznych rozszerzen elementarnych. Dobrze jest uproscié¢
wyrazenie przed budowa rozszerzenia, tzn. drugie wyrazenia na f jest lepsze bo
prowadzi do mniejszego rozszerzenia.

Glownym wynikiem o rozszerzeniach elementarnych jest twierzenie Liouville’a-
Ostrowskiego. Zaniem je podamy potrzebujemy troche faktow.

Potrzebujemy czysto algebraiczne operacje §ladu i normy. Niech cialo L =
F(0) bedzie rozszerzeniem F o element algebraiczny, czyli taki ze istnieje wie-
lomian P o wspoétezynnikach w F' spelniajacy P(f) = 0. Pomiedzy takimi P
wybieramy wielomian najmniejszego stopnia. Taki wielomian nazywamy wilo-
mianem minimalnym 6. Wtedy jesli stopienn P to m to dowolny element y € L
mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci y = Zﬁ;l a;9" z a; € F. Przypomne
ze istnieje cialo K takie ze P ma m pierwiastkow w K (mozna np. wziasé
algebraiczne domkniecie ciala F).

Fakt 0.3 Niech 0; bedzie jednym z pierwiastkow P w K. Przyporzqgdkowanie
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jest homomorfizmem z L w K ktory oznaczymy ¢;. Kazdy homomorfizmem z L
w K jest takiej postaci.

Definicja 0.4 Niech tq,...,t, bedg wszystkimi homomorfizmemi L w K jak
wyzej. Slad Tr(y) definijemy wzorem:

Tr(y) = Y ¢(v)-

<.
—

Norme N(y) definujemy wzorem
m
N@y) =[] uw-
j=1

Komentarz: Norma niejawnie pojawia sie¢ przy usuwaniu niewymiernosci z
mianownika. Mianowicie wybieramy K tak by L C K i numerujemy 60; tak by

61 = 0 (zawsze mozna to zrobi¢). Jesli f = Ziy= ZZEI a;0* to definiuje my

M wzorem .
M=T]uw =[] ab)
j=2 i=0

j=2

Wtedy My =N(y) i [ = {5 = 1\]1\{;) Poniewaz N(y) € F to w tej formie mia-
nownik f nie zawiera 6. Mozna pokazaé¢ ze M daje sie zapisa¢ w terminach 6,
wiec jesli z zawiera 0 tylko w liczniku to osiggneliSmy efekt eliminacji 6 w mia-
nownika. Szczegélnym przypadkiem tej procedury jest eliminacja pierwiastkdw
kwadratowych z mianownika. Wtedy drugi pierwiastek to otrzymujemy mnozac

pierwszy przez —1, w wiec M to y z 0 zastapionym przez —6.

Fakt 0.5 Tr(y) € F, N(y) € F. Wartosci te nie zalezq od tego jakie konkretnie
K uzyjemy do ich wyliczenia. Ponadto Tr(c1y1+cay2) = c1Tr(yr)+caTr(ys) dla
c1,¢2 € Fy N(y1y2) = N(y1)N(y2). Dla y € F mamy Tr(y) = my, N(y) = y™.
Jesli L jest ciatem rézniczkowym to Tr(y') = Tr(y)' i N(y') = N(y)'.

Przyktad: Niech F = Qi L = F(v/2). Elementy L mozna zapisa¢ w postaci
a++/2bza,b € Q. Wielomian P() = 6> — 2. W ciele L wielomian P ma dwa
pierwiastki 6; = v/2, 6, = —v/2. A wiec mozna wzia¢ L jako K. Wtedy

Tr(a + V2b) = (a + V/2b) + (a — V/2b) = 2a,
N(a + V2b) = (a + V2b)(a — V/2b) = a* — 2b°

Przyktad: Cialo liczb zespolonych jest rozszerzeniem ciata liczb rzeczy-
wistych o pierwiastek kwadratowy z —1. Czyli C = R(i) i P(i) = 0 dla
P(0) = 62 + 1. Elementy C mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci a + bi z
a,b € R. W C wielomian P ma dwa pierwsiastki 6; = i, o = —i. A wiec mozna
wzia¢ C jako K. Wtedy

Tr(a +ib) = (a + ib) + (a — ib) = 2aq,

N(a + ib) = (a + ib)(a — ib) = a® — i%b* = a® + b* = |a + ib|?



Przyktad: Niech F' = Q(z)(log(z)) i L = F((x 4 log(z))?). Wtedy P(0) =
02 — (x + log(x)). W ciele L wielomian P ma tylko jeden pierwiastek. Aby
otrzymaé¢ dwa pozostale trzeba doda¢ pierwiastki trzeciego stopnia z 1. Niech
wy = exp(E) = -1 + @z W L(wy) wielomian P ma trzy pierwiastki ¢, =
(z +1log(x))3, Oy = w16, 05 = w?6;. Dowolny element L mozna jednoznacznie
zapisa¢ w postaci y = a + bf + cf?. Wtedy
Tr(y) = (a + b1 + cb7) + (a + bbs + cb3)(a + b5 + cf3) = 3a

N(y) = (a + 01 + cb?)(a + bhy + ch3)(a + b3 + cb3) =
= a® + (b® — 3abc)(z + log(x)) + ¢3(z + log(z))?.

Lemat 0.6

Dowéd: .
N@) =] u@)-

Jako 7ze pochodna rozszerza sie jednoznacznie na rozszerzenie algebraiczne to
t;(y) = ¢;(y"). Z wzoru na pochodna logarytmiczng iloczynu mamy

/ /

NG~ uW) s~ ul) e,
W) ~ 2 ) 2~ k) =T

Komentarz: Wiecej informacji o normie i §ladzie mozna znalezé w pod-
recznikach algebry. Np. w Algebrze Langa w rozdziale VIII (Teoria Galois)
podrozdziale 5 (Norma i §lad).

Lemat 0.7 (Twierdzenie Liouville’a-Ostrowskiego). Jesli F jest ciatemn 10z-
niczkowym, f € F i f ma funkcje pierwotng w pewnym rozszerzeniu elemen-
tarnym K ciata F to istniejg state cq,...,c; i funkcje v; € F(cq,...,c) takie
ze

1 p l
f=v)+ Ci&:v’—i— cilog(v;)’
0 ; o v ; (vi)

Uwaga: Powyzsze twierdzenie mowi ze wiekszo$¢ funkcji elementarnych nie
pomaga w catkowaniu. Do znaleziemia calki wystarczg skladniki f (z ktorych
budujemy ciato F) i logarytmy. Jesli f jest eksponenta do dodatkowe logarytmy
sa niepotrzebne.

Uwaga: Rowno$¢ w wersji z logarytmami jest bardziej intuicyjna, ale w
dowodzi¢ bedzimy wersje z Z—/

Uwaga: Mozna pokazac¢ (ale tego nizej nie robimy) zZe state ¢; mozna wybrac
algebraiczne. Dowod podat R. H. Risch, The problem of integration in finite
terms, Trans. AMS 139 (1969) strony 167-189. W dowodzie nizej teoretycznie
moga sie pojawic¢ state przestepne.



Dowdd: Niech K = F(61,...,60,) i niech F; = F(01,...,6;). Indukcyjnie
pokazemy ze istnieje [, state ¢;, ¢ = 1,...,1 i funkcje v; € Fj(c1,...,¢), i =

0,...,[ takie ze
Loy
=v+ Y c—
f 0 ; zvi

Dla F,, = K jest to zalozenie (wtedy | = 0). W kroku indukcyjnym trzeba poka-
zac jak majac v; € Fj(0j41,¢1,...,¢) otrzymac nowe [, ¢; i v; € Fj(cq,..., ).
Innymi stowy wystarczy rozwazaé¢ E = Fj(cq,...,¢) 1 E(6), tzn. rozszerzenie o
jeden element.

Jesli 0 jest algebraiczny nad E to uzywamy wtasnoéci odwzorowan Tr i N
(gdzie Tr i N dzialaja z E(0) do F). Mianowicie jesli stopieri wielomianu mini-
malnego nad E to m to uzywajac Lemat 0.6 i Fakt 0.5 mamy

l ’ l /
V) N(v;
mf = Tr(f) :Tr(vo)—i—Zc,-Tr(—’) :Tr(vo)—i—Zci (vi)
p V; i— N(U'L')
A wiec zastepujac vy przez Trr(::o), c; przez < i dlai = 1,...,1 przez 1\;]((1;2))/

otrzymam v; i ¢; dobre dla E (I sie nie zmienia).

Jesli 0 = log(u) to zaktadamy ze 6 nie jest algebraiczna nad F (w przeciwnym
razie mozna zastosowa¢ poprzedni przypadek). Podobnie dla 8 = log(u). Dalsza
czes¢ przeprowadzimy w kilku krokach.

Krok 1. Mozna zakladaé¢ ze wszystkie state naleza do E. Mianowicie, jesli ¢ ¢
E to ¢ jest przestepne i 6 jest algebraiczne nad E(c). Z przypadku algebraicznego
dostaniemy réwno$¢ ze wszystkimi sktadnikami w E(c¢). v; mozemy traktowac
jako funkcje wymierne zmiennej ¢ o wspoétczynnikach w E. Podstawiajac za c
stala z E tak by mianownik zadnego v; nie byl zerem dostaniemy nowe v; € E
co daje wynik.

Krok 2. Na E(f) wprowadzamy dodatkowe rozniczkowanie Do. Jesli 0 jest
logarytmem to przyjmujemy Do = Jp. Mamy DDy = Do D. Mianowicie wy-
starczy pokazaé ze DDy — DD = 0. Lecz DDy — D5 D jest rézniczkowaniem
(spelnia wzor Leibnitza) czyli wystarczy sprawdzi¢ réwno$é¢ na elementach E
inaf. Dla f € E mamy Dyf = 01 Df € E, czyli mamy réwnosé. Dalej,
DO € E, DD =0, D0 =1, DD26 = 0 czyli tez rownosé. A wiec pokazaliSmy
7€ DD2 = D2D

Krok 3. Teraz sprawdzamy ze dla v € E(f) mamy

DQ& — Dng
v v
Mianowicie
Dv  DyDv— DvDsv  DDov — DyvDu Dov
D27 = 5 = 5 = _D .
v v v v

Krok 4. Teraz liczymy
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A wiec

jest stala czyli nalezy do E (dlatego potrzebowalismy Krok 1).

Krok 5. Teraz uzywamy wzor na pochodng zlozenia: D = Dg + (D6)0y.
Jesli 6 jest logarytmem to powyzsze mozna zapisa¢ jako D = Dg + (D6)Ds.
Teraz

Dgv; Do,
D’UQ—FZQ ; _DEUO+ZCZ ?v (D&) (DQUO"FZCZ’ 5U>

U; (3

= Dgvg + C; L+ eDo.
>
Lecz D@ jest postaci D8 = =%, czyli biorac v,4+1 = u i ¢p41 = ¢ mam
n+1
Dgv;
f DE"UO + Z C; b

i=1

Dg6 =0, czyli mam wyrazenie zadanej postaci w rozszerzeniu F o stala.

To koniczy dowdd gdy 6 jest logarytmem.

Krok 2’. W przypadku gdy 6 jest eksponenta w Kroku 2 przyjmujemy Dy =
00y. Jak poprzednio pokazyjemy ze DDy — DD = 0. Dla f € E dalej mamy
Dof =01 Df € E, czyli mamy réwno$é. Nastepnie DO = nf dla pewnego
n € E, czyli DoDO = nD20 = nb, D20 = 6, DDs0 = DO = nf czyli znowu
rowno$é. A wiec pokazaliSmy ze DDs = Do D.

Kroki 3 i 4 dla eksponenty sa takie same jak dla logarytmu.

Krok 5’. Uzywamy wzoru na pochna zlozenia:

D = Dg + (D0)0g = Dg + (Dn)00y = Dg + (Dn)D».

Podobny rachunek jak w Kroku 5 daje

Duvy + ch

Jako ze 6 jest stala dla Dg to otrzymaliSmy wyrazenie zadanej postaci w roz-
szerzeniu E o stala. (]
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