
Lemat 0.1 Je±li P (θ) =
∑m
i=0 aiθ

i jest wielomianem o wspóªczynich w ciele

ró»niczkowym F i θ = log(u) dla pewnego u ∈ F , to stopie« P ′ jest mniejszy lub

równy ni» stopie« P . Je±li przy tym wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze jest

staªy to stopie« P ′ jest mniejszy ni» stopie« P . Je±li θ = exp(u) dla pewnego

u ∈ F , to stopie« P ′ jest mniejszy lub równy ni» stopie« P .

Dowód: Je±li P (θ) =
∑m
i=0 aiθ

i to

P (θ)′ =

m∑
i=0

a′iθ
i + θ′

m∑
i=1

iaiθ
i−1.

Je±li θ = log(u), to θ′ = u′

u ∈ F . Je±li θ = exp(u), to θ′ = u′ exp(u) = u′θ. W
obu przypadkach θ′ jest wielomianem od θ stopnia co najwy»ej 1. Podany wy»ej
wzór na pochodn¡ ma dwa czªony, pierszy jest stonia co najwy»ej m, drugi to θ′

razy wielomian stopniam−1. Oba czlony s¡ stopnia mniejszego lub równegom,
a wiec i suma jest stopnia mniejszego lub równego m. Je±li θ jest logarytmem
to drugi czªon jest stopnia m− 1. Je±li ponadto wspóªczynniki przy najwy»szej
pot¦dze w P jest staªy to pierwszy czªon jest stopnia mniejszego lub równego
m− 1, a wi¦c i suma jes stopnia mniejszego lub równego m− 1. �

Lemat 0.2 Zakªadamy P (θ) =
∑m
i=0 aiθ

i jest wielomianem o wspóªczynich w

ciele ró»niczkowym F i θ = log(u) dla pewnego u ∈ F . Dodatkowo zakªadamy

»e θ nie jest algebraiczne nad F , »e wszystkie staªe nale»¡ do F i »e P nie ma

pierwiastków wielokrotnych. Wtedy P ′ jest wzgl¦dnie pierwsze z P .

Dowód: Przyjujemy za znany fakt »e ciaªo F mo»na zanurzy¢ w takie ciaªo w
którym wielomian P rozkªada si¦ na produkt wielomianów stopnia 1. Poniewa»
wspólny dzielnik wielomianów nie zale»y od ciaªo nad którym go liczymy mo»na
przyj¡¢ »e P jest postaci P (θ) = am(θ − θ1) . . . (θ − θm). Wtedy

P (θ)′ = (θ′ − θ′1)am(θ − θ2) . . . (θ − θm) + (θ − θ1)(am(θ − θ2) . . . (θ − θm))′

Zauwa»my »e θ′ − θ′1 6= 0 mianowicie, w przeciwnym przypadku θ − θ1 jest
staª¡, w wi¦c z zaªo»enia nale»y do F . Lecz wtedy θ byªby algebraiczny nad F
co wykluczyli±my. A wi¦c P (θ1)

′ 6= 0. Poniewa» dowolny pierwiastek P mog¦
przyj¡¢ jako θ1, oznacza to »e P i P ′ nie maj¦ wspólnych pierwiastków, czyli s¡
wzgl¦dnie pierwsze. �

W przypadku kiedy θ jest eksponent¡ musimy zachowa¢ ostro»no±¢. Mia-
nowicie, je±li θ = exp(u), to θ′ = u′ exp(u) = u′θ, czyli dla P (θ) = θ mamy
NWD(P, P ′) = θ. Na szcz¦±cie jest to jedyny wyj¡tek.

Lemat 0.3 Zakªadamy P (θ) =
∑m
i=0 aiθ

i jest wielomianem o wspóªczynich w

ciele ró»niczkowym F i θ = exp(u) dla pewnego u ∈ F . Dodatkowo zakªadamy »e

θ nie jest algebraiczne nad F , »e wszystkie staªe nale»¡ do F , »e P jest wzgl¦dnie

pierwsze z θ i »e P nie ma pierwiastków wielokrotnych. Wtedy P ′ jest wzgl¦dnie
pierwsze z P .
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Dowód: Podobny do poprzedniego dowodu. Kluczowym krokiem jest poka-
zanie »e θ′ − θ′1 = u′θ − θ′1 nie b¦dzie równe 0 gdy za θ podstawiny θ1. Czyli
potrzebujemy u′θ1 − θ′1 6= 0. Mamy(

θ1
θ

)′
=
θ′1θ − θ1θ′

θ2

i
θ′1θ − θ1θ′ = θ′1θ − θ1u′θ = (θ′1 − u′θ1)θ

A wi¦c równo±¢ u′θ1−θ′1 = 0 implikuje »e θ1
θ jest staª¡. Z zaªo»enia staªe nale»¡

do F i wykluczyli±my θ1 = 0, wi¦c θ byªaby algebraiczna nad F co równie»
wykluczyli±my. Czyli u′θ1 − θ′1 6= 0 co pozwala przeprowadzi¢ pozostaª¡ cz¦±¢
dowodu jak poprzednio. �

De�nicja 0.4 Funkcj¦ wymiern¡ nazywamy funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡ je±li

stopie« licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.

Zauwa»my »e to czy wymierna jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡ nie zmienia
si¦ gdy pomno»ymy lub podzielimy licznik i mianownik przez ten sam wielomian,
bo tako operacja dodaje lub odejmuje t¡ sam¡ liczb¦ od stopnia licznika i stopnia
mianownika. A wi¦c aby sprawdzi¢ czy dana funkcja jest funkcj¡ wymiern¡
wªa±ciw¡ mo»emy u»y¢ dowolny wygodny dla na zapis tej funkcji (nie trzeba
u»ywa¢ zapisu nieskracalnego).

Lemat 0.5 Funkcj¦ wymiern¡ mo»na w dokªadnie jeden sposób zapisa¢ jako

sum¦ funkcji wymiernej wªa±ciwej i wielomianu.

Dowód: Niech f = P
S . Pisz¡c P = QS + R gdzie Q jest ilowazem a R jest

reszt¡ z dzielenia P przez S dostan¦

f = Q+
R

S

Jako »e stopie« R jest mniejszy ni» stopie« S to R
S jest funkcj¡ wymiern¡ wªa-

±ciw¡, czyli otrzymali±my porz¡dany rozkªad. Odwrotnie, je±li pewna funk-
cja f miaªaby dwa ró»ne rozkªady, to odejmuj¡c je otrzymaliby±my rozkªad
0 = Q + R

S = QS+R
S z niezerowym Q lub R. Ale wtedy QS + R = 0, czyli po-

niewa» stopi« R jest mniejszy ni» stopie« S i dzielenie z reszt¡ dla wielomianów
daje jednoznaczny wynik to Q = 0 i R = 0. Czyli przypuszczenie »e s¡ dwa
ró»ne rozkªady dla f prowadzi do sprzczno±ci. �

Lemat 0.6 Suma funkcji wymiernych wªa±ciwych i pochodna funkcji wymiernej

wªa±ciwej jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡.

Dowód: Niech f1 = P
Q i f2 = R

S . Wtedy

f1 + f2 =
PS +QR

QS
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Z zaªo»enia stopin P jest mniejszy ni» stopie« Q, wiec stopie« PS jest mniejszy
ni» stopie« QS. Podobnie stopin QR jest mniejszy ni» stopie« QS, a wiec
stopie« PS + QR jest mniejszy ni» stopie« QS, co oznacza »e f1 + f2 jest
funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡. Nast¦pnie

f ′1 =
P ′Q− PQ′

Q2

Z lematu 5 stopie« P ′ jest mniejszy lub równy ni» stopie« P , a wi¦c mniejszy ni»
stopie« Q. Czyli stopie« P ′Q jest mniejszy ni» stopie« Q2. Podobnie stopie«
PQ′ jest mniejszy ni» stopie« Q2, a wiec stopie« P ′Q − PQ′ jest mniejszy ni»
stopie« Q2 co oznacza »e f ′1 jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡. �

Lemat 0.7 Jesli θ jest logarytmem lub eksponent¡ nad F , θ jest przest¦pna nad

F , wszystkie staªe w F (θ) nale»¡ do F , f ∈ F [θ], i istniej¡ staªe ci i vi ∈ F (θ)
takie »e

f = v′0 +

m∑
i=1

ci
v′i
vi

to istnieje ṽ0 ∈ F [θ] i ṽi ∈ F , i = 1, . . . ,m takie »e

f = ṽ′0 +

m∑
i=1

ci
ṽ′i
ṽi
.

Dowód: Najpierw rozwa»am θ = log(u). Zapisuj¦ vi dla i = 1, . . . ,m w
postaci ai

Pi

Qi
gdzie Pi i Qi s¡ wielomianami ze wspóªczynnikiem przy najwy»szej

pot¦dze równym 1. Na mocy Lematu 0.1 stopie« P ′i jest mniejszy ni» stopie« Pi
i stopie« Q′i jest mniejszy ni» stopie« Qi. v0 rozkªadam na wielomian i funkcj¦
wymiern¡ wªa±ciw¡, jak w Lemacie 0.5. Wtedy u»ywaj¡c wzór na pochodn¡
logarytmiczn¡ iloczynu

f = Q′0 +

(
R

S

)′
+
∑

ci

(
a′i
ai

+
P ′i
Pi
− Q′i
Qi

)

= Q′0 +
∑

ci
a′i
ai

+ funkcja wymierna wªa±ciwa.

Poniewa» na mocy Lematu 0.5 rozkªad na sum¦ funkcji wymiern¡ wªa±ciwej i
wielomianu jest jednoznaczny to

f = Q′0 +
∑

ci
a′i
ai

W równo±ci wy»ej u»ywamy tu Lemat 0.6 by pokaza¢ »e
(
R
S

)′
i suma jest funkcj¡

wymiern¡ wªa±ciw¡. i suma jest funkcj¡ wymiern¡ wªa±ciw¡).
Pozostaje teraz rozwa»y¢ θ = exp(u). Funkcje vi dla i = 1, . . . , l zapisuj¦ w

postaci

vi = ai
Pi
Qi

gdzie Pi i Qi s¡ wielomianami ze wspóªczynnikiem przy najwy»szej pot¦dze
równym 1. Tym razem stopie« P ′i jest taki sam jak stopie« P . Jednak»e ªatwo
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otrzyma¢ rozkªad
P ′

i

Pi
na sum¦ wielomianu i funkcji wymiernej wªa±ciwej. Mia-

nowicie, je±li stopie« Pi to pi to wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze θ w P ′i
to piu

′. Poniewa» stopienie Pi i P
′
i s¡ równe to dzielenie P ′i przez Pi daje piu

′

jako iloraz. Podobnie je±li stopie« Qi to qi to dzielenie Q′i przez Qi daje qiu
′

jako iloraz. A wi¦c u»ywaj¡c jednoznaczno±¢ rozkªadu na wielomian i funkcj¦
wymiern¡ wªa±ciw¡ otrzymuj¦ równo±¢

f = Q′0 +

m∑
i=1

ci(
a′i
ai

+ piu
′ − qiu′).

�

Lemat 0.8 Jesli θ jest eksponent¡ nad F , θ jest przest¦pna nad F , wszystkie
staªe w F (θ) nale»¡ do F , f = gθ dla pewnego g ∈ F i f ma funkcj¦ pierwotn¡

w pewnym rozszerzenu elementarym F to istnieje h ∈ F takie »e f = (hθ)′.

Dowód: Na mocy twierdzenia Liouvilla-Ostrowskiego (gdzie jako ciaªo pod-
stawowe bierzemy F (θ)) istniej¡ staªe ci i vi ∈ F (θ) takie »e

f = v′0 +

m∑
i=1

ci
v′i
vi
.

Z Lematu 0.7 wynika »e v0 ∈ F [θ] za± suma czªonów logarytmicznych le»y w
F . Pisz¡c v0 = a + hθ + . . . gdzie a, h ∈ F a pomini¦te czªony odpowiadaj¡
wy»szym pot¦gom θ mamy

v′0 = a′ + (hθ)′ + . . .

gdzie znowu pomineli±my czªony z wy»szymi pot¦gami θ. Porównuj¡c wyrazy
przy pot¦gach θ widzimy »e

f = (hθ)′

�

De�nicja 0.9 Eksponensem caªkowym Ei(z) nazywamy funkcj¦ tak¡ »e

Ei(z)′ =
exp(z)

z

i

lim
x→0+

(Ei(x)− log(x)) = γ

gdzie γ jest staª¡ Eulera.

Funkcja taka istnieje, bo Ei(z) − log(z) mo»na zada¢ jako szereg potegowy
zbie»ny dla dowolnego zespolonego z (warunek z granic¡ ustala wyraz wolny
szeregu).
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De�nicja 0.10 Funkcj¡ bª¦du erf(z) nazywamy funkcj¦ tak¡ »e

erf(z)′ =
2√
π
exp(−z2)

i erf(0) = 0.

Lemat 0.11 Ani Ei ani erf nie s¡ funkcjami elementarnymi.

Dowód. Na mocy Lematu 14 (twierdzenia Lioville'a-Ostrowskiego) gdby Ei byªo
funkcj¡ byªy elementarne to zachodziªaby równo±¢

exp(z)

z
= (R(z) exp(z))′ = (R(z)′ +R(z)) exp(z)

czyli
1

z
= R(z)′ +R(z)

Zauwa»my »e je±li R(z) ma w punkcie z0 biegun rz¦du k to R(z)′ ma w z0 biegun
rz¦du k + 1, a wi¦c R(z)′ +R(z) ma w z0 biegun rz¦du k + 1 (wynika to np. z
rozkªadu R(z) na uªamki proste). Ale 1

z nie ma biegunów wielokotnych, czyli
R(z) nie mo»e mie¢ biegunów, czyli R(z) jest wielomianem. Ale 1

z ma biegun,
wi¦c równo±¢ jest niemo»liwa. W przypadku erf otrzymaliby±my równo±¢

1 = R(z)′ − 2zR(z)

Tak jak w przypadku Ei pokazujemy »e R nie ma biegunów, wi¦c jest wielomia-
nem. Je±li R jest stopnia m to zR(z) zawiera z w pot¦dze m + 1. Najwy»sza
pot¦ga z która si¦ pojawia w R′ to m − 1 wi¦c w R(z)′ − 2zR(z) pojawi si¦
pot¦ga m+ 1. Ale 1 jest stopnia 0, wi¦c równo±¢ jest niemo»liwa. �
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