Lemat 0.1 Jesli P(9) = Y.1" a;0" jest wielomianem o wspdtczynich w ciele
rézniczkowym F i 6 = log(u) dla pewnego u € F, to stopier P’ jest mniejszy lub
rowny niz stopien P. Je$li przy tym wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest
staty to stopieri P’ jest mniejszy niz stopienn P. Jesli 0 = exp(u) dla pewnego
u € F, to stopieni P’ jest mniejszy lub réwny niz stopien P.

Dowod: Jesli P(0) = >0, a;0° to

m

P(9) = zm: 0" + 0" a0
1=0

i=1

Jesli 0 = log(u), to 0 = % € F. Jesli 0 = exp(u), to 8/ = v/ exp(u) = v'6. W
obu przypadkach 6’ jest wielomianem od 6 stopnia co najwyzej 1. Podany wyzej
wzor na pochodna ma dwa czlony, pierszy jest stonia co najwyzej m, drugi to 6’
razy wielomian stopnia m—1. Oba czlony sg stopnia mniejszego lub réwnego m,
a wiec i suma jest stopnia mniejszego lub rownego m. Jesli 6 jest logarytmem
to drugi czton jest stopnia m — 1. Jesli ponadto wspoélczynniki przy najwyzszej
potedze w P jest staly to pierwszy czlon jest stopnia mniejszego lub réwnego
m — 1, a wiec i suma jes stopnia mniejszego lub réwnego m — 1. ([

Lemat 0.2 Zaktadamy P(0) = Y.I", a;0" jest wielomianem o wspdtczynich w
ciele rézniczkowym F i 0 = log(u) dla pewnego u € F. Dodatkowo zaktadamy
ze 0 nie jest algebraiczne nad F, Ze wszystkie state nalezg do F i Ze P nie ma
pierwiastkéw wielokrotnych. Wtedy P’ jest wzglednie pierwsze z P.

Dowdd: Przyjujemy za znany fakt ze cialo F' mozna zanurzy¢ w takie cialo w
ktorym wielomian P rozklada sie na produkt wielomianéw stopnia 1. Poniewaz
wspolny dzielnik wielomianéw nie zalezy od ciato nad ktérym go liczymy mozna
przyjaé ze P jest postaci P(6) = an(0 —61)...(0 — 6,,). Wtedy

P9) = (0"—0))am(0 —02)...(0 —0,,) + (0 — 01)(am(0 — 02)...(0 — 0.,))

Zauwazmy ze §' — 0] # 0 mianowicie, w przeciwnym przypadku 6 — 6 jest
stala, w wiec z zalozenia nalezy do F. Lecz wtedy 6 bylby algebraiczny nad F'
co wykluczylismy. A wiec P(61)" # 0. Poniewaz dowolny pierwiastek P moge
przyjac jako 01, oznacza to ze P i P’ nie maje wspolnych pierwiastkow, czyli sg
wzglednie pierwsze. a

W przypadku kiedy 6 jest eksponenta musimy zachowaé ostrozno$é. Mia-
nowicie, jesli € = exp(u), to 8 = v’ exp(u) = 4’0, czyli dla P(6) = § mamy
NWD(P, P') = 6. Na szczeScie jest to jedyny wyjatek.

Lemat 0.3 Zaktadamy P(0) = ;" a;0" jest wielomianem o wspdtczynich w
ciele rézniczkowym F 160 = exp(u) dla pewnego u € F. Dodatkowo zaktadamy ze
0 nie jest algebraiczne nad F, zZe wszystkie state nalezg do F, zZe P jest wzglednie
pierwsze z 0 i ze P nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. Wtedy P’ jest wzglednie
pierwsze z P.



Dowo6d: Podobny do poprzedniego dowodu. Kluczowym krokiem jest poka-
zanie ze 6/ — 0] = u'6 — 67 nie bedzie rowne 0 gdy za 6 podstawiny 6,. Czyli
potrzebujemy u'6; — 67 # 0. Mamy

61\ _ 010 — 6.0’
0) 6

0,0 — 0,0' = 0,0 — 0,10 = (0, — u'61)0

A wiec rownosé u'6, — 0 = 0 implikuje ze %1 jest stala. Z zalozenia stale naleza
do F i wykluczyliSmy 6; = 0, wiec § bylaby algebraiczna nad F' co réwniez
wykluczylismy. Czyli w6, — 0] # 0 co pozwala przeprowadzi¢ pozostaly czesé
dowodu jak poprzednio. O

Definicja 0.4 Funkcje wymierng nazywamy funkcjg wymierng wiasciwg jesli
stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.

Zauwazmy ze to czy wymierna jest funkcja wymierng wtasciwa nie zmienia
sie gdy pomnozymy lub podzielimy licznik i mianownik przez ten sam wielomian,
bo tako operacja dodaje lub odejmuje ta sama liczbe od stopnia licznika i stopnia
mianownika. A wiec aby sprawdzi¢ czy dana funkcja jest funkcja wymierng
wlasciwg mozemy uzyé¢ dowolny wygodny dla na zapis tej funkcji (nie trzeba
uzywaé zapisu nieskracalnego).

Lemat 0.5 Funkcje wymierng mozna w doktadnie jeden sposiéb zapisaé jako
sume funkcji wymiernej wtasciwej i wielomianu.

Dowdéd: Niech f = £. Piszac P = QS + R gdzie Q jest ilowazem a R jest
reszta z dzielenia P przez S dostane

R
f:Q‘f'g

Jako ze stopienn R jest mniejszy niz stopien S to % jest funkcja wymierna wia-
Sciwg, czyli otrzymalismy porzadany rozkiad. Odwrotnie, jesli pewna funk-
cja f miataby dwa rézne rozklady, to odejmujac je otrzymalibysmy rozktad
0=Q+ % = % z niezerowym @ lub R. Ale wtedy QS + R = 0, czyli po-
niewaz stopini R jest mniejszy niz stopien S i dzielenie z reszta dla wielomianéw
daje jednoznaczny wynik to @ = 0i R = 0. Czyli przypuszczenie ze sg dwa
rozne rozklady dla f prowadzi do sprzcznosci. O

Lemat 0.6 Suma funkcji wymiernych wtasciwych i pochodna funkcji wymiernej
wlasciwej jest funkcjg wymierng wlasciwg.

Dowdd: Niech f; = g ifo= %. Wtedy

PS+ QR

fi+fo= 09



Z zalozenia stopin P jest mniejszy niz stopien @), wiec stopien PS jest mniejszy
niz stopien @QS. Podobnie stopin QR jest mniejszy niz stopien Q.S, a wiec
stopienn PS + QR jest mniejszy niz stopien @S, co oznacza ze fi + fo jest
funkcja wymierna wlasciwa. Nastepnie

P/Q _ PQ/
= e
Z lematu 5 stopien P’ jest mniejszy lub rowny niz stopieri P, a wiec mniejszy niz
stopienn Q. Czyli stopieri P’Q jest mniejszy niz stopien Q2. Podobnie stopiefi
PQ' jest mniejszy niz stopien @2, a wiec stopien P'Q — PQ’ jest mniejszy niz
stopieni Q% co oznacza ze f] jest funkcja wymierna wlasciwa. O

A

Lemat 0.7 Jesli 0 jest logarytmem lub eksponentq nad F, 0 jest przestepna nad
F, wszystkie state w F(0) nalezg do F, f € F|0], i istniejg state ¢; i v; € F(0)

takie ze
A

m v

, 4

f=v,+ E ci—
i=1

Vg

to istnieje g € F[0] i 0, € F,i=1,...,m takie Ze
~/ 7
=1+ Ci—.

Dowo6d: Najpierw rozwazam 6 = log(u). Zapisuje v; dla ¢ = 1,...,m w
postaci ai% gdzie P; i QQ; sa wielomianami ze wspoltczynnikiem przy najwyzszej
potedze rownym 1. Na mocy Lematu 0.1 stopien P/ jest mniejszy niz stopien P;
i stopien Q) jest mniejszy niz stopien @;. v rozktadam na wielomian i funkcje
wymierng wlasciwa, jak w Lemacie 0.5. Wtedy uzywajac wzér na pochodng
logarytmiczng iloczynu

R\’ a, P Q
0 2 B et AT N7
-+ (5) + e+ E-2)
!/
=Q,+ Z ci% + funkcja wymierna wtasciwa.
Q;

Poniewaz na mocy Lematu 0.5 rozklad na sume funkcji wymierna wlasciwej i
wielomianu jest jednoznaczny to
@

F=Qo+) it

a;
W réwnoéci wyzej uzywamy tu Lemat 0.6 by pokazaé ze (%)/ i suma jest funkcja
wymierng wlagciwa. i suma jest funkcja wymierng wlasciwa).

Pozostaje teraz rozwazyé 6 = exp(u). Funkcje v; dlai =1,...,1 zapisuje w
postaci
P;
Vi = ai@

gdzie P; i @; sa wielomianami ze wspolczynnikiem przy najwyzszej potedze
rownym 1. Tym razem stopien P/ jest taki sam jak stopien P. Jednakze latwo



otrzyma¢ rozktad %’i_/ na sume wielomianu i funkcji wymiernej wlasciwej. Mia-
nowicie, jesli stopieﬁ P; to p; to wspoOtczynnik przy najwyzszej potedze 0 w P/
to p;u’. Poniewaz stopienie P; i P/ sa rowne to dzielenie P! przez P; daje p;u’
jako iloraz. Podobnie jesli stopien Q; to g; to dzielenie Q) przez Q; daje g;u’
jako iloraz. A wiec uzywajac jednoznaczno$é rozkladu na wielomian i funkcje

wymierng wlasciwa otrzymuje rownosé

m /
a’
f=Qu+ ch(i +piu’ — giu).

a
i=1 ¢

Lemat 0.8 Jesli 0 jest eksponentq nad F, 0 jest przestepna nad F, wszystkie
state w F(0) nalezqg do F, f = g0 dla pewnego g € F i f ma funkcje pierwotng
w pewnym rozszerzenu elementarym F to istnieje h € F takie ze f = (h8)'.

Dowo6d: Na mocy twierdzenia Liouvilla-Ostrowskiego (gdzie jako cialo pod-
stawowe bierzemy F'(f)) istnieja state ¢; i v; € F(0) takie ze
m V!
f = U6 -+ Z Cii.
i=1

Vg

Z Lematu 0.7 wynika ze vy € F[0] za$ suma czlonéw logarytmicznych lezy w
F. Piszac vg = a+ hf + ... gdzie a,h € F a pominiete czlony odpowiadaja
wyzszym potegom 6 mamy

vy =a + (ho) + ...

gdzie znowu pominelismy czlony z wyzszymi potegami . Poréwnujac wyrazy
przy potegach 6 widzimy ze
f=(no)

Definicja 0.9 Eksponensem catkowym Ei(z) nazywamy funkcje takq ze

exp(z)

Ei(z) =

i (Fi(z) — log(x)) =

gdzie ~y jest statq Eulera.
Funkcja taka istnieje, bo Ei(z) — log(z) mozna zada¢ jako szereg potegowy

zbiezny dla dowolnego zespolonego z (warunek z granica ustala wyraz wolny
szeregu).



Definicja 0.10 Funkcjq bledu erf(z) nazywamy funkcje takq ze
erf(z) = 2 exp(—2?)
VT
i erf(0) = 0.

Lemat 0.11 Ani Ei ani erf nie sq funkcjami elementarnymi.

Dow6d. Na mocy Lematu 14 (twierdzenia Lioville’a-Ostrowskiego) gdby Ei byto
funkcja byly elementarne to zachodzitaby réownosé

exp(2)

= (R(2) exp(2))" = (R(2)' + R(z)) exp(2)

czyli
1
o= R(2)' + R(2)

Zauwazmy ze jesli R(z) ma w punkcie zp biegun rzedu k to R(z)’ ma w zy biegun
rzedu k + 1, a wiec R(z)" + R(z) ma w zo biegun rzedu k + 1 (wynika to np. z
rozkltadu R(z) na ulamki proste). Ale % nie ma biegunéw wielokotnych, czyli
R(z) nie moze mie¢ biegunéw, czyli R(z) jest wielomianem. Ale 1 ma biegun,
wiec réwnosé jest niemozliwa. W przypadku erf otrzymaliby$Smy réwnosé

1= R(2) —2zR(z)

Tak jak w przypadku Ei pokazujemy ze R nie ma biegunéw, wiec jest wielomia-
nem. Jesli R jest stopnia m to zR(z) zawiera z w potedze m + 1. Najwyzsza
potega z ktora sie pojawia w R’ to m — 1 wiec w R(z)' — 2zR(z) pojawi sie
potega m + 1. Ale 1 jest stopnia 0, wiec r6wnos¢ jest niemozliwa. (I



