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1 Potrzebne pojecia
Definicja 1.1. Pierscieniem R nazywamy tréjke (R, +, ), ktdéra spetnia warunki:
o (R,+) jest grupa abelowa, ktérej element neutralny oznaczamy 0, jest to 0 pierscienia R,
e (a-b)-c=a-(b-c),
ea - (btc)=a-b+a-c
e (b+c)ra=b-a+c-aq,

dla kazdych a,b,c € R.
Pierscien nazywamy przemiennym, gdy mnozenie jest przemienne.
Pierscien jest z jednoscia, gdy - ma element neutralny (nazywamy go 1).

Mnozenie w pierscieniu najczesciej jest skracane z a - b do ab.
Definicja 1.2. Ideatem I w pierscieniu (R, +,-) nazywamy zbiér spetniajacy nastepujace warunki:
« T40,
eat+bel,
er-bel,
dla dowolnych a,b € I, r € R.

Definicja 1.3. Pierscieniem noetherowskim nazywamy pierscien, w ktérym kazdy ideat jest skoriczenie
generowany. To znaczy, Ze istniejan € N iay, ...,a, € R takie, zeI = {ri-a1+...47p-ap : r1,...,7 € R}
dla kazdego I.

Fakt 1.1. Pierscieri (Z,+,-) jest pierscieniem noetherowskim.

Definicja 1.4. Niech R bedzie pierscieniem przemiennym z jednoscia.
Moéwimy, ze element x € R jest catkowity nad podpierscieniem Z, gdy istnieje liczba naturalnan > 1
oraz elementy aq, ..., a, € Z takie, ze

2"+ a2 '+ . +a, =0.

Liczbe zespolong catkowita nad Z nazywamy catkowita liczbg algebraiczna. Jest to mniejszy zbidr niz
liczby algebraiczne, gdyz w definicji liczby algebraicznej wielomian nie musi by¢ moniczny. Pierwiastki z
jedynki dowolnego stopnia sg catkowitymi liczbami algebraicznymi.

Fakt 1.2. Jesli liczba x € Q jest catkowita liczba algebraiczna, to x € Z.



Dowéd. Zapiszmy = = % dla p,q € Z wzglednie pierwszych. Skoro z jest catkowity nad Z, to istnieja
ai, ..., an € 7 takie, ze
P+ argp" "t F .+ ang™ = 0.

Stad p = 0(mod q), czylig=1. O

Definicja 1.5. Niech R bedzie pierscieniem (by¢ moze z jednoscia). Wtedy modutem (lewostronnym)
nad R nazywamy strukture (M, +,7),.cr spetniajaca warunki:

o (M, +) jest grupa abelows,
e r(m+n)=rm-+rn,
o (r+s)m=rm+ sm,
e r(sm) = (rs)m,
e Ilm=m, gdyleR,
dla dowolnych elementéw r,;s € R oraz m,n € M.

Definicja 1.6. Niech R bedzie pierscieniem, a M modutem nad R.
Méwimy, ze M jest noetherowski, gdy spetnia jeden z trzech réwnowaznych warunkéw:

1. Kazdy podmodut M jest skoriczenie generowany,
2. Kazdy Scisle rosnacy ciag podmodutéw M jest skoriczony,
3. Kazda niepusta rodzina S podmodutéw M posiada element maksymalny.

Fakt 1.3. Niech M bedzie R modutem, a N jego podmodutem. Wtedy M jest noetherowski < N oraz
M/N sa noetherowskie.

Dowiéd.

(=) Skoro M jest noetherowski, to z Definicji 1.6 N tez. Pozostaje sprawdzi¢ M/N.
Niech f : M — M/N bedzie kanonicznym homomorfizmem. Niech M; C M, C ... bedzie ciggiem
podmodutéw M/N. Niech M; = f~[Mj].
Wtedy M; C M, C ... jest rosngcym ciagiem podmodutow M, wiec musi on mie¢ element maksymalny.
Oznaczmy go M,. Wtedy M; = M, dla i > r. Dodatkowo f[M;] = M;j, wiec M, jest elementem
maksymalnym pierwszego ciagu.

(<) Kazdemu L podmodutowi M przyporzadkowujemy pare modutéw

h:L— (LNN,(L+ N)/N).

(*) Jesli E C F s3 dwoma podmodutami M, takimi ze h(E) = h(F), to E = F.
Niech z € F. Skoro (E + N)/N = (F + N)/N, to istniejg u,v € N oraz y € E, takie ze y + u =z + v.
Wtedy z —y=u—v € FNN =ENN. Skoro y € E, to z € E.

Niech E; C Eo C ... bedzie ciagiem podmodutéw M. h[E;] tworza rosnace ciagi podmodutéw w N oraz
M/N. Z zatozenia ciagi te musza sie stabilizowaé, wiec z (*) E; C E5 C ... tez musi sie stabilizowaé¢ [0

Fakt 1.4. Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim, a M skoriczenie generowanym R. modutem. Wtedy
M jest noetherowski.

Dowéd. Na poczatku udowodnimy nastepujacy lemat:



Lemat 1.1. Jezeli M jest R modutem, a N | N’ sg jego podmodufami noetherowskimi, spetniajagcymi
M = N + N/, to M jest noetherowski.

Dowdd. Zauwazmy, ze N x N’ jest modutem noetherowskim. IN x N’ zawiera N jako podmodut, ktérego
modut ilorazowy jest izomorficzny z N/, zatem z Faktu 1.3 N x N’ jest noetherowski.

Definiujemy epimorfizm h : N x N’ — M wzorem h(z,z’) = z + a’. Z zasadniczego twierdzenia o
homomorfizmie modutéw M = (N x N’) /ker(h), ale z Faktu 1.3 (N x N’) /ker(h) jest noetherowski. [

Przez indukcje mozemy pokazad, ze lemat jest prawdziwy dla dowolnej, skofczonej sumy (lub produktu)
modutdw.

Niech 1, ..., z,, beda generatorami M. Definiujemy epimorfizm f : []\; R — M wzorem
flai,...,an) = a121 + ... + apx,. Skoro R jest noetherowski, to jest tez noetherowskim modutem nad
samym sobg. Zatem tak jak w lemacie otrzymujemy, ze M jest noetherowski. O

2 Reprezentacje liniowe grup skonczonych

2.1 Podstawowe wiadomosci

Definicja 2.1. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, a GL(V') oznacza grupe automorfizméw
przestrzeni V. Zatézmy, ze G jest skoriczona grupa.

Reprezentacja liniowa grupy G w przestrzeni liniowej V' nazywamy homomorfizm o grupy G w grupe
GL(V)

Gdy dana jest reprezentacja ¢ : G — GL(V) méwimy, ze

1. V jest przestrzenia reprezentacji (lub po prostu reprezentacja)
2. dim(V) jest stopniem reprezentacji

3. dla s € G przeksztatcenie o(s) oznaczamy g,

4. dla skoriczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V' i jej bazy (e;) macierz przeksztatcenia g5 w tej bazie
oznaczamy Ry

Uwaga 2.1. Niech rodzina {Rs : s € G} bedzie zbiorem macierzy, ktére spetniaja:
(i) Vs € G det(R;) # 0
(ii) ¥s,t € G RsRy = Ryt

Wtedy macierze definiuja reprezentacje liniowa grupy G w przestrzeni liniowej V. Taka definicje nazywamy
zadaniem reprezentacji w postaci macierzowej.

Definicja 2.2. Niech o, o' beda reprezentacjami tej samej grupy G w przestrzeniach liniowych V., V'
odpowiednio.

Méwimy, zZe reprezentacje te s3 réwnowazne (lub izomorficzne), gdy istnieje izomorfizm liniowy

T7:V = V', ktéry dla kazdego s € G spetnia T o g5 = o), o T.

W przypadku gdy reprezentacje o, ¢’ sa zadane w postaci macierzowej oznacza to, ze istnieje odwracalna
macierz T', taka ze dla kazdego elementu s € G zachodzi T - Rs = R, - T.

Przyktad 2.1.



1. Reprezentacja stopnia 1 grupy G jest homomorfizm o : G — C*. Poniewaz kazdy element G ma rzad
skoriczony to o(z) sa pierwiastkami z 1.

2. Niech g bedzie rzedem grupy G, a V' g-wymiarowa przestrzenia liniowa o bazie (e;)ic. Dla elementu
s € G definiujemy przeksztatcenie o5 na bazie: ps(e;) = est. Mozna sprawdzié, ze otrzymujemy w
ten sposob reprezentacje liniowa, ktéra nazywamy reprezentacja regularng grupy G.

3. Grupa G dziata na skoriczonym zbiorze X. Niech V bedzie przestrzenig liniowa o bazie (e;)zex -
Niech funkcja o5 : V' — V' bedzie przeksztatceniem liniowym, takim ze os(e,) = es,. Otrzymujemy
wtedy reprezentacje liniowa nazywana reprezentacja permutacyjng stowarzyszong z X .

Definicja 2.3. Niech ¢ : G — GL(V) bedzie reprezentacja liniowa, a podprzestrzeri liniowa W < V
bedzie niezmiennicza na dziatanie grupy G. Dla kazdego elementu s € G przeksztatcenie o;|w jest wtedy
automorfizmem przestrzeni W. Funkcja

"G = GLW), o (z) = oslw(2)
Jjest wtedy reprezentacja liniowa podprzestrzeni W, ktéra nazywamy podreprezentacja reprezentacji o.

Przyktad 2.2. Niech przestrzen liniowa V' bedzie reprezentacja regularna G, a W bedzie jednowymiarowa
podprzestrzenig przestrzeni V generowang przez x =y . es. Wtedy o,(x) = x dla kazdego s € G, czyli
przestrzeri W jest podreprezentacja reprezentacji V' (izomorficzna z trywialna).

Twierdzenie 2.1. Przypusémy, ze przeksztatcenie o : G — GL(V') jest reprezentacja liniowa grupy G
oraz podprzestrzen W <V jest niezmiennicza wzgledem dziatania G. Dodatkowo zatézmy, ze rzad grupy
g = |G| nie dzieli charakterystyki char(K). Wdwczas istnieje dopetnienie W° przestrzeni W niezmiennicze
wzgledem dziatania G.

Dowiad.

Niech przestrzen W' bedzie dowolnym dopetnieniem W w V,a funkcja p : V. — V rzutem V na W
odpowiadajacym W',
Konstruujemy "$rednia" p° przeksztatcen powstatych z p:

1
0o_ + —1
D —TE otpo: -
te@

Poniewaz p przeksztatca V- w W i o; zachowuja W, to p° przeksztatca V' w W. Ponadto dla elementu
x € W zachodzi

p-o;H(x) = o7 H(x) = ooy H(x) = & = pO(2) = =,
czyli p¥ jest rzutowaniem V' na W. Niech przestrzen W bedzie odpowiadajacym mu dopetnieniem.
Przestrzent W9 jest G-niezmiennicza, poniewaz dla kazdego s € G mamy: 0,p° = p°o,, wiec dla z € WO
zachodzi p°os(z) = 0:p°(z) = 0, zatem g (x) € WO, O

Uwaga 2.2. JezZeli w przestrzeni liniowej V' okreslony jest iloczyn skalarny (x,y), ktory jest G niezmienniczy
(mozna sobie to zagwarantowac zastepujac (x,y) przez Y., {(0:x, 01y)), to dopetnienie ortogonalne W°
podprzestrzeni W jest niezmiennicze na G.

Definicja 2.4. Zafozenia i oznaczenia pochodza z Twierdzenia 2.1.

NiechV 3z =w+ w°, gdziew € W, w® € W°. Wtedy o,z = o,w + osw°.

Przestrzenie W i WY s3 G-niezmiennicze, zatem osw € W i o,w® € W9 s3 rzutami wektora o,z.
Stad jesli znamy reprezentacje W i W°, to znamy tez reprezentacje V.

Méwimy wtedy, ze V jest suma prostg reprezentacji W i W° i oznaczamy ja przez W & WP.



Jezeli przeksztafcenia o'V i QZVO sa zadane w postaci macierzowej przez R, i R, to przeksztatcenie
WeW® jest zadane przez macierz
Rs O
(5 m)

Qs
Podobnie definiujemy sume prosta dowolnej skoriczonej liczby reprezentacji.

2.2 Reprezentacje nieprzywiedlne

Definicja 2.5. Niech przeksztatfcenie o : G — GL(V') bedzie reprezentacja liniowa.
Méwimy, ze reprezentacja jest nieprzywiedlna (lub prosta), gdy przestrzeri V jest niezerowa | zadna
witasciwa podprzestrzen V' nie jest G-niezmiennicza.

Uwaga 2.3.

1. Na podstawie Twierdzenia 2.1 drugi warunek jest réwnowazny temu, ze V' nie jest nietrywialng suma
prosta dwdéch reprezentacji.

2. Kazda reprezentacja stopnia 1 jest nieprzywiedIna.

Twierdzenie 2.2. Zafézmy, ze rzad g = |G| nie dzieli charakterystyki char(K) oraz dim(V') < oo. Wtedy
reprezentacja o : G — GL(V') jest nieprzywiedina lub rozktada sie na sume prosta reprezentacji nieprzywie-
dinych.

Dowéd. Indukcja wzgledem wymiaru dim(V):
e Dla dim(V) = 1 wtasno$¢ wynika z definicji
e Gdy dim(V) =n > 1 mamy dwa przypadki:

1. V jest nieprzywiedlna

2. Mozemy rozbi¢ V' na nietrywialng sume prosta V; & V5 (na mocy Twierdzenia 2.1).
Wtedy dim(V1), dim(V2)<n. Z zafozenia indukcyjnego mamy: V; = @filWij dlaj =1,2
gdzie W;; sa nieprzywiedlne. Wtedy V' = EB?;I Wi & EBfil Wia.

O

Uwaga 2.4. Rozkfad reprezentacji na sume prosta reprezentacji nieprzywiedinych nie musi by¢ jedno-
znaczny, na przyktad: Vs € G g5 = idy. Mamy wiele rozktadéw V na sume prosta jednowymiarowych
podprzestrzeni.

2.3 lloczyn tensorowy reprezentacji

Definicja 2.6. Niech V; ® V5 bedzie iloczynem tensorowym przestrzeni liniowych Vi, Vo i niech
ol : G — GL(W1), 02 : G — GL(V») beda reprezentacjami liniowymi.
Dla s € G definiujemy os € GL(V} ® Va) nastepujaco:

0s(x1 @ x2) = 05 (21) ® 02 ()

Piszemy wéwczas 0 = 0. ® 02, a Vi ® Vo nazywamy iloczynem tensorowym reprezentacji.
W postaci macierzowej:
(€i,) - baza Vi, (ri, j,(s)) - macierz o} w tej bazie. Analogicznie (e;,), (Ti,.4,(s)). Ze wzoréw

Qi (€j1) = Z Tiy,j1 (8)61‘1
i1



Qg(ej‘z) = eriz,]é (5)6i2
i2
wynika
ol(ej, ®ej,) = D 1iy 4y (8) @14y 4y () (€3, ® eiy)
i1,J2

czyli przeksztafcenie o5 ma macierz (1, j, (8) ® 14, 5, (8))

Definicja 2.7 (Druga potega symetryczna i druga potega wewnetrzna).

Niech ciag (e;) bedzie baza przestrzeni liniowej V. Niech © bedzie automorfizmem V ® V, takim ze
O(e; ® e;) = €; ® e; dla wszystkich par (i,j). Wtedy O(z @ y) = y ® x, a zatem automorfizm © jest
niezalezny od wyboru bazy, ponadto ©% = Idy sy .

Przestrzen V ® V' rozktada sie na sume prosta

VoV =Sm*(V)d Al (V)
gdzie

Sym*(V)={2 €V @V :0(z) =z} z bazg (e; ®e; + €; ® ¢€;)
iAIR(V)={2eVeV:0(z)=—2} zbazg (e; ®e; —e; @ e;)

sa niezmiennicze wzgledem G, wiec definiuja reprezentacje liniowe tej grupy.
Sym*(V) nazywamy druga potega symetryczna, a Alt*>(V') drugg potega zewnetrzng reprezentacji V .

Dia dim(V) = n mamy: dim(Sym*(V)) = "0 dim(Al(V)) = 2=l

3 Teoria charakterow

Definicja 3.1. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, dim(V) = n i niech o : G — GL(V)
bedzie reprezentacja liniowa.

Charakterem reprezentacji ¢ nazywamy funkcje x, : G — K, x,(s) = Tr(ps).

Bedziemy oznaczac x zamiast x,.

1 0 0
Przyktad 3.1. V. =R3, baza: [ 0 |, 1 |,[ ©
0 0 1

Dla ¢ : S3 — GL(R®), 05 (e:) = eq(iy mamy: x(id) = 3, x((i,4)) = 1, x((i, 4, k)) = 0
Fakt 3.1.

1. Jesli dim(V)) = n, to x(e) =n

2 JesliK=C, toVs € G x(s~') = x(s)

3. Vt,se G x(tst™1) = x(s)
Dowéd.

1. 0. =Idy, Tr(ldy) =n

2. Grupa G jest skonczona, wiec (05)!¢! = o jc| = 0. = Idy. Stad

A 0
R,=P p!
0 An



gdzie P € GL(V), |\;| =1 (bo )\LGI =1). Zatem:

3. Slad jest niezmienniczy na zamiane bazy.

Fakt 3.2. Niech 91 : G — GL(V1),02 : G — GL(V3) beda reprezentacjami liniowymi, a x1,x2 ich
charakterami. Wtedy:

1. Charakter x sumy prostej Vi @ Va jest réwny x1 + X2
2. Charakter 1 iloczynu tensorowego V; @ Vy jest réwny x1 - X2

Dowdd. Niech o1, 0o beda dane w postaci macierzowej R, R?

1
1. Reprezentacja Vi @ V5, ma posta¢ macierzowg Ry = ( ]25 122 ) '

Stad Tr(Rs) = Tr(RL) + Tr(R2), czyli x = x1 + X2
2. xa(s) = Zi(Ry)iin xa(s) = 22;(R3);.5, wige ¥(s) = 30, i(Ry)ii(R7) 5 = x1(8) - xa(8).
O
Fakt 3.3. Niech o : G — GL(V) bedzie reprezentacja liniowa G w przestrzeni liniowej V' nad ciatem
algebraicznie domknietym. Przez x oznaczmy charakter o. Niech x% bedzie charakterem drugiej potegi

symetrycznej Sym?*(V'), a X2 charakterem drugiej potegi zewnetrznej Alt?(V'). Wtedy dla kazdego s € G
mamy

X2(s) = 5 (x(s)? + x(57)

X2(s) = 30(5) = x(57)

oraz
Xo +xa ="

Dowéd. Tak jak w dowodzie Faktu 3.1 mozemy pokaza¢, ze dla s € G istnieje baza (e;) C V, taka ze ¢; s3
wektorami wiasnymi o,. Wéwczas gs(e;) = A\je;, gdzie \; € K. Mamy x(s) = Y \; oraz x(s?) = > \2.
Z drugiej strony mamy:

0s ® 0s(eie; + eje;) = 0s ® os(eie;) + 0s @ 0s(eje;) = NiAj(eie; + eje;)

Os ® Qs(eiej — €j€i) = /\i/\j(eiej — ejei).

Stad
=> => 3 L 1
o) i<j S : X i< Ak = §(Zi i) + 3 EZ A
— 1 1
Xa(s) Zj Ay = E(ZZ_ A1 Zi z2.



Fakt 3.4. Jezeli x,x’' sa charakterami dwéch réznych reprezentacji w przestrzeni liniowej V' nad ciatem
algebraicznie domknietym, to wtedy:

(X +X)2 =22+ x2+xX
(X + X2 =x2+ X2 +xX

Dowéd. Niech o : G — GL(V), ¢’ : G — GL(V') beda reprezentacjami liniowymi o charakterach x oraz y’
odpowiednio. Stosujemy Fakt 3.3 do prezentacji (04 0)®@ (0+0'): G—=GL(Vae V)@ (VaeV)). O

Twierdzenie 3.1 (Lemat Schura). Niech o' : G — GL(V1), 0% : G — GL(Va) beda dwiema reprezentacjami
nieprzywiedlnymi grupy G i niech f : Vi — Va bedzie takim przeksztatceniem liniowym, ze ¢*> o f = f o ol
dla kazdego s € G. Widwczas:

1. Jesli f # 0 to o' i 0* sq izomorficzne.
2. Jesli ciato K jest algebraicznie domkniete, Vi = V5 i 01 = 09, to [ jest jednoktadnoscia.
Dowéd.

1. Niech x € ker(f). Wtedy f(ol(z)) = 0%(f(z)) = 02(0) = 0, wigc ol (z) € ker(f). Stad ker(f) jest
niezmiennicza na dziatanie grupy G. Ale V; jest nieprzywiedlna oraz f # 0, wiec ker(f) = {0}. Stad
f jest 1 — 1. Podobnie f jest na. Zatem f jest izomorfizmem.

2. Niech A bedzie wartoscig wtasng f. Taka istnieje, bo ciato skalaréw jest algebraicznie domkniete.
Oznaczmy f’ = f—\. Wtedy ker(f’) # {0}. Dodatkowo ¢%o f' = f’opl, ale to oznacza, ze f' = 0.
Stad f(z) = Az dla kazdego = € V.

O

Whiosek 3.1. Zafozenia jak w twierdzeniu 3.1. Ponadto niech char(K) { |G| i h : Vi — Va bedzie
przeksztatceniem liniowym. Przyjmijmy h° = \%'I Siec(0?)th(of). Wowczas:

1. Jesli h® # 0, to o' i 0? s3 izomorficzne.

2. Jesli K jest algebraicznie domkniete, Vi = Vs i o* = 0%, to h jest jednoktadnoscia o wspétczynniku
LTr(h), gdzie n = dim(V).

Dowéd. Mamy o2 o hY = h® o Q;, bo:
(02)"'h%(o}) > (02) " (07) hlef)(e}) > (07,) h(er,) = 1O,
|G| |G\
teG teG

wiec stosujac Twierdzenie 3.1 dla f = h° otrzymujemy, ze w przypadku (1) reprezentacje sa izomorficzne,
a w przypadku (2) h° jest jednoktadnoécia o wspétczynniku A. W drugim przypadku zachodzi:

Tr((o}) 1hg = Tr(h

Dodatkowo Tr(h?) = n\, wiec A\ = Tr7(lh)_ -



Uwaga 3.1. Stosujac notacje macierzowa: of = (R})i,j,, 0f = (R?)iyj,. Przeksztafcenie liniowe h

okreslamy macierza (x,i,), a h® macierzg (9 ; ). Wtedy mamy

x?zn |G| Z R2 lljlmjzjl (Rl)hll
teG

Suma po prawej stronie jest forma liniowa wzgledem x;,;,. W przypadku, gdy o' i 0 nie s3 izomorficzne
to z (1) forma ta zanika dla kazdego uktadu xj,;,. Stad otrzymujemy:

Whiosek 3.2. Jezeli o' i ¢® nie sg izomorficzne, to
@l Z RZ_\)iyin(R})jyiy =0 dla dowolnych iy, s, j1, jo
teG
Podobnie dla h® = X\ mamy:

Adlai; =i 1
) = an = , gdzie A= —Tr(h).
' 0 dla il 75 iz n

Niech

1, gdyi=j; 1
bij = & yz. ] , wtedy A= — E o Tiaga -
0, dyi# ) "

Wynika stad
1
| E t 1 12]2xj2]1 Rt Jiin — E 5]2]1 igi1 Ljajy -
t,J1

]17]2

Poréwnujgc wspétczynniki przy x;,;, otrzymujemy:
Whiosek 3.3. Jesli Vi = Vs, o' = 02, to
1
|G| Z R 1272 )Jlll = 552'22'15@]'1
Definicja 3.2. Dla funkcji ¢, ¢ na grupie G definiujemy
eI 7600
|G| teG |G| teG

Fakt 3.5. Dla tak zdefiniowanego ( ,) mamy:

1 {¢,¢) = (¥, 9)
2. (¢, ) zalezy liniowo od ¢ i)
Uzywajac (,) we wnioskach 3.2 i 3.3 mozemy napisa¢:

1
<Ri2j2’Rj1i1> =0, <Ri2j2’ Rj1i1> = E6i2i16j2j1

Uwaga 3.2. Zafézmy, ze V jest przestrzenia liniowg nad C i macierze (R;);; s3 unitarne. Wowczas
zachodzi (Ry-1);; = (Ry)ji, @ Whioski 3.2 i 3.3 wyrazaja relacje ortogonalnosci wzgledem pewnego iloczynu
skalarnego.



Definicja 3.3. Niech ¢,v : G — C. Wtedy przyjmujemy ($, ) = ﬁ D e P(OY(1).
Jest to iloczyn skalarny liniowy wzgledem ¢, pétliniowy wzgledem 1 i spetniajacy (¢, $) > 0 dla ¢ # 0.

Jezeli (t) = p(t 1), to (¢, 0) = (6, D).

Uwaga 3.3. Jezeli x jest charakterem reprezentacji grupy G, to na mocy Faktu 3.1 (2) x = x, stad dla
kazdej funkcji ¢ : G — C mamy (¢, x) = (¢, x). Zatem dla charakteréw mozemy zamiennie uzywaé ( ,)
oraz ().

Twierdzenie 3.2.
1. Jezeli x jest charakterem reprezentacji nieprzywiedinej, to {x,x) =1 (czyli x "ma dtugos¢ 1").

2. Jezeli x,X' sa charakterami dwdch nieizomorficznych reprezentacji, to (x,x’) = 0 (czyli x i X' sa
prostopadte)

Dowiéd.

1. Niech g bedzie reprezentacja nieprzywiedlng o charakterze x dang w postaci g, = (R:)i;.
Wtedy x(t) = (R¢)ii- Stad wynika, ze (x,X) = >_; ;(rii,7j;). Z Whniosku 3.3 otrzymujemy, Zze
<X>X> = %Ei’jéij = % =1

2. Stosujemy Whiosek 3.2 i otrzymujemy, ze (x,X') = >_, ;(ri;;7;;) = 0.

Definicja 3.4. Charakterem nieprzywiedlnym nazywamy charakter reprezentacji nieprzywiedinej.

Twierdzenie 3.3. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa reprezentacja liniowa grupy G o charakterze x.
Zatézmy, ze V =V, & Vo & ... @ V,,, gdzie V; to reprezentacje nieprzywiedine o charakterach ;.

Niech W bedzie reprezentacja nieprzywiedlng o charakterze x'. Wtedy W jest izomorficzna z dok{adnie
(x,X') reprezentacjami sposréd V.

Dowéd. Mamy x = x1 + ... + xn- Stad (x, X’y = >_i—; (X4, X'). Na mocy Faktu 3.2 (x;, x’) jest réwny 0,
gdy reprezentacje nie s3 izomorficzne i 1, gdy sa. O

Whiosek 3.4. Liczba reprezentacji V; izomorficznych z W nie zalezy od wyboru rozktadu (czyli rozktad
Jjest "jedyny").

Whiosek 3.5. Jezeli dwie reprezentacje maja takie same charaktery, to sg izomorficzne.
Uwaga 3.4. Powyzszy wniosek pozwala sprowadzi¢ badanie reprezentacji do badania ich charakteréw.

Twierdzenie 3.4. Jezeli x jest charakterem reprezentacji V', to (x, x) = 0 jest liczba catkowitg. Ponadto
(x,x) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy V jest nieprzywiedina.

Dowdd. Niech V = B;_, Vi, gdzie V; jest nieprzywiedIna o charakterze x;. Mamy (x,x) = =7 (Xi: X;)-
Skoro (x:, x;) € {0,1}, to (x, x) jest nieujemng liczba catkowita. Jesli (x,x) =1, to jeden ze sktadnikéw
jest réwny 1, a pozostate s3 réwne 0. Oczywiscie (x;, x;) = 1, wiec V =V;, zatem V jest nieprzywiedIna.

O
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4 Zliczanie reprezentacji nieprzywiedlnych

Definicja 4.1. Funkcje f okreslong na grupie G nazywamy centralng, gdy dla kazdych s,t € G zachodzi
f(s) = fltst™1).

Oznaczenie:
Dla dowolnej funkcji f okre$lonej na grupie, przez f* oznaczamy funkcje okre$long na tej samej grupie,
zadang wzorem

fr(s) = f(s7).

Twierdzenie 4.1. Niech f : G — C bedzie funkcja centralna, V' przestrzenia liniowa nad C,

ap: G — GL(V) reprezentacja liniowg grupy G. Niech oy : V. — V bedzie przeksztatceniem liniowym
okreslonym wzorem of = .. f(t)o:

Jezeli V' jest reprezentacja nieprzywiedIng stopnia n o charakterze x, to oy jest jednoktadnoscig o wspdt-

czynniku
=23 s = G,

teG
Dowéd. Sprawdzamy zatozenia lematu Schura (Twierdzenie 3.1) dla gy. Mamy

Qst Zf 0s Qt@s Zf(t)gs*lts

teG teG

Dla v = s~ 'ts mamy

Z f(SUS Qu Z f = Of

ueG ueG

Stad oy 0 s = 05 0 0¢. Z lematu Schura wynika, ze gf jest jednoktadnoscia o wspétczynniku A. Mamy
Tr(or) = nXoraz Tr(og) = > e f(O)Tr(or) = Xoieq f(t)xe. Stad A = % Yoea FO)x(@). [

Definicja 4.2. Niech H ={f : G — C: f jest centralna}. H z + i - punktowym jest przestrzenig liniowa.

Twierdzenie 4.2. Niech x1, ..., xn beda wszystkimi nieprzywiedlnymi charakterami grupy G.
Wtedy x1, ..., Xn tworza baze ortonormalna przestrzeni H .

Twierdzenie 4.3. Liczba nieprzywiedlnych reprezentacji grupy G jest réwna liczbie klas sprzezonosci G.

Dowdéd. Niech (1, ...,C) beda réznymi klasami sprzezonosci G. Funkcja f jest centralna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest stata na kazdej klasie sprzezonosci. Funkcja f jest okre$lona przez wartosci A; na C;. Stad
dim(H) = k, ale na mocy twierdzenia 4.2 dim(H) = liczba reprezentacji nieprzywiedlnych G. O

Fakt 4.1. Niech s € G, Jako C(s) oznaczymy liczbe elementéw w klasie sprzezonosci s, a jako h liczbe
klas sprzezonosci G. Wtedy:

1 Zle xi(8)xi(s) = é(i) W szczegdlnosci dla s = e mamy, Ze rzad grupy jest réwny sumie kwadratéw
stopni reprezentacji nieprzywiedlnych

2. Jeslit € G nie nalezy do klasy sprzezonosci s, to ZZ Lxi(s)xa(t) =0
Dowéd. Niech
1, jezeli x i s sg sprzezone

fs:G—=C, fs(x):{

0, jezeli x i s nie sg sprzezone

11



Funkcja fs jest centralna, czyli f; € H. Zatem

- Cls)——
fs= ;AiXi, i = (fs, xi) = WXz(S)
Stad .
7.0 = S LTl
i=1
Dla t = s mamy (1), a dla ¢, ktére nie jest sprzezone z s otrzymujemy (2). O

Przyktad 4.1. Niech G = S3. Mamy |G| = 6. W G s3 trzy klasy sprzezonosci:

{d},{(1,2),(1,3),(2,3)},{(1,2,3),(1,3,2)}

Niech t bedzie transpozycja, a ¢ cyklem dtugosci 3. Z twierdzenia 4.3 mamy 3 charaktery nieprzywiedine.
Pierwsze dwa to x1 - trywialny i xa - przypisujacy permutacji jej znak. Niech x3 bedzie trzecim charakterem,
an jego stopniem. Wtedy z faktu 4.1 mamy 1 +1+n? = 6. Stad n = 2. Dodatkowo x := X1 + X2 + 2X3
Jjest charakterem reprezentacji regularnej. Stad otrzymujemy, ze x(id) = 6, x(t) = 0, x(¢) = 0, wiec
xs(id) =2, x3(t) =0, x3(c) = 1.

5 Rozktad reprezentacji

W catym biezacym rozdziale g oznacza rzad grupy G.

5.1 Kanoniczny rozktad reprezentac;ji

Definicja 5.1. Niech o : G — GL(V) bedzie reprezentacja liniowa, x1, ..., x» beda charakterami wszystkich
reprezentacji nieprzywiedInych W1, ..., W}, grupy G, stopniny, ...,np, aV = U1 ®...®U,, bedzie rozktadem
na sume prosta reprezentacji nieprzywiedInych.

Dlai=1,...,h oznaczmy przez V; sume prostg tych sposréd reprezentacji U;, ktére sg izomorficzne z W;.
Wtedy

def
V=Vi&...&Vy — rozktad kanoniczny.
Twierdzenie 5.1.

1. Rozkfad V. =V, & ... ® V), nie zalezy od poczatkowo wybranego rozkfadu na reprezentacje nieprzy-
wiedlIne.

2. Rzutowanie p; przestrzeni V na V; odpowiadajace temu rozktadowi jest dane wzorem

iz _
pi = j D oxat e

teG

Dowéd.
1. wynika z (2), bo V; = Im(p;).

2. Niech
n;

fi = ;Xi* oraz oy, = Zfi(t)gt

teG

12



Dla podreprezentacji nieprzywiedlnej W o charakterze y, stopnia n, mamy

inIW = Z fl(t)gwlf/v

teG

i z twierdzenia 4.1 oy, |w jest jednoktadnoscig o wspdtczynniku

n; n;
A=< >=d <y >= " <>
n n g n
Mamy
1 jesli W jest izomorficzna z W,
oflw =A= L .
0 jesli W nie jest izomorficzna z W;.
Stad of; |v; Zligfl.vj =0dla j #i.
Zatem dla x € V, jedli roztozymy = na sktadowe z = x1 + ... + xp, gdzie 1 € Vi,...,zp € Vp,
dostajemy

05 (@) = of.(w1) + ...+ op (wn) = @i

To oznacza, ze gy, jest rzutem V' na V;:

.
pi=on =y jxi*(t)gt.

teG

Rozktad reprezentacji V' mozemy przeprowadzi¢ w dwéch etapach:
HV=V®...&V, -zapomoca wzoréw na p;,
Q) V,=W,;®...@W; - o tym bedzie za chwile.

Przyktad 5.1. Niech G = {1, s} bedzie grupa dwuelementowa, s?> = 1.
G ma dwie reprezentacje nieprzywiedine stopnia 1, W+ i W~, odpowiadajace o5 =1 i 0s = —1.
Rozktad kanoniczny V' ma postac:

V=vteVvV-,

gdzie

Vt={z eV : gs(x) =z} - zbidr elementéw x € V symetrycznych
V- ={zx eV : gs(x) = —a} - zbidr elementéw x € V antysymetrycznych

Odpowiadajace rzuty to:

P (@) = 5 (e ()4 e (57 eul®) = 3 (o + 0,(a)
P (@) = 5 (- (7 X (57 en(e)) = 5 (& = 0s()

Rozktad reprezentacji V¥ i V™~ na reprezentacje nieprzywiedine to rozktad na sume prostg przestrzeni
1-wymiarowych.
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5.2 Dalszy rozktad reprezentacji

Zajmiemy sie teraz rozktadem podreprezentacji V; na sume prosta W; & ... ® W;, dla ustalonego

ied{l,.. h}

Zadajmy reprezentacje W; (stopnia n; =: n) w postaci macierzowe] (rag(s))a’ﬁ wzgledem bazy (eq, ..., e,)
przestrzeni W;. Dla kazdych o, 8 € {1, ...,n} zdefiniujmy przeksztatcenie liniowe pog : V — V :

Pap = Zrﬁa t 1 (1)

teG

Twierdzenie 5.2.

(a) Paa jest rzutem i jest zerem na V; dla j # i. Obraz Im(paa) =: Vi« jest zawarty w V; oraz
Vi=@®._, Via. Ponadtop; =>""_, Daa-

b) pas jest zerem na'V; dla j # i oraz na'V; ., dla v # 5, pas wyznacza izomorfizm V; g na V; .
Pap J J Y B B8 :

(c) Niech z1 € V; 1\ {0} i niech o, = pa1(z1) € Vo
Elementy ()" _; sa liniowo niezalezne i generujg n-wymiarowa podprzestrzeri W (1) niezmiennicza
wzgledem G.

Dla s € G mamy 05(xa) = 25 7a(5)2p
(W szczegdlnosci podreprezentacja W (x1) jest izomorficzna z reprezentacja W;.)

d) Jesli ;g(l)7 e 2™ jest baza V; 1, to reprezentacja V; jest suma prosta reprezentacji
1 1 ,
W), .., W™ okreslonych w (c).

(W ten sposdb wybdr bazy przestrzeni V;; prowadzi do rozktadu V; na sume prosta reprezentacji
izomorficznych z W;.)

Dowéd.
Krok 1. Zauwazmy najpierw, ze wzdr (1) umozliwia okreslenie p, s dla dowolnej reprezentacji grupy G.
Dla reprezentacji nieprzywiedlnej W; mamy (A oznacza delte Kroneckera):

Papley) = T3 ) oiey) =
feY 0 Za o

tGG
Zé roy(t)es

josku 3.3 z | tu Sch
_nz< Zrﬁa )T(;fy(t)) es z wniosku Z lematu Schura

teG

nZ( Ag, A m;) es =

= AB’Y Z Aa(;e(; =
5

= Apyeaq
Paples) = ea
pap(ey) =0 dla v# 3

Dalej
059 Par = > Tpa(5)Pay (2)
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bo
0s(Pay(€4)) = 0s(€a) Zrﬁa s)eg = Zrﬁa 5)pp~(€y)

oraz obie strony daja 0 dla argumentu es, § # 7.
Teraz dla reprezentacji nieprzywiedlnej W nieizomorficznej z W; jesli (éx)r jest bazg W, a (Fi(t))
macierza o; w tej bazie, wéwczas mamy:

paﬁ(é"/):nz< Zrﬁa t_ )75~ ( ))égzo
&

= 0 z wniosku 3.2 z lematu Schura

Zatem p,p s3 zerami na W.

Krok 2. V rozktada sie na sume prosta podreprezentacji izomorficznych z W;, j = 1,...,h. Stosujac
do nich wyniki z Kroku 1. dostajemy przeksztatcenia p,s zdefiniowane na catej reprezentacji V.

(a) Dlaj #imamyV; = Wj(l) S...0 W,,(l), gdzie W(k) s izomorficzne z W;.
paa[Wj(k)] = {0} (bo W]( ) nie jest izomorficzna z W) wiec paalV;] = {0}.
Dalej, V; rozktada sie na V; = Wi(l) . B W gd2|e W( ) sg izomorficzne z W;.
Dla k = 1,...,m, istnieje baza (egk), ceny 57 )) )
0s W tej bazie jest (rqp(s)).
Wtedy V; = lin {e(k) ae{l,..,n}, ke{l, ...,m}}.
Dalej

przestrzeni WZ-( , taka ze dla kazdego s € G macierza

Paa(el) =e® oraz p, Oé(egc)) =0 dla g#a.

Zatem p,, jest rzutem na V;, = lin {e&l),...,egn)}, astad Vio C Vi, V; = @"_,Via oraz
pi = Za Paa-
(1)

(b) wynika z obliczen w Kroku 1. oraz z réwnosci V; o, = lin {ea ,...,e&m)} daa=1,..,n

(c) Liniowa niezaleznoé¢ (z4)%—; wynika z podpunktu (b) oraz z faktu, ze V; o NV, 3 = {0} dla o # 5.
Wzér (2) dziata na przestrzeni V;, wiec dla x, z podpunktu (c) i s € G mamy

2
Qs('roz) = Os Opa,l(xl) ez Zrﬂa pﬂl 331 ZTBO(
B

(d) Zatézmy, ze (2, ..., 2{™) jest baza V; 1.
Dla o =1,...,n, pa,1 jest izomorfizmem z V; ; na V; o, zatem

Pan (@), s paa (@) = @, .., 20™) jest baza Vi

Stad V; o = D), lin{z{¥} oraz

n m m

Vi D Viw = DD in(e®) = D in(a)) = v N

a=1 k=1 k=1a=1
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6 Podgrupy przemienne, iloczyny

6.1 Podgrupy przemienne
Niech G bedzie grupa. Zauwazmy, ze nastepujace warunki s3 rébwnowazne:
(i) G jest przemienna
(ii) kazda klasa sprzezonosci grupy G jest jednoelementowa
(iii) kazda funkcja okreslona na G jest centralna
Twierdzenie 6.1. Nastepujace warunki sa réwnowazne:
(i) G jest przemienna,

(ii) Wszystkie reprezentacje nieprzywiedine grupy G w przestrzeni liniowej nad ciatem algebraicznie do-
mknietym sa stopnia 1.

Dowéd. Niech g - rzad grupy G oraz ni, ..., nj - stopnie wszystkich réznych reprezentacji nieprzywiedlnych
grupy G. Wiadomo, ze h jest liczba klas sprzezonosci grupy G oraz g = n1? + ... +ny%. Zatem h =g
doktadnie wtedy, gdy wszystkie n; sg réwne 1. O

Whiosek 6.1. Niech A bedzie przemienna podgrupa grupy G. Whtedy kazda reprezentacja nieprzywiedina
grupy G jest stopnia < [G : A].

Dowéd. Wezmy dowolna reprezentacje nieprzywiedlng ¢ : G — GL(V). Wtedy p|4 jest reprezentacja
grupy A. Niech W bedzie nieprzywiedIng podreprezentacja reprezentacji o|4. Z twierdzenia 6.1 dostajemy
dim(W) = 1. Niech V' = %" _. 0,W. Wtedy podprzestrzen V' jest niezmiennicza wzgledem G. Ponadto
0 jest nieprzywiedlna, zatem V' = V.
Dalej, dla s € G, t € A mamy

0stW = os[0:W] = o W.

Zatem liczba réznych przestrzeni osW jest nie wigksza niz [G : A] i dim(osW = 1), wiec
dim(V) < [G: Al O

Przyktad 6.1. Grupa dyhedralna zawiera podgrupe cykliczna indeksu 2. Zatem jej reprezentacje nieprzy-
wiedIne sa stopnia 1 lub 2.

6.2 lloczyn tensorowy dwéch reprezentacji okreslony na iloczynie dwéch grup

Dla danych grup G1, G2, zbiér G x G2 z dziataniem (a, b)(c,d) := (ac, bd) tworzy iloczyn grup G; i Ga.
G1 mozemy utozsami¢ z {(s,1) : s € G1} < G1 X Gy i podobnie G2 z {(1,s) : s € Ga}.

Wéweczas kazdy element G jest przemienny z kazdym elementem Gs.

Odwrotnie, jesli G jest grupa oraz G1, G2 jej podgrupami, takimi ze

(i) kazdy s € G zapisuje sie jednoznacznie jako s = s152, s1 € Gy, s2 € G,
(ii) dla dowolnych s; € Gy, so € Gy zachodzi s189 = $257.
to iloczyn dwéch elementéw s = s1s5 i t = t1t9 mozna zapisa¢ w postaci
st = s18at1te = (s1t1)(sat2).
Zatem G x G2 > (s1,82) — s182 € G jest izomorfizmem grup. W tym wypadku méwimy, ze G jest

iloczynem (prostym) swych podgrup Gi i G4 i utozsamiamy j3 z Gy x Ga.
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Definicja 6.1. Niech o' : G; — GL(V;), i=1,2, beda reprezentacjami.
Definiujemy reprezentacje liniowa o' ® 0* grupy G1 x Go w przestrzeni Vi @ Vs :
(0" ® 0%)(s1,2) = 05, © 03,

(gdzie (05, ® 03,)(z - y) = 03, (x) - 03, (y)).
Te reprezentacje nazywamy iloczynem tensorowym reprezentacji o' i 0°.

Mamy Xp1g02(51,52) = X1 (51)X02(52)-

Uwaga 6.1. Uwaga na oznaczenia:

Jedli G1 = Gy = G, to okreslona wyzej reprezentacja o' ® o? jest reprezentacja grupy G x G.

Gdy ograniczymy sie do podgrupy diagonalnej {(s,s) : s € G} < G x G, dostaniemy reprezentacje grupy
G oznaczona wczesniej réwniez przez o' ® o?.

Twierdzenie 6.2.
1. Jesli reprezentacje o' i 0* s3 nieprzywiedine, to o' ® o? jest nieprzywiedina.

2. Kazda reprezentacja nieprzywiedina grupy G| x Gy jest izomorficzna z reprezentacja postaci o' ® 02,
gdzie o', 0° - nieprzywiedine reprezentacje odpowiednio grup G+, G>.

Dowéd.

1. Skorzystamy z twierdzenia 3.4.
o', 0® sa nieprzywiedine, zatem

1 .
1= (Xeilxe) = m Z |X9i(5i)|27 i=1,2.
84

Mnozac réwnosci dla ¢ = 1,2 stronami, dostajemy

1
l1=——-— E 1 2 2=
|G1HG2| |Xg (Sl)XQ (82)‘

51,52
1
= Grx Gyl o Newe(s )l =
(

51,82)
= (X91®92|X91®g2)a
wiec o' ® 0? jest nieprzywiedIna.

2. Whystarczy pokazaé, ze kazda funkcja centralna f okreslona na G; x G5 ortogonalna do wszystkich
charakteréw postaci x1(s1)x2(s2) (gdzie x; jest charakterem reprezentacji nieprzywiedlnej grupy G;
dla i =1,2) jest zerem
(bo wtedy ukfad ortonormalny charakteréw xi(s1)x2(s2) jest baza przestrzeni liniowej funkcji cen-

tralnych z G; x G2 w C, a jak wiemy, wszystkie charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych grupy
G1 X G5 tworza baze tej przestrzeni).

Zatézmy, ze f jest centralna i dla kazdych x1, xa,
L= Y flors el = o
$1,52

Dla charakteru yo rozwazmy

9xa(51) =D fls1,50)x2(s2).
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Mamy

Gy (5171 Zf tsit™t, s2)x2(s2) =
= Zf ((t, 1) (51, 82)(8, 1)) x2(s2) =
= Zf(slaSZ)XQ(SZ) =

EDS
= 9x2 (51),
wiec gy, jest centralng funkcja na G.

Ponadto 0 = L = }__ gy,(s1)x1(s1) dla kazdego x1. Zatem g,, = 0.
Stad dla kazdego o oraz s; € Gy:

fa(b):=f(a,b) —
0 = gxa(s1) Zf s1,52)X2(s2) =N Fa(s2)xa(s2)
s2

fs, jest centralng funkcja na Ga, wigc fs, = 0.
Zatem dla dowolnych s1 € G i 53 € G,

f(s1,82) = fs;(s2) =0

7 Reprezentacje indukowane

Niech o : G — GL(V) bedzie reprezentacja liniowa, zas H podgrupa G. Wtedy o|gy jest reprezentacja
grupy H w przestrzeni V. Rozwazmy jej podreprezentacje 0 := Q|HW w podprzestrzeni W < V.

Dla s € G, przestrzen oW zalezy jedynie od warstwy lewostronnej sH (poniewaz dla h € H mamy
0sh W = 0s[onW] = 05[0,W] = 0sW). Stad dla o € G/H mozemy okresli¢ W, jako oW dla dowolnego
sEo.

Dla dowolnych s € G i 0 € G/H mamy o,W, = W, dla pewnego 7 € G/H. Zatem

=3 W, (3)

oceG/H

jest przestrzenia niezmiennicza wzgledem G. Stad 1% jest podreprezentacja reprezentacji V.
Jesli V =V oraz suma we wzorze 3 jest prosta, woéwczas mamy do czynienia z reprezentacja indukowana:

Definicja 7.1. Niech o : G — GL(V') bedzie reprezentacja liniowa i H < G. Niech W bedzie podprze-
strzenig przestrzeni V' niezmienniczg na dziatanie grupy H (tzn. op W C W dla h € H) i niech 6 := Q|HW
Méwimy, ze o jest reprezentacja indukowanag przez 0, jesli

V:GBWJ

oceG/H
(gdzie W, jest okreslone jak wczesniej).

Jedli R jest zbiorem reprezentantéw zbioru G/H, to mozemy réwnowaznie powiedzieé, ze:

o jest indukowana przez 0 <— V = @QTW
TER

Ponadto mamy dim(V) = " . dim(o,W) = [G : H] - dim(WV).
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Przyktad 7.1. V - reprezentacja regularna grupy G, (et)tcc - baza V.
Wtedy W = lin{ey, : h € H} jest niezmiennicza wzgledem H.
Ponadto reprezentacja 0 jest reprezentacja regularng grupy H i p jest indukowana przez 6.

Przyktad 7.2. V' - przestrzen liniowa o bazie (€5)scc/m, 0 : G — GL(V') - reprezentacja zadana przez

Qs(ea) = €so-
0 jest reprezentacjg permutacyjna grupy G stowarzyszong ze zbiorem G /H. Wektor ey jest niezmienniczy
wzgledem H, zatem dla W = lin{ey } 0 jest reprezentacja trywialng i 0 indukuje .

Przyktad 7.3. Jesli reprezentacja o' jest indukowana przez 0*, i = 1,2, to reprezentacja o' @® ¢® jest
indukowana przez 6 @ 62.

Przyktad 7.4. Jesli o : G — GL(V) jest indukowana przez 0 : H — GL(W) oraz W < W jest niezmien-

nicza wzgledem H, to Vo= D,cr QTW jest niezmiennicza wzgledem G oraz oV jest indukowana przez
ow .

Przyktad 7.5. Jesli ¢ jest indukowana przez 6 i jesli o' : G — GL(V') jest reprezentacja, to o ® ¢’ jest
indukowana przez 0 ® (¢'| i ).

7.1 Istnienie i jednoznaczno$¢ reprezentacji indukowanej

Lemat 7.1. Niech ¢ : G — GL(V) bedzie reprezentacja liniowa indukowang przez 0 : H — GL(W), zas
o : G — GL(V') kolejng reprezentacja. Niech f : W — V' bedzie przeksztatceniem liniowym, takim ze
f o0y =0} o f dlawszystkichh € H.

Wetedy istnieje jedyne przeksztatcenie liniowe F : V' — V' bedace przedtuzeniem f i spetniajace F o g5 =
0. o F dla wszystkich s € G.

Dowéd.
Jednoznaczno$é: Wezmy dowolne przeksztatcenie F' spetniajace podane warunki.
Dlasc Gix¢co,W mamy o, 'z € W oraz

F(z) = F(os0s 'w) = 0, F(0s '2) = 0, f(0s ')

Powyzszy wzér wyznacza wartosci F' na przestrzeniach o,W, a wiec i na catej przestrzeni V.
Istnienie: WeZzmy dowolne 0 € G/H, oraz x € W, i s € 0. Zdefiniujmy F(x) wzorem otrzymanym
powyzej, tzn.
F(z) = d,f(os ). (4)

Ta definicja nie zalezy od wyboru s € 0, bodla s € i h € H mamy
/ —1 o -1 -1 7 -1 -1 7 —1
OnF(0sn™ ) = 050 f(O0n™ 05" @) = & f(On0n™ 0™ x) = & f(0s™ ).

Powyzsza definicja okresla nam jednoznacznie F' na przestrzeni V, jako ze V = @UGG/H Ws.
Przyjmujac za s element neutralny (dla 0 = H) we wzorze 4, dostajemy ze F' jest przedtuzeniem f.
Warunek Flops = oo F dla s € G dostajemy, sprawdzajac go na kazdej przestrzeni oW, t € G (x € o, W):

F(osw) = 0 Fost ™" 0s2) = 0,01 f (07 " 05 ' 0s) = 0, F ().

Twierdzenie 7.1. Niech H bedzie podgrupa G, a 0 : H — GL(W) reprezentacja liniowa.
Woweczas istnieja nadprzestrzen V- > W oraz reprezentacja o : G — GL(V') indukowana przez 6.
Reprezentacja ta jest jedyna z dokfadnoscig do izomorfizmu.
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Dowéd.

Istnienie: Na podstawie przyktadu 7.3 mozemy sie ograniczy¢ do przypadku, gdy 6 jest nieprzywiedIna.
Wtedy 6 mozemy utozsamié z podreprezentacja reprezentacji regularnej n grupy H. Z przykfadu 7.1 istnieje
reprezentacja indukowana przez 7 - reprezentacja regularna v grupy G. Z przyktadu 7.4 dostajemy, ze istnieje
reprezentacja o indukowana przez 6.

Jednoznaczno$é: Niech o' : G — GL(V;), i = 1,2, beda reprezentacjami indukowanymi przez 6.
Stosujac lemat 7.1 dla f = idy /|y, dostajemy przedtuzenie F' : V' — V' spetniajace (Vs € G)Fop; = g\oF.
Mamy Flo,W] = o.F[W] = ¢ W, zatem obraz przeksztatcenia F' zawiera wszystkie podprzestrzenie
0. W. Stad ImF = V', Ponadto przestrzenie V' i V' maja ten sam wymiar [G : H|dim(W), wiec F jest
izomorfizmem, a stad o' i ¢? s3 izomorficzne. O

7.2 Charakter reprezentacji indukowanej

Twierdzenie 7.2. Niech H bedzie podgrupa grupy G, R zbiorem reprezentantéw zbioru G/H, zas
0: G — GL(V) reprezentacja indukowang przez 0 : H — GL(W).
Wtedy dla kazdego u € G mamy

_ 1 _
Xp(u) = Z Xeo(r lur):? Z xo (s us). (5)
TER | | seG
r~lureH s—luseH

Dowéd. Ustalmy dowolne u € G.

V' jest suma prosta przestrzeni oW, r € R. Przeksztatcenie g, permutuje przestrzenie oW pomiedzy
soba. Niech r, oznacza jedyny element zbioru R, taki ze (3h € H)ur = r,h.
Wtedy o, przeksztatca o, W na g, ,W. Funkcja r — r, jest permutacja zbioru R. Oznaczmy

R,={reR: r=r,}

Niech (b, ;)i=1,....m bedzie bazg przestrzeni o, W, gdzie m = dim(W).
Wtedy B := (by;)reR; i=1,...,m jest baza V.
Niech liczby a;;; s,; beda wyrazami macierzy przeksztatcenia g, w bazie B, tak ze

0ulbs;) =D s sjbri-
T,

Woéwczas dla r» ¢ R, mamy a3, ,; =0, =1,...,m.
Z kolei dla r € R,, mamy

m

Z Qo gs g = Tr(gu,’r')
=1

o w traktowane jako funkcja z o, W na o, W. Otrzymujemy

Tr(ow) = D Tr(0us)- (6)

r€R,

gdzie g, oznacza przeksztatcenie g,

Zauwazmy, ze dla r € R,
r€R, <= (3h€ Hur =rh < r ‘ur € H.
Dla r € Ry, traktujac o, jako izomorfizm z W na o, W, dostajemy

Or © 9,,,711“« = Or O Op—1 0 Qy,r © Or = Qu,r © Or- (7)
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Niech (o ;):,; bedzie macierza 6,.-1,, w bazie (b;);=1,.._m przestrzeni W. Mamy wéwczas

.....

ze wzoru 7
Qu,r(gr(bj)) = Qr(er_lu’r(bj)) = QT(Z al,] Z a%ﬂ QT

Zatem uzywajac bazy (or(b;)); do obliczenia $ladu g, ,, dostajemy

pur Za21 = Tr r— 1u’r) X@(Tﬁlur)'

Stad

ze wzoru 6
X E Xo(r U7"
reR,

a to daje nam pierwsza réwnos¢ we wzorze 5.
Druga réwnos$¢ we wzorze 5 dostaniemy, jesli zauwazymy, ze dla dowolnych r, s € G:

1) jedliserH, to (rture H < s luse H),

2) jeslis € rH oraz r—tur € H, to  xo(r~tur) = xo(s~tus).

8 Algebry grupowe

Wszystkie rozwazane w ponizszym rozdziale grupy sa skonczone.

Definicja 8.1. Niech G bedzie grupa, a K ciatem. Wtedy algebrg grupowa K|[G| nazywamy przestrzeri
liniowa z baza indeksowana elementami grupy G utozsamiona z grupa G. W K|[G] zdefiniowane jest

dziatanie mnozenia dane wzorem:
fg = E fsS E gsS = § fsgt5t7
seG seG s,teG

dla f,g € K[G].
Fakt 8.1. Tak zdefiniowane mnozenie w K[G]| jest faczne.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad K i niech o : G — GL(V) bedzie reprezentacja liniowg G.
Wtedy mozemy dla elementéw s € G i « € V zdefiniowa mnozenie wzorem sx = p,x. Rozszerzajac
je liniowo otrzymujemy mnozenie fz dla f € K[G],z € V. W ten sposéb otrzymujemy na V strukture

K[G]-modutu. Podobnie struktura K[G]-modutu wyznacza jednoznacznie reprezentacje liniowa. W dalszej
czesci bedziemy uzywaé zamiennie terminéw reprezentacja liniowa i modut.

8.1 Centrum algebry C[G]
Dla klasy sprzezonoéci ¢ w grupie G' przyjmijmy e. = > 5.
Fakt 8.2. Elementy e. tworza baze Cent(C[G]) jako przestrzeni liniowej.

Dowdd. Zatbézmy nie wprost, ze istnieje element 2 € Cent(C[G]) nie bedacy kombinacja liniowa e.. Wiemy,
zex = ) -x(s)s. W takim razie istnieje klasa sprzezonosci d oraz jej elementy u,v € d takie, ze
z(u) # z(v). Mamy u = tvt—1, wiec
t ot = til(z xz(s)s)t = tilt(z z(s)s) = z,
seG seG
gdyz x € Cent(C[G]). Z drugiej strony wspdtczynnik stojacy przy v zmienit sie z 2(v) na z(u) (poniewaz
t~lut = t~1tvt =1t = v). Co daje sprzecznoé¢. O
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Whiosek 8.1. Jesli h jest liczba klas sprzezonosci grupy G, to jest to réwniez wymiar centrum algebry

oel

8.2 Catkowito$sé charakterow

Lemat 8.1. Niech x bedzie elementem pierscienia przemiennego z jednoscia R, a Z podpierscieniem
noetherowskim R. Wtedy nastepujace wtasnosci sa réwnowazne:

1. Element x jest catkowity nad Z.
2. Podpierscien Z[x] pierscienia R generowany przez x jest skoriczenie generowanym Z-modufem.
3. Istnieje skoriczenie generowany Z-modut zawarty w R, ktdry zawiera Z[x].

Dowéd. Réwnowazno$¢ wiasnosci (2) i (3) wynika z faktu, ze podmodut skoriczenie generowanego Z-
modutu jest skofczenie generowanym Z-modutem, gdyz Z jest pierScieniem noetherowskim.
Gdy element x spetnia réwnoéé

2 +az" P+ ... 4a,=0

n

dla aiy,...,a, € Z, tociag 1, , ..., z" ! generuje Z[z], co dowodzi implikacji (1) = (2).

Zatbézmy, ze spetniony jest warunek (2).
Wtedy jako M,, nazwijmy Z-modut generowany przez 1, z, z2, ..., 2. Moduty My s3 wstepujacym
ciggiem ideatéw pierscienia Z[z]. Jako, ze Z jest pierscieniem noetherowskim, to Z|[x] takze, wiec ciag M,
sie stabilizuje. Niech My bedzie miejscem stabilizacji. Jest to skofczenie generowany Z-modut i 2%V da
sie zapisa¢ jako kombinacje 1, z, ..., V1. Co dowodzi implikacji (2) = (1). O

Whiosek 8.2. Jesli pierscieri R jest skoriczenie generowanym Z-modufem, to kazdy element R jest catkowity
nad Z.

Dowdd. Dla dowolnego = € R istnieje skoriczenie generowany Z-modut zawierajacy Z[z] (jest nim R),
wiec z implikacji (3) = (1) z jest catkowity nad Z. O

Whiosek 8.3. Elementy pierscienia R catkowite nad Z tworza podpierscien.

Dowéd. Ustalmy catkowite elementy x,y € R. Z Lematu 8.1 wiemy, Zze podpierscier Z[x] jest skoriczenie
generowany. W takim razie réwniez podpierscien Z[z|ly] = Z[x,y] jest skoficzenie generowany, czyli
elementy = + y, zy s3 catkowite w pierécieniu R. O

W tym miejscu wracamy z abstrakcyjnych pierécieni R i Z do ciata C oraz pierScienia Z. Do konca
rozdziatu g bedzie tez oznaczad rzad grupy G.

Twierdzenie 8.1. Niech x bedzie charakterem reprezentacji o grupy G. Woéwczas dla kazdego s € G
wartos¢ x(s) jest catkowita liczba algebraiczna.

Dowéd. Dla ustalonego s € G warto$¢ x(s) jest suma wartosci wtasnych o(s). Skoro gz = g1, to dla
ustalonej wartosci wtasnej A i jej wektora wtasnego x musi zachodzi¢ Nz = x, czyli A9 = 1. O

Twierdzenie 8.2. Niechu = > u(s)s bedzie takim elementem Cent(C[G]), ze u(s) sg catkowitymi liczbami
algebraicznymi. Wéwczas element u jest catkowity nad Z.

22



Dowéd. Niech ¢; dla 1 < ¢ < h beda klasami sprzezonosci grupy . Ustalajac dla kazdej klasy dowolny
element s; € ¢;, zapiszmy u jako Z?:l u(s;)e.,. Pokazmy, ze elementy e., sa catkowite nad Z. Z Whniosku
8.3 wystarczy to do pokazania tezy. lloczyny e e.; jako elementy Cent(C[G]) mozna zapisa w bazie e,
przy czym beda miaty one catkowite wspétczynniki. W takim razie podprzestrzen Ze., @ ... ® Ze,, jest
podpierécieniem Cent(C[G]). Skoro jest to piericien skonczenie generowany, to z Whiosku 8.2 elementy
tego pierscienia s3 catkowite nad Z. O

Whiosek 8.4. Niech ¢ bedzie reprezentacja liniowa grupy G' o charakterze x, a element u =3 __. u(s)s
bedzie takim elementem Cent(C[G]), ze u(s) sa catkowitymi liczbami algebraicznymi.
Weedy 237 . u(s)x(s) jest catkowity liczbg algebraiczng.

Dowéd. Zdefiniujmy homomorfizm pierscieni w : Cent(C[G]) — C nastepujaco:

seG

Wtedy w(u) = L3 - u(s)x(s), wiec jako obraz liczby catkowitej algebraicznej suma ta tez jest liczba
catkowita algebraiczna. O

Whiosek 8.5. Stopnie reprezentacji nieprzywiedInych grupy G dziela rzad tej grupy.

Dowdéd. Niech x bedzie charakterem reprezentacji nieprzywiedlnej grupy G stopnia n. Wtedy stosujac
Whiosek 8.4 dla elementu u = > . x(s™")s (x jest funkcja centralng przyjmujaca jako wartosci catkowite
liczby algebraiczne na mocy Twierdzenia 8.1), uzyskujemy, ze:

S ) = L =

n
seG

jest catkowitg liczba algebraiczna. Skoro £ jest liczba wymierna, to jest liczba catkowita na mocy Faktu

1.2. O
Powyzszy wniosek mozna wzmocni¢. Ponizej pierwszy krok w tym kierunku.
Twierdzenie 8.3. Stopnie reprezentacji nieprzywiedinych grupy G dziela indeks [G : Cent(G)].

Dowéd. Ustalmy jako ¢ rzad Cent(G) i niech o : G — GL(V') bedzie reprezentacja nieprzywieding stopnia
n grupy G.

Jedli s € Cent(G), to o(s)o(t) = o(t)o(s) dla dowolnego t € G. Z Lematu 3.1 wynika, ze g(s) jest jed-
noktadnoscia. Mozna wiec zdefiniowaé homomorfizm s — A(s) z G w C*, gdzie A(s) jest wspdtczynnikiem
jednoktadnosci o(s). Dla nieujemnej liczby catkowitej m utwdrzmy iloczyn tensorowy reprezentacji:

m
Q"G = GLRV).

i=1

Jest to reprezentacja nieprzywiedIna grupy G™ (brakuje twierdzenia do odno$nika!).
Dla (81, ..., Sm) € Cent(G™) przeksztatcenie o™ jest jednoktadnoscia o wspétczynniku A(TT7~; s;).

W takim razie podgrupa H grupy C™, ztozona z tych elementéw, dla ktérych [T\, s; = 1, dziata trywialnie
na V™. Rozwazajac grupe ilorazowa G™/H dostajemy w ten spos6b reprezentacje nieprzywiedlna, ktérej
stopien n™ dzieli jej rzad . (co wiemy z Whniosku 8.5). Mamy wiec

om—1

i)m c€c 'z
cn
dla wszystkich m € N, wigc liczba Z jest catkowita. Co dowodzi tezy. O
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