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1 Wprowadzenie

Teoria compressed sensing przez ostatnie lata cieszy sie duzym zainteresowa-
niem w roznych obszarach nauki. Jest to wciaz rozwijajaca sie dziedzina, da-
jaca nowe mozliwosci przy rekonstrukcji danych z ograniczonej liczby pomiardw.
Compressed sensing wychodzi z zalozenia, ze sygnal mozna opisa¢ (doktadnie
lub w przyblizeniu) przy uzyciu niewielu niezerowych wspotrzednych, co daje
mozliwo$é odtworzenia tego sygnatu przy stosunkowo niewielkiej liczbie pomia-
TOW.

Niniejszy tekst stanowi proste wprowadzenie do podstawowych pojeé i za-
gadnien zwigzanych z compressed sensing z perspektywy matematycznej. Przed-
stawiona jest w nim idea tej metody, zestawiona poréwnawczo z teoria probko-
wania. Wyjasnione sa w niej réwniez podstawowe zalozenia tj. rzadkos$é i kom-
presowalno$é, a takze minimalna liczba pomiaréw potrzebna do rekonstrukeji,
wraz z wyjasnieniem podstawowych pojeé¢. Nastepnie tekst zawiera skrétowe
przedstawienie réznych algorytméw — metody optymalizacyjne, zachtanne oraz
te oparte na progowaniu. Na koniec zaprezentowane jest kilka przyktadow wy-
korzystania compressed sensing w praktyce.

2 Idea

Wyobrazmy sobie problem, ze otrzymujemy sygnal, ktérego nie jesteSmy w sta-
nie zmierzy¢ w calosci. Sytuacja, w ktorej przy pomocy zredukowanych danych
chcemy odzyskaé peten sygnat jest tym, czym zajmuje sie compressed sensing.
Szukany sygnal mozemy rozumieé jako wektor x € CV, natomiast otrzymane
dane jako y € C™. Wtedy mozemy zapisaé, ze

Arx =y

gdzie A to macierz o wymiarach m x N. Mozna zauwazy¢, ze w przypadku, gdy
m > N to uktad jest oznaczony, zatem mozliwym do jednoznacznego rozwiaza-
nia. Sytuacja sie¢ komplikuje, kiedy m < N, poniewaz w takim przypadku mamy
do czynienia z ukladem niedookreslonym, ktoéry nie pozwala na jednoznaczne
zrekonstruowanie sygnatu. Okazuje sie jednak, ze staje sie on mozliwy do od-
tworzenia przy odpowiednich zatozeniach rzadko$ci oraz kompresowalnosci, o
ktorych opowiemy w pozniejszej czesci tekstu. [1]

2.1 Teoria klasycznego prébkowania

Idee compressed sensing mozna porownawczo zestawic z teorig klasycznego prob-
kowania. Skupimy si¢ na twierdzeniu Shannona-Nyquista.

Twierdzenie to zostato zaimplikowane przez Harry’ego Nyquista w 1928 roku
w jego pracy, cho¢ nie wspominal on o nim wprost. Pod koniec lat 40. XX wieku
Claude Shannon udowodnit i zaprezentowal je w dwoch artykutach naukowych.
Mowi ono o tym, ze do zapewnienia rekonstrukcji funkcji o pasmie B potrzebne
jest probkowanie z czestotliwoscig 2B.



Transformata Fouriera sygnatu w czasie ciagtym f € L1 (R) jest zdefiniowana
jako:

f(6) = / fHe= it dt, ¢ € R.

Mowimy, ze sygnal f ma pasmo B, jesli f jest ograniczona do przedziatu
[— B, B], czyli zeruje sie wszedzie poza tym przedzialem. Twierdzenie Shannona-
Nyquista stwierdza, ze funkcje f o pasmie B mozna odtworzy¢ z jej dyskretnego
zbioru prébek f(%), k € Z za pomoca wzoru:

f&y=>"f (2%) sinc(2r Bt — 7k),

kEZ

gdzie funkcja sinc jest definiowana jako:

sin(t) jedli + 0
sinc(t)z{lt At £0,
, jeslit = 0.

W compressed sensing rozpatrujemy to twierdzenie w pewnej przestrzeni o
skoniczonym wymiarze. Rozwazmy wielomiany trygonometryczne o maksymal-
nym stopniu M, takie ze:

M
ft) = Z zRe? R e [0,1],

k=—M

gdzie M jest odpowiednikiem pasma B. Przestrzen takich wielomianéw ma wy-
miar N = 2M + 1, a funkcja f moze byé¢ odtworzona dla N = 2M + 1 probek.
Twierdzenie Shannona-Nyquista dla wymiaru skoiiczonego to:

1 2M k k
IO= 12 () oo (o) reon

gdzie Dy (jadro Dirichleta) jest definiowane jako:

M sin(m(2M+1)t Lo
Dy (t) = Z e2mikt W, jesli t # 0,
k=M 2M +1, jesli t = 0.

Wiemy zatem, ze potrzebujemy 2M + 1 préobek do odtworzenia takich wie-
lomianéw trygonometrycznych o stopniu co najwyzej M. W praktyce takie wy-
magania bytyby zbyt duze, a wrecz niewykonalne obliczeniowo. Jezeli jednak
mamy wektor z € CV wspotczynnikow Fouriera funkcji f, ktéry jest rzadki i
kompresowalny (co wytlumaczymy w nastepnym rozdziale) to wymagana liczba
prébek moze by¢ juz mniejsza.

Jesli rozwazymy zbior punktoéw probkowania {t1,...,t,} € [0,1] o m liczbie
probek oznaczajacych rzadkosé, wektor y = (f(¢;))]", mozemy przedstawié jako:

y = Awz,



gdzie A € C™*¥ jest macierza Fouriera z wyrazami:

Al7k=€2mktl, l=1,...m, k=-M,.., M.

Wtedy do odtworzenia funkcji f z wektora y potrzebujemy znalezé wektor
wspolczynnikéw x. Jesli m < N to otrzymujemy uklad niedookreslony i przy
zaltozeniu, ze wektor z jest rzadki dochodzimy do standardowego problemu com-
pressed sensing. [2]

3 Zalozenia

3.1 Rzadkos$é i kompresowalnosé

Zanim bedziemy mogli zaja¢ si¢ dzialaniem i zastosowaniem algorytméw, mu-
simy wyjasni¢ potrzebne zalozenia. Pierwszym z nich jest rzadkos$é, ktoéry intu-
icyjnie jest tatwy do zobrazowania - jest to wektor, ktorego wiekszosé wartosci
wynosi 0. Przedstawimy jednak bardziej formalng definicja tego pojecia.

Oznaczmy przez [N] zbior liczb naturalnych {1,..., N}. Zalézmy, ze S to
jakis podzbior [N] (zatem dopeieniem jest zbior [N]/S).

Definicja 3.1. Nosnikiem wektora x € CN nazywamy 2bior indekséw, ktorych
warto$ct w wektorze sq niezerowe. Zatem

supp(z) := {j € [N] : z; # 0}

Wektor nazywamy s-rzadkim, gdy co najwyzej s jego elementow jest niezerowa,
maczej:
llzllo := |supp(z)| < s

Zazwyczaj w praktyce nie mamy do czynienia z wektorami rzadkimi, a je-
dynie takimi, ktére moga zostaé¢ przyblizone przez wektory rzadkie. Mozemy
z takich wektorow korzystaé, wykorzystujac wtedy stabszy warunek kompreso-
walnosci.

Kompresowalno$¢ wykorzystuje wlasnosci bledu najlepszego s-elementowego
przyblizenia, zatem aby moc dobrze wyjasni¢ pojecie kompresowalnosci potrze-
bujemy najpierw pozna¢ definicje tego bledu.

Definicja 3.2. Dla p > 0 £,-blgd najlepszego s-elementowego przyblizenia dla
wektora x € CN jest zdefiniowany jako

os(x), = inf{||z — 2||, : 2 € CV jest s-rzadki}

Zatem o4(x), odpowiada infimum osigganemu przez s-rzadki wektor z €
CN, ktoérego niezerowe wspolrzedne odpowiadaja s najwiekszym wartosciom
bezwzglednym wektora x. Z tego wzgledu nawet jesli wektor z € CV nie jest
wyznaczony jednoznacznie, to osiaga infimum bez wzgledu na wartosé¢ p > 0.
Inaczej moéwiac - btad ten mierzy, jak dobrze mozna przyblizy¢ sygnal x takim,
ktory ma s niezerowych elementow.



Wektor nazywamy (nieformalnie) kompresowalnym gdy jego blad najlep-
szego s-elementowego przyblizenia szybko zbiega do 0 dla s dazacego do N.
Taka sytuacja w szczegdlnosci zachodzi, gdy wektor x nalezy do jednostkowe;j
£p-kuli dla niewielkich p > 0, gdzie kule te rozumiemy jako

N N
By :={z€C" :||2z]|, <1}
Twierdzenie 3.1. Dla kaidego ¢ > p > 0 i dowolnego x € CN zachodzi nie-
rownos$é

os(2)g < = llzllp
spP 4

Do dowodu powyzszego twierdzenia potrzebujemy jeszcze jednej definicji.

Definicja 3.3. Nierosngce uporzqdkowanie wektora x € CN to taki wektor x* €
RY, ktdrego elementy spetniajg warunek

] >x5> .. >xny >0

oraz istnieje permutacja w : [N] — [N], dla ktorej ¥} = |zq(;| dla kazdego
j € [N]

Dowdd. (Twierdzenie 3.1): Jesli z* € Rf jest nierosnacym uporzadkowaniem
wektora € CV, to mozemy powiedzie¢, ze

os(@)i= Y (&})i= Y ()" P(})
j=s+1 j=s+1

Ze wzgledu na to, ze xy > xj Vj>s+1 (co wynika z tego, ze x* jest
nierosnacym uporzadkowaniem) mozemy zapisa¢ ponizsza nieréwnosé

N N
o @)@ < (@) Yy (@)
j=s+1 j=s+1

Z kolei dalej, jesli zapiszemy, ze (2%)77P jako ((.T:)p)% to mozemy skorzy-
sta¢, ze dzieki temu, ze z* jest nierosnacym uporzadkowaniem zachodzi nierow-
nos¢:

s (29)? < (21)P + (23)P + o+ ()P

7 czego korzystamy aby zapisaé

N s P N
* — * 1 * *
w3 wr< (P5er) (S wr
j=s+1 j=1 j=s+1

Co nastepnie korzystajac z definicji

N
el =l
j=1



mozemy sprowadzi¢ do postaci

=P
P N a=p
1<, . 1 Z 1
S| ] = (Glhh) " Nl = sl
j=1 j=s+1
Po spotegowaniu przez % otrzymujemy ostateczny wynik. [1] O

Mozna jednak rozumie¢ kompresowalno$¢ w inny sposéb. Druga mozliwo-
Scig na definiowanie sygnaléw kompresowalnych jest analiza tego, jak szybko
malejg ich wspotczynniki. W naszym przypadku, gdy y = Ax i posortujemy
wspoélczynniki wektora sygnalu = nierosnaco, tak ze

to mowimy, ze wspolczynniki te podlegaja zanikowi potegowemu, jesli istniejg
state C; i ¢ > 0 takie, ze:
|Ii| S Cl . Z'iq

Wtedy dla wiekszych ¢ wartosci wspotezynnikéw malejg szybciej, a sygnatl
staje sie¢ bardziej kompresowalny. Ze wzgledu na to, ze wartosci bezwzgledne
danych wspoélczynnikéw maleja bardzo szybko, to sygnaly kompresowalne sa
doktadnie reprezentowane przez znacznie mniejsza liczbe wspotczynnikéw niz
faktyczna dlugosé sygnaltu (s << N).

Dla takich konkretnych przypadkow istnieja stale Co oraz r > 0 zalezne
jedynie od C oraz q takie, ze

0'2(.%‘)2 S CQS_T

zatem sprowadza nas to do nieré6wnoéci analogicznej, jak w twierdzeniu 3.1.

Intuicyjnie mozemy powiedzieé, ze jesli wspolczynniki sygnatu maleja szybko,
to blad najlepszego s-elementowego przyblizenia spada szybko wraz z s. Wiemy
zatem, ze im wigksze ¢, tym wieksze r 1 zarazem mniejszy blad. [3]

3.2 Minimalna liczba pomiaréw

Jak wspominaliSmy wczesniej, podstawowa idea compressed sensing jest odtwa-
rzanie sygnatlu z malej liczby danych. Przypomnijmy, ze problem ten mozna
przedstawié jako:

Az =y,

gdzie x € CN, y € C™, a macierz A € C™*V jest nazywana "macierza po-
miaréow". Dla m < N mamy do czynienia z uktadem niedookreslonym, ale przy
wykorzystaniu zalozei o rzadkosci i kompresowalnosci wektora x jestesmy w sta-
nie znalez¢ rozwiazanie tego uktadu, czyli odtworzy¢ szukany sygnal. Powstaje
natomiast pytanie: ile minimalnie pomiaréw potrzeba, zeby to osiagnacé?

Postawiony powyzej problem bedziemy rozpatrywaé bez brania pod uwage
praktycznosci ani optymalnosci algorytméw obliczeniowych. Wyréznia sie dwa
podejscia do rekonstrukeji s-rzadkich wektorow:



(1) odtworzenie wszystkich s-rzadkich wektoréw z € CV jednoczesnie,

(2) mamy dany s-rzadki wektor i mamy schemat, ktory potrafi konkretnie jego
odtworzy¢.

Okazuje sie, ze minimalna liczba pomiaréw potrzebnych w pierwszym przy-
padku wynosi 2s, a w drugim s+ 1. Drugie podejscie moze si¢ wydawaé nienatu-
ralne, poniewaz zazwyczaj wektor x nie jest poczatkowo znany, ale okazuje sie,
ze jest ono faktycznie wazne i uzyteczne, kiedy schemat opiera sie na losowej
macierzy A oraz ustalonym rzadkim wektorze x.

Ogolnie, przy podanych s, macierzy A € C™*VN i s-rzadkiego wektora z €
CY ponizsze problemy sa réownowazne:

e wektor x jest unikalnym rozwiazaniem Az =y przy Az = y takim, ze

{zeC: Az = Az, ||z]o < s} = {z},

e wektor x moze byé¢ odtworzony jako unikalne rozwigzanie minimalizacji

min ||z]|o pod warunkiem Az =y
z€eCN

Rekonstrukcja wszystkich s-rzadkich wektoréow

Wprowadzmy przydatne oznaczenia. Niech Ag bedzie podmacierza A, ktorej
kolumny pochodza ze zbioru S C [N]. Analogicznie wektor g jest podwektorem
z, sktadajacym sie z wartosci pod indeksami ze zbioru S.

Wtedy mamy:

Definicja 3.4. Dla macierzy A € C™*¥ nastepujgce warunki sq réwnowazne:

o Kazidy s-rzadki wektor x € CN jest unikalnym s-rzadkim rozwigzaniem
Az = Az, czyli jesli Az = Az i z, © sq s-rzadkie, to z = x.

o Przestrzen zerowa ker A nie zawiera zZadnego 2s-rzadkiego wektora oprocz
wektora zerowego, czyli ker AN {z € CN : ||z]|op < 2s} = {0}.

e Dla kazdego zbioru S C [N], ktdrego moc jest niewicksza niz 2s, podmacierz
Ag jest macierzq przeksztatcenia "1-1".

o Kazdy zbior 2s kolumn macierzy A jest liniowo niezalezny.

W szczegbdlnosci zauwazamy, ze jesli mozliwe jest odtworzenie kazdego s-
rzadkiego wektora x € CV na podstawie y = Az € C™, to pierwsza wlasnosé
zachodzi, a co za tym idzie réwniez czwarta. Wynika z tego, ze rank(A) > 2s.
Wiemy tez, ze rzad macierzy moze by¢ co najwyzej rowny liczbie jej wierszy,
stad mamy:

2s <rank(4) <m

Zobaczymy teraz, ze (przynajmniej w teorii) wystarczy m = 2s pomiarow,
zeby odtworzy¢ kazdy s-rzadki wektor.



Definicja 3.5. ' Dla kazdej liczby N > 2s istnieje macierz pomiardw A €
C™*N 2 m = 2s wierszami taka, ze kazdy s-rzadki wektor moze byé odtworzony
z wektora pomiaréw y = Ax € C™ jako rozwigzanie problemu:

min ||z]lo  pod warunkiem Az=y
zeCN

Definicja 3.6. 2 Dla kazdego N > 2s istnieje praktyczna procedura do rekon-
strukcji kazdego 2s-rzadkiego wektora z jego pierwszych m = 2s dyskretnych
pomiarow Fouriera.

Na podstawie powyzszych twierdzen wiemy, ze w teorii faktycznie wystarczy
nam m = 2s pomiarow. Niestety, algorytm reprezentujacy taka procedure byltby
niestabilny, czyli btad w danych wyjsciowych bytby nieproporcjonalnie wiekszy
niz przy danych wejsciowych, a ten moégtby wynika¢ m.in. z bltedéw pomiaro-
wych. Okazuje sie zatem, ze do mozliwosci skorzystania ze stabilnego algorytmu
potrzebaby jednak wiecej pomiardw.

Rekonstrukcja konkretnego s-rzadkiego wektora

W tym podejéciu s-rzadki wektor 2 € CVV jest ustalony przed wybraniem ma-
cierzy pomiarow A € C™*Y . Warunki zapewniajace to, zeby = byt s-rzadkim
i unikalnym wektorem zgodnym z pomiarami A zaleza zaréwno od A, jak i X.
Moze to wygladaé nienaturalnie, bo poczatkowo nie znamy wektora z, ale ma to
sens, bo warunki te sa spelnione dla wiekszosci macierzy (s+1) x N. Rozwazenie
tego podejscia jest zatem przydatne, poniewaz macierz A jest czesto wybierana
losowo.

Definicja 3.7. 2 Dla kazdej liczby N > s + 1 majgc s-rzadki wektor x € CN
istnieje macierz pomiarow A € C™N zm = s + 1 wierszami taka, Ze kazdy
s-rzadki wektor moze byé odtworzony z wektora pomiaréw y = Ax € C™ jako
rozwigzanie problemu:

min ||zl pod warunkiem Az =y
zeCN
[1]

4 Algorytmy

4.1 Metody optymalizacji
Problem optymalizacji to problem typu:

min Fy(z) gdzie Fi(z) <b;,1<i<n
TERN

1 Dowod: theorem 2.14 w [1] 2 Dowoéd: theorem 2.15 w [1] 2 Dowdd: theorem 2.16 w [1]



Ponadto Fy : RY — R to funkcja celu, a Fi,Fs, ..., F, : RY — R to
funkcje ograniczen. Jesli funkcje Fy, F1, ..., F,, sg funkcjami wypuktymi, to pro-
blem jest nazywany wypuktym problemem optymalizacji. Natomiast jesli funk-
cje Fy, F1,..., F, sa funkcjami liniowymi, wtedy problem jest nazywany linio-
wym.

Problem rzadkosci wyglada nastepujaco:

min||z|lp pod warunkiem Az=1y (Fp)

Jest to wklesty problem (NP-trudny). ||z||? zbliza si¢ do ||z|[o wtedy, gdy

q > 0 zbiega do zera, mozna aproksymowaé (FPy) przez:
min ||z]|; pod warunkiem Az=1y (F,)

Dla ¢ > 1 nawet wektory 1-rzadkie nie sg rozwigzaniem (P,). Dla 0 < ¢ <1
(Py) jest ponownie problemem wklestym (NP-trudnym). Natomiast dla wartosci
krytycznej ¢ = 1 to problem wypukty:

min ||z||; pod warunkiem Az=y (P;)

Powiazana metoda to minimalizacja ¢;:

a# = argmin||z||; pod warunkiem Az =y (BP)
Wynikiem jest o7 .

Twierdzenie 4.1. A € R™*N to macierz pomiaru kolumny: a1, az, ...,ay, za-

ktadajgc unikalnosé rozwigzania: x# : mir}{r|\z||1 pod warunkiem Az =y wtedy:
z€R

aj :j € supp x# jest liniowo niezalezny, w szczegolnosci: ||x#||o = card(supp 27) <

m.

W érodowisku rzeczywistym warto wspomnie¢, ze (P;) mozna przeksztalcic
w problem liniowy wprowadzajac zmienne: z+, 2z~ € R¥V:

+_{zj dla z; >0 _ {0 dla z; >0

2] z7 =
J 0 dla z; <0 J —zj dla z; <0

Witedy:

min fj(zjﬂj—) [A]A7] [?]

2zt 2— E]Rszl

TRt

Rozwiazaniami sa: (xz1)*, (x7)*. Wtedy: 2* = (z7)* — (7 )*. Takie rozwia-
zania nie sprawdzg sie w srodowisku zespolonym.

Stosujemy wtedy bardziej ogolna metode:

min ||z]|; pod warunkiem ||Az —y|ls <n (P1,)



Jest to bardziej naturalne podej$cie, poniewaz wektor y € C"™ # Az € C™,
lecz racze] Ax + e dla e € C™, gdzie e to blad, ktory moze byé estymowany
za pomocg normy o : |le[lz < 1 dla n > 0. Wtedy biorac wektor z € CV¥
wprowadzamy czesci rzeczywista i urojona u,v € RV i wektor ¢ € RY.

¢j > |zj] = yJui + 03 dla j€[N]

Problem (P ;) jest rownowazny:

<n (Pi,)

min ic]‘ pod warunkiem H{ﬁz((ﬁ)) _}gzﬁlf)l)] [ﬂ B [fni((?/))] 9

c,u,vERN 4
J
Vu? +v? <,

Vugk +u3 <en
Rozwigzaniami sa: (¢*,u*,v*). Wiec rozwigzaniem (P ) jest: z* = u* +
iv*.[1]

4.2 Metody zachtanne

W tej czedci opiszemy dwa algorytmy zachlanne, wykorzystywane do rekon-
strukcji sygnatu.

1. Ortogonalny algorytm dopasowania (OMP — Orthogonal Matching Pur-
suit)

2. Metoda dopasowania probkowaniem kompresyjnym (CoSaMP — Compres-
sed Sampling Matching Pursuit)

Pierwszy z nich, OMP, w uproszczeniu — polega on na dodawaniu odpowied-
nich indekséw do no$nika S™ w kazdej iteracji, a nastepnie aktualizacji szukanego
wektora =™ opierajac go na indeksach z nosnika S™ (zatem wektor =™ bedzie
posiadal niezerowe wartosci jedynie dla indekséw ze zbioru S™) w taki sposob,
ze najlepiej odpowiada zadanym pomiarom.

Algorytm ten mozemy formalnie opisa¢ w nastepujacy sposob:

Wejscie: macierz pomiarowa A, wektor pomiarowy y.

Inicjalizacja: S° =0, 2" = 0.

Iteracje: Powtarzaj nastepujace kroki az do spelnienia koricowego

kryterium przy n = n:

§™H = §™ U (s = argmax{|(A*(y — A2™),, j € [N]}},

2" = argmin{|ly — Az||s, supp(z) C S"*1}.

Wyjscie: n-rzadki wektor zf = 2.

10



W przypadku OMP drugi z krokéw w iteracji jest bardzo kosztowny oblicze-
niowo. Mozna go przyspieszy¢ przez wykorzystanie rozktadu QR na macierzy
Agn. Inaczej — zapisanie macierzy Agn jako iloczyn macierzy ortogonalnej @
oraz macierzy gornotréjkatnej R. Istnieja efektywne metody rozkltadu QR pod-
czas dodawania kolumn do macierzy.

Wybér indeksu j,1 jest zwiazany z zachlanng strategia, gdzie z kazda ite-
racja dazymy do minimalizacji normy ¢s residuum y — Ax™ najbardziej jak to
mozliwe.

Jako warunek konicowy, pierwszym naturalnym wyborem byloby Az" = y,
jednak czesciej wykorzystywany jest mniej restrykcyjny warunek ||y—Az™||s < €
1]|]A*(y—Az™)||oo < €dla ustalonego bledu e. Jesli natomiast mamy estymowana
rzadko$é s sygnatu z € CV to jest on dobrym wyborem koncowego warunku,
poniewaz wtedy otrzymany wektor jest s-rzadki.

Pewna staboscia algorytmu OMP jest brak mozliwosci usuniecia raz blednie
wybranego indeksu — jesli indeks do no$nika S™ zostanie raz btednie wybrany,
to pozostaje on do korica tzn. dla kazdego S"l, gdzie n’ > n. Moze to sprawi¢,
ze wybrana liczba iteracji s nie da poprawnego rozwigzania (tj. s-rzadkiego
wektora ). Intuicyjnym rozwigzaniem jest zwickszenie liczby iteracji, jednak
istnieja lepsze algorytmy zachtanne, ktore radza sobie z tym problemem. [2]

Warto réowniez wspomnie¢, ze dotychczas w wigkszosci analiza tego algo-
rytmu zachodzita przy zalozeniu, ze kolumny macierzy pomiarowej A maja te
samg norme {5. Symulacje pokazuja jednak, ze OMP dziala réwniez dobrze,
gdy normy w kolumnach sa bardzo bliskie, co jest bardziej adekwatne do praw-
dziwych sytuacji z jakimi mozemy si¢ spotka¢. Mozemy réwniez zobaczyé, ze
dzialanie OMP pogarsza si¢, gdy normy kolumn macierzy A s bardziej od sie-
bie oddalone. Jest to zatem dobry algorytm przede wszystkim w rozumowaniach
teoretycznych. [4]

Druga z zachtannych metod (CoSaMP) radzi sobie z wczesniej podanym
problemem algorytmu OMP. Jest ona bardzo przydatna, gdy estymujemy sy-
gnal, znajac warto$¢ rzadkosci s (prawdziwa lub przyblizona). Do opisania tego
algorytmu potrzebujemy jednak wprowadzi¢ odpowiednie oznaczenia.

e H,(z) — najlepsze s-elementowe przyblizenie z € CV

e L, (z) — zbiér indeksow odpowiadajacym s najwiekszym (co do modutu)
elementom z € CV

Inaczej Hy(z) = 21 (z) zatem jest to wektor zawierajacy jedynie s najwick-
szych (co do modutu) elementéw wektora z, a w pozostatych miejscach umiesz-
czamy zera. Formalnie H; opisujemy jako operator hard tresholding (twardego
progowania). Warto zaznaczy¢, ze ten operator moze nie by¢ wyznaczony jedno-
znacznie. Wybieramy wtedy zbior indeksoéw wedlug ustalonej reguly (na przy-
ktad wedlug kolejnosci leksykograficzne;j).

Formalnie algorytm CoSaMP prezentuje sie nastepujaco:
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Wejscie: macierz pomiarowa A, wektor pomiarowy ¥y, poziom
rzadkosci s.
Inicjalizacja: s-rzadki wektor 2° (zazwyczaj 2° = 0).
Iteracje: Powtarzaj nastepujace kroki az do spetnienia konicowego
kryterium przy n = n:

0

yntl = supp(z™) U Los(A*(y — Az™)),

u"t = argmin{||y — Az||2, supp(z) C U™},

l‘"+1 — Hs (un-&-l)'

Wyjscie: s-rzadki wektor 2# = 2"

Thtumaczac intuicyjnie: w pierwszym kroku uwzgledniamy sume nosnika do-
tychczasowego rozwiazania ze zbiorem indekséw odpowiadajacym 2s najwick-
szym niezerowym wspoélczynnikom residuum. Nastepnie patrzymy na wektor
minimalizujacy btad kwadratowy przyblizenia y, ale taki, ktérego wspolrzedne
znajduja sie we wczedniej wyznaczonym zbiorze U. Na koniec wyznaczamy naj-
lepsze s-elementowe przyblizenie wyznaczonego wektora. [1]

Powyzszy algorytm eliminuje gltéwny problem OMP, poniewaz tutaj dzieki
wyborom indekséw z sumy zbioréw, mozemy naprawi¢ btednie dobrane wcze-
$niej indeksy. CoSaMP jest to algorytm stworzony jako pewne rozwiniecie OMP.
Daje on wieksza stabilnosé i jest lepszy do praktycznych zastosowari. [5]

4.3 Metody oparte na progowaniu

W tej sekcji przyjrzymy sie blizej algorytmom wykorzystujacym operator hard
thresholding (twardego progowania) H.

Algorytmy te opieraja sie na przyblizeniu odwrocenia dziatania macierzy A
na rzadkich wektorach przez dzialanie macierzy A*, bedacej jej sprzezeniem her-
mitowskim. Wtedy podstawowy algorytm progowania (basic thresholding, BT)
polega na wyznaczeniu nosnika s-rzadkiego wektora xz € CV, ktéry ma zostaé
odtworzony na podstawie wektora pomiarowego y = Az € C™, jako zbioru
indekséw odpowiadajacych s najwiekszym co do modutu wspoétczynnikom wek-
tora A*y. Nastepnie wyznaczany jest taki wektor o tym nosniku, ktory najlepiej
dopasowuje sie do danych pomiarowych.

Formalnie opisujemy ten algorytm jak ponizej:

Wejscie: macierz pomiarowa A, wektor pomiarowy y, poziom

rzadkosci s.

Instrukcja:

S* = Ly(A*y)
2¥ = argmin{||y — Az||2,supp(z) C S*}.

Wyjscie: s-rzadki wektor z.
Do zapewnienia sukcesu odtworzenia s-rzadkiego wektora uzywajac tego al-
gorytmu mozemy wskazaé nastepujacy konieczny i wystarczajacy warunek.
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Warunek 4.1. Wektor x € CV o nosniku S jest odtworzony z y = Az za
pomocq podstawowego progowania wtedy i tylko wtedy, gdy

in|(A*y); A*y)el.
min (") | > maxx (4"

Bardziej rozbudowanym algorytmem jest iteratywny algorytm z progowa-
niem twardym (iterative hard thresholding, THT). Algorytm ten stuzy do roz-
wigzywania prostokatnego uktadu rownan Az = y, wiedzac, ze rozwigzanie jest
s-rzadkie. Zamiast uktadu prostokatnego rozwiazemy uktad kwadratowy

A*Az = A%y,
ktéry mozna interpretowaé jako rownanie punktu statego
z={Id—A"A)z + A"y,

ktore otrzymaliSmy przez proste przeksztalcenia. Z klasycznych metod iteracji
punktu statego mamy

2"t = (Id — A*A)z™ + A*y.

Poniewaz wiemy, ze celem sa s-rzadkie wektory, w kazdej iteracji zachowujemy
jedynie s najwiekszych co do modutu wspoétezynnikéow wektora

(Id— A*A)a™ + A*y = 2™ + A% (y — Az™).

Taki algorytm przedstawia sie nastepujaco:
Wejscie: macierz pomiarowa A, wektor pomiarowy y, poziom
rzadkosci s.
Inicjalizacja: s-rzadki wektor 20 (zazwyczaj 20 = 0).
Iteracje: Powtarzaj nastepujace kroki az do spelnienia koricowego
kryterium przy n = n:

2" = H (2™ + A*(y — Az™)).

Wyjscie: s-rzadki wektor zf = 2.

Algorytm IHT nie wymaga liczenia zadnych rzutéw ortogonalnych. Gdyby-
$my byli jednak sktonni zaptaci¢ cene takich rzutéw, jak w przypadku algoryt-
mow zachtannych, to mogliby$smy w kazdej iteracji znalezé wektor z tym samym
nosnikiem co ™ *!, ktéry najlepiej pasuje do pomiaréw. Takie podejscie pro-
wadzi do algorytmu poszukiwania z progowaniem twardym (hard thresholding
pursuit, HTP) opisanego ponizej:
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Wejscie: macierz pomiarowa A, wektor pomiarowy ¥y, poziom
rzadkosci s.
Inicjalizacja: s-rzadki wektor 2° (zazwyczaj 2° = 0).
Iteracje: Powtarzaj nastepujace kroki az do spetnienia konicowego
kryterium przy n = n:

0

Sl = L (2™ 4+ A*(y — Az™)),
2" = argmin{||y — Az||2,supp(z) € S"'}.

Wyjscie: s-rzadki wektor zf = 2.

Jesli chodzi o wyznaczenie lub poréwnanie wydajnosci powyzszych trzech
algorytmow, czyli ich sukcesu odtworzenia szukanego wektora oraz czasu dzia-
tania, to nalezatoby to sprawdzié¢ przy pomocy testéw numerycznych. Bez nich
jestesmy jednak w stanie podaé¢ ogdlne ramy spodziewanych wynikéw.

Dla matych s algorytm HTP jest szybki, poniewaz kazda iteracja oblicza rzut
ortogonalny wzgledem macierzy Ag, gdzie S C [N] jest zbiorem o niewielkiej
liczbie elementéw. Liczba iteracji moze by¢ raczej niezalezna od s. Rzadkosé
s nie ma natomiast praktycznie zadnego znaczacego wplywu na czas dzialania
algorytmu IHT.

Algorytm BT jest najszybszy sposrod wszystkich algorytmow, poniewaz wy-
znacza nosnik wektora juz w jednym kroku, ale jego skutecznosé odtwarzania
jest zazwyczaj znacznie gorsza niz dla pozostatych metod. [1]

5 Przyklady zastosowania

5.1 Obrazowanie fotoakustyczne

Obrazowanie fotoakustyczne (PAI) jest wykorzystywane w celach biomedycz-
nych takich jak: diagnostyka nowotworéw, choréb uktadu krazeniowo-naczyniowego
czy wykrycie urazéw moézgu. Jest to technika hybrydowa laczaca w sobie zalety
obrazowania akustycznego i optycznego. PAI polega na naswietlaniu substan-
cji/tkanki laserem, nastepnie naswietlona powierzchnia oraz jej otoczenie absor-
buje energie, konwertujac ja w ciepto. To powoduje zmiany ci$nienia, ktore za-
poczatkowuja powstanie i rozprzestrzenianie sie fali akustycznej. Wykrycie tego
fotoakustycznego sygnatu pozwala na rekonstrukcje obrazéw naswietlanych re-
gionéw. Jednak obrazowanie fotoakustyczne posiada pewne ograniczenia, a w ich
przezwyciezeniu moze pomoc wykorzystanie compressed sensing (CS). Jednym
z probleméw w trakcie obrazowania tkanek jest ograniczony kat widzenia, co
czesto uniemozliwia otrzymanie 360° pokrycia. W ten sposéb otrzymujemy nie-
pelna informacje, co skutkuje pogorszeniem jakosci i trafnosci. Wykorzystanie
CS prowadzi do rekonstrukcji sygnatu i poprawy jakosci obrazowania. Kolej-
nym problemem jest brak mozliwosci obrazowania w czasie rzeczywistym. Jest
to spowodowane duza iloScia informacji, ktorej przetworzenie jest bardzo cza-
sochtonne. Uzycie CS moze przyspieszy¢ procesowanie sygnalu, a co za tym
idzie szybsze otrzymanie pozadanych wynikéw. Co wiecej, CS moze pozwolié
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zaoszczedzié srodki na sprzet i przestrzen do przechowywania informacji. CS
wymaga duzo mniej punktéw probkowania, co powoduje redukcje potrzebnego
sprzetu. Mniejsza objetos¢ informacji zaoszczedza przestrzen i obniza koszty
operacyjne systemoéw PAIL. Ostatecznie CS poprawia jakosé i trafnosé obrazowa-
nia fotoakustycznego, poniewaz moze przywrocié¢ sygnaly o wysokiej jakosci za
pomoca algorytmoéw optymalizacyjnych. Poprawa trafnosci powoduje wieksza
wiarygodnos$é wynikow.[6]

5.2 Rezonans magnetyczny

Rezonans magnetyczny (MRI) jest rowniez wykorzystywany w medycynie do
obrazowania moézgu, naczyii krwionosnych, serca i wielu innych narzadéw. Wy-
korzystujac tradycyjne podejscie potrzebne jest bardzo duzo czasu, aby otrzy-
maé obrazy o wysokiej rozdzielczosci, co czesto bywa nierealistyczne w réznych
sytuacjach klinicznych. MRI polega na interakcji protonéw wodoru zawartych
w czasteczkach wody w ciele z silnym polem magnetycznym. Statyczne pole
magnetyczne polaryzuje spin (moment pedu) protonow, co powoduje powstanie
momentu magnetycznego. Zastosowanie dodatkowego wzbudzenia o czestotli-
wosci radiowej powoduje powstanie magnetyzacji poprzecznej do statycznego
pola. Powstale pole elektromagnetyczne jest wykrywane za pomoca sensorow.
Magnetyzacja poprzeczna zalezy od fizycznych wlasciwosci tkanki np. gestosci
protonowej, a to pozwala na rekonstrukcje obrazu tkanek za pomoca mierzonego
sygnatu. W ujeciu matematycznym mozna to przedstawié¢ w nastepujacy sposob:

Poprzeczna magnetyzacja:
X(2) = [X(2)le™ 40

gdzie z € R3, | X (2)| to magnituda, a ¢(z) to faza. Dodatkowe prawdopodobnie
zalezne od czasu pole magnetyczne jest zaprojektowane tak, aby zalezato liniowo
od pozycji, a co za tym idzie nazywane jest polem gradientowym. Oznaczajac
przez G € R? gradient, funkcja pozycji wyglada nastepujaco:

w(z) = k(B + (G,z2)),z € R?
gdzie B to sita pola statycznego, a k to stala fizyczna. Wraz z gradientem

zaleznym od czasu G = G(t), t € [0,T], faza magnetyczna: ¢(z) = ¢(z,t) jest
calka:

o(z,t) = 277/{/0 G(r) - zdr

gdy t = 0 odpowiada to czasowi wzbudzenia czestotliwosci radiowej. Wprowa-
dzajac funkcje k : [0, T] — R3 za pomoca:

k(t) = H/o G(u)du
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Nalezy pocatkowaé po catej objetosci przestrzennej i dokonaé pomiaru sy-

gnatu:
F@) = | 1X()|e ™M= dz = F(IX])(k(t)
R3

gdzie F(|X])(§) = [gs | X (2)le™>™¢Zdz opisuje 3-wymiarows trnasformate Fo-
uriera wartosci bezwzglednej | X | magnetyzacji. Mozliwy jest rowniez pomiar 2-
wymiarowych platéow probek, wtedy transformata 3-wymiarowa zamieniana jest
na 2-wymiarows. Powtarzajac wzbudzenia kilkoma réznymi czestotliwosciami
radiowymi z réznymi parametrami, otrzymujemy probki transformaty Fouriera
dla M (obrazu) z odpowiednio kilkoma krzywymi: ki, ko, ...,k € R3. Wyma-
gany czas pomiaru jest proporcjonalny do liczby krzywych (L) i optymalnym
jest praca z minimalng liczba L. Naturalna dyskretyzacja reprezentuje kazdy
element objetosci lub przestrzeni (w przypadku pomiaréw 2-wymiarowych) od-
powiednio za pomoca pojedynczego woksela lub piksela, dzieki temu magne-
tyzacja |X| przyjmuje posta¢ skoniczonego wektora X € RYM. Nalezy rowniez
dokonaé¢ dyskretyzacji krzywych ki, ko, ..., kr, wtedy zmierzone dane staja sie
3-wymiarowg dyskretng transformata Fouriera dla x:

(Fx)p = lee”’”'k'l/M, ke [M]?
le@
Niech K C [M]?® = Q, gdzie moc K jest réwna m, opisuje zbior dyskretnej
przestrzeni czestotliwosci @, pokrytej trajektoriami kq, ko, ..., k. Wtedy wektor
y (odbierany sygnal) odpowiada:

y= RyFzx = Ax

gdzie Ry jest liniowym odwzorowaniem, ktére ogranicza wektor indeksowany
przez Q do jego wspoétrzednych o indeksach nalezacych do K.

Wyzwaniem jest ustalenie dobrego zbioru probek K o matej mocy m, zapew-
niajac tym samym odtwarzalnos¢ "rzadkich" obrazow x. W praktyce zbiory K
sa wyznaczane empirycznie. Jednym ze sposobdéw jest wybranie réwnoleglych
trajektorii w R3, ktorych przeciecie z pewna plaszczyzna wspolrzednych jest
wybierane losowo.[1] [7]

Obrazy MRI zazwyczaj nie sa "rzadkie" w swojej oryginalnej przestrzennej
dziedzinie, aby zastosowa¢ CS potrzebna jest transformacja w takie domeny
jak: oscylacja falowa czy Fourier. To oznacza, ze wiekszosé sygnalow energii jest
skoncentrowanych na kilku znaczacych wspoétczynnikach, a reszta jest bliska zero
lub nieistotna.

W konwencjonalnym MRI przestrzen k-wymiarowa jest probkowana w jedno-
litej siatce. Natomiast CS MRI uzywa pseudolosowych schematéw probkowania
badZ o zmiennej gestosci, w szczegélnosci pomijajac komponenty o wysokiej
czestotliwodci, zachowujac przy tym centralne k-wymiarowe regiony o niskiej
czestotliwosci.

Rekonstrukcja CS MRI wymaga rozwigzania problemu optymalizacji mo-
zliwie "najrzadszego" obrazu spOjnego z danymi. Zazwycza] wykorzystywana
jest:
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e minimalizacja normy ¢1: promuje "rzadkos¢",

e minimalizacja normy /5: zapewnia spojnosé¢ z danymi. 8]

5.3 Radar

Antena wysyla specjalnie zaprojektowang fale elektromagnetyczng - impuls ra-
darowy, ktory jest rozpraszany na obiekty w najblizszym otoczeniu, np. samo-
loty. Antena odbierajaca mierzy sygnat elektromagnetyczny powstaty po odbi-
ciu sie fal od tych obiektow. Bazujac na czasie opdznienia otrzymanego sygnatu
mozna ustali¢ odlegtos¢ obiektow oraz z wykorzystaniem efektu Dopplera row-
niez ich predkosé. Ponizej opisze prosty model o skoniczonym wymiarze:

B = Z kaTle
(k,1)€[m]?

gdzie translacja odpowiada za op6Znienie, model modulacji odpowiada za efekt
Dopplera, a wektor = x3,; to odbierany sygnat. Niezerowe rekordy zj; poja-
wiaja sie wtedy, gdy w otoczeniu pojawia si¢ obiekt w odlegtosci i o predkosci
zgodnej z translacja T} 1 modulacja M;. Tylko nieliczne obiekty sa obecne w ba-
danym otoczeniu, co skutkuje "rzadkoscia" wspotczynnikow wektora x. Celem
jest ustalenie wektora x. Odbierany sygnal dany jest nastepujacym wzorem:

y=Bg= Y apTkMg=Ag
(k,1)€[m]?

gdzie g € C™, m? kolumn macierzy pomiarowej A, € Ccmxm? jest dane przez
T Mg i (k‘,l) S [m]2
Do rekonstrukeji wektora  wykorzystywane sa algorytmy minimalizacji ¢;.
Istotne jest, aby dobra¢ odpowiednie sekwencje impulséw radiowych g € C™,
ktore pozwola pozniej odtworzyé wektor x z y = Bg. Popularnym wyborem jest
wektor Alltop (deterministyczny):
g = 627ril3/m
gdzie | € [m] oraz m > 5.

Alternatywa jest wektor Bernoulliego.[1]
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