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1 Wstep

W 1963 Edward Lorenz stworzyl nieliniowy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, jako uproszczony model
konwekeji w atmosferze [[] (uproszczona wersje wezesniejszego modelu Saltzmana [2]). Lorenz zauwazyl, ze dla
pewnych wartosci parametréw rozwiazania tego uktadu zachowuja sie w sposéb chaotyczny. Uklad ten okazal sie
by¢ jednym z najprostszych uktadéw przejawiajacych chaos. Badania Lorenza przyczynily sie mocno do rozwoju
poczatkujacej wowczas jeszcze teorii chaosu i jego uklad stal sie jednym z najbardziej klasycznych przyktadéow
ukladu chaotycznego. Poza meteorologia uklad znalaz! zastosowanie w modelowaniu obwodéw elektrycznych [3],
laseréw [4], pradnic [5], reakeji chemicznych [6], w kryptografii ([[7], patrz réwniez B.4), czy nawet w neurobiologii
[8]. Niniejszy projekt ma na celu przedstawienie og6lnego wprowadzenia do uktadu Lorenza. Zostanie poruszona
kwestia genezy jego konstrukcji, aspekt fizyczny oraz formalny opis matematyczny, a takze analiza stabilnosci
oraz pokazanie warunkéw istnienia i wlasnoéci atraktora. Calo$¢ dopelni przeprowadzona symulacja oraz czesé
poswiecona synchronizacji dwéch uktaddw.

2 Aspekt historyczny

Edward Norton Lorenz zyjacy w latach od 1917 do 2008, byl amerykanskim matematykiem i meteorologiem
oraz profesorem na MIT, czyli Massachusetts Institute of Technology — jednej z najbardziej prestizowych i
najlepszych szkél technicznych na $wiecie, zlokalizowanej w Cambridge, gdzie w roku 1948 uzyskal stopien
doktora, a p6zniej piastowal przez dekady stanowisko profesora i szefa Departamentu Meteorologii. Wezeéniej,
podczas II wojny $wiatowej, stuzyl jako synoptyk w silach powietrznych USA co zmusilo go do porzucenia
czystej teorii na rzecz praktycznego przewidywania pogody. Kojarzony jest przede wszystkim z badaniami na
temat pogodny, jednak jego praca podlozyla fundamenty pod dynamike nieliniowa i teorie chaosu, wplywajac
miedzy innymi na biologie czy ekonomie.

2.1 Model konwekcji atmosferycznej

Zima 1961 roku Lorenz pracowal nad modelem konwekeji atmosferycznej (czyli ruchem powietrza wywolanym
réznicami gestosci, w ktorym cieplejsze i 1zejsze powietrze unosi sie do goéry, a chlodniejsze i gestsze opada
na dot), opartym na 12 réwnaniach. Model opisywal zachowanie plynu w zamknigetym pierécieniu, ktéry byl
podgrzewany nieréwnomiernie co miato symulowa¢ uproszczona cyrkulacje atmosferyczna miedzy rownikiem a
biegunem na obracajacej sie planecie. Kluczowymi zjawiskami, ktore byly uwzgledniane w modelu, byly:

o Cyrkulacja potudnikowa, czyli ruch powietrza od cieptego rownika do zimnego bieguna;

o Efekt Coriolisa — wplyw obrotu planety na kierunek wiatru;

o Fale Rossbyego odpowiadajace za zmiany pogody w skali kontynentalnej;

o Wymiana energii — jak ciepto jest transportowane przez wiatr i jak tarcie hamuje ten ruch.

Lorenz stosowal technike zwang szeregami Fouriera i zalozyl, ze stan atmosfery mozna opisa¢ jako sume kilku
nakladajacych sie na siebie fal (oscylacji). Efektem bylo 12 polaczonych nieliniowych réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. Model ten do dzisiaj jest uzywany w celach dydaktycznych.

Lorenz pracowal nad modelem na swoim komputerze Royal McBee LGP-30, ktéry posiadat zaledwie 16 ki-
lobajtéw pamieci. Chcial przyjrzeé sie blizej konkretnemu fragmentowi swojej symulacji, ktéra przeprowadzit
wczesniej, jednak dla zaoszczedzenia czasu, jako warunki poczatkowe nowej sesji, wpisal dane wyjsciowe z po-
przedniego wydruku. Moc obliczeniowa procesora pozwalata na dokladno$é do 6 miejsca po przecinku. Dla
zmiennej odpowiadajacej za intensywnos¢ pradéow konwekcyjnych, Lorenz zamiast wartosci 0.506127 postano-
wil wpisa¢ uznana za wystarczajaca liczbe 0.506. W tamtych czasach panowalo bowiem przekonanie ze skoro
btad na wejsciu jest nieistotny, to blad na wyjsciu réwniez bedzie pomijalny. Po powrocie z przerwy na kawe,
Lorenz zastal wynik, ktérego sie nie spodziewal, a mianowicie, poczatkowo obie linie pokrywaly si¢, natomiast po
krétkim czasie zaczely sie od siebie oddalaé ostatecznie pokazujac zupelnie réznie stany pogodowe. Poczatkowo
matematyk podejrzewal awarie komputera jednak po serii testow doznal ol$nienia, ze system byl nieliniowy, co
oznaczalo, ze w pewnych uktadach najmniejsze zaburzenie ulega wykladniczemu wzmocnieniu. Po tym odkryciu,
checac zrozumieé istote chaosu, zaczatl model 12 réwnan stopniowo upraszczaé tak aby system w dalszym ciaggu
zachowywal si¢ nieprzewidywalnie. Ostatecznym wnioskiem okazatl si¢ fakt ze wystarcza tylko trzy zmienne: x,
y, z, aby stworzy¢ uktad, ktérego nie a sie przewidzie¢. W 1963 roku Edward Lorenz opublikowal swoja prace
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»Deterministic Nonperiodic Flow” [}, w ktérej opisal stynny model z 3 réwnaniami, ktéry zamiast dazy¢ do
stabilnego punktu lub cyklu, krazyt wokoét dziwnego ksztaltu przypominajacego motyla. Ksztalt wykresu tego
ukladu przyczynil sie rowniez do powstania znanego dzisiaj sformutowania, ktére padlo na wykladzie Lorenza
w 1972 roku, a mianowicie: ,,Czy trzepot skrzydel motyla w Brazylii moze wywolaé tornado w Teksasie?”.

3 Aspekt Fizyczny — Mechanizm Konwekcji Rayleigha-Bénarda

Zanim przejdziemy do formalnego zapisu matematycznego, musimy precyzyjnie zdefiniowaé¢ laboratorium fi-
zyczne, w ktérym narodzil sie uklad Lorenza. Zjawiskiem bazowym jest tu tzw. konwekcja Rayleigha-Bénarda,
czyli zachowanie niestabilnej termicznie warstwy ptynu (cieczy lub gazu) poddanej dziataniu zewnetrznego pola
grawitacyjnego.

Wyobrazmy sobie nieskoriczona, pozioma warstwe plynu o stalej grubosci (wysokosci) oznaczanej jako H. War-
stwa ta znajduje sie pomiedzy dwiema sztywnymi plytami: Dolna plyta (z = 0) jest stale podgrzewana i
utrzymuje wysoka temperature Ty + AT. Gérna plyta (z = H) jest stale chlodzona i utrzymuje nizsza tempera-
ture Tp. W ukladzie tym dziala jednorodne pole grawitacyjne skierowane pionowo w dél, reprezentowane przez
przyspieszenie ziemskie g.

Gdy réznica temperatur AT jest bliska zeru, w ukladzie panuje idealna réwnowaga dynamiczna. Cieplo z
dolnej plyty jest transportowane ku gérze wylacznie na drodze przewodnictwa termicznego (dyfuzji). Molekuly
plynu drgaja, przekazujac sobie energie kinetyczna, ale makroskopowo plyn pozostaje w absolutnym bezruchu.
Profil temperatury w pionie jest wtedy idealnie liniowy. Sytuacja zmienia sie dramatycznie, gdy zaczynamy
zwigkszaé AT. Cieplejszy plyn przy dolnej plycie rozszerza si¢ termicznie. Zgodnie z prawami termodynamiki,
jego gestosé maleje. Nad nim znajduje sie plyn chlodniejszy, a wiec gestszy i cigzszy. Pojawia sie sila wyporu (sila
Archimedesa), ktéra probuje wypchnaé ciepty plyn ku gérze, a zimny $ciagnaé na dét. Tej rewolucji strukturalnej
sprzeciwiaja sie jednak dwie sity ttumiace:

o Lepko$é plynu (v): Wewnetrzne tarcie czasteczkowe, ktore dziata jak hamulec dla jakichkolwiek ruchéw
makroskopowych.

o Dyfuzyjno$é termiczna (k): Zdolnosé pltynu do szybkiego wyréwnywania temperatur. Jesli cieply ele-
ment pltynu unosi sie zbyt wolno, odda swoje ciepto otoczeniu, zanim dotrze na gére, tracac tym samym
site wyporu.

Aby opisaé ten konflikt sil bez odwolywania si¢ do konkretnych substancji (czy badamy wode, olej, czy po-
wietrze), fizyka plynéw postuguje sie dwiema kluczowymi liczbami, ktére Lorenz zaimplementowal do swojego
modelu:
Liczba Prandtla (o lub Pr):

v

Pr= p (3.1)

Definiuje ona stosunek lepkosci kinematycznej (dyfuzji pedu) do dyfuzyjnosci termicznej. Méwi nam, co w
danym plynie rozchodzi si¢ szybciej: impuls ruchu czy temperatura. Dla powietrza o ~ 0.7, dla wody ~ 7, a dla
lepkich olejéw moze wynosi¢ tysiace.

Liczba Rayleigha (Ra):
_ gaAT H?
N VK

Ra (3.2)

(gdzie a to wspolezynnik rozszerzalnosci termicznej). Jest to najwazniejszy parametr kontrolny. Reprezentuje
on stosunek sil wyporu (dazacych do wywolania destabilizacji) do sil ttumiacych (lepkosci i dyfuzji).Gdy liczba
Rayleigha przekroczy wartosé krytyczna (Ra.), przewodnictwo cieplne przestaje wystarczaé. Uklad gwaltownie
lamie symetrie i organizuje sie w regularne, wirujace struktury geometryczne — rolki konwekcyjne (komorki
Bénarda). Plyn unosi si¢ w jednym pasie, schladza pod gérna plyta, po czym opada w pasie sasiednim, tworzac
zamkniete petle cyrkulacyjne.
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4 Wyprowadzenie uktadu Lorenza

Redukcja ciaglych réwnan fizycznych do ukladu trzech zmiennych Lorenza wymaga zastosowania aparatu hy-
drodynamiki.

Punktem wyjscia sa fundamentalne réwnania mechaniki ptynéw: réwnanie Naviera-Stokesa (zachowanie pedu),
réwnanie ciagloéci (zachowanie masy) oraz réwnanie transportu ciepla. Stosujac tzw. przyblizenie Boussinesqa
(zakladajace, ze zmiany gestosci plynu sg pomijalne wszedzie poza czlonem generujacym sile wyporu w polu
grawitacyjnym), réwnania dla dwuwymiarowego przeplywu przybieraja postaé:

o, O, V) 4 or
—V Y= o) +vV 1/J+ga% (4.1a)
or _ _dwT) AT 9y + Kk V2T (4.1b)

ot~ (x,2)  H oz

Operatory rézniczkowe:

%, 8%’ % — pochodne czastkowe po czasie t oraz wspdlrzednych przestrzennych: poziomej = i pionowej z.

« V2 - operator Laplace’a (laplasjan). W dwéch wymiarach to suma drugich pochodnych czastkowych:

0? 0?
2 _
V=2 T oz (42)
Mierzy lokalng niejednorodnosé pola.

« V% - bilaplasjan, czyli dwukrotny laplasjan V2(V?). Rozpisany na pochodne czastkowe wyglada naste-

pujaco:
o* ot ot
Vi= 42—+ 4.3
Ox? + 022022 + 024 (43)
Odpowiada on za silne rozpraszanie (wygladzanie) malych wiréw przez lepkosé.
. %(é B)) — jakobian dwdéch funkcji. To wyznacznik macierzy pochodnych czastkowych:
d(A, B) 94 9A 0A 0B 0A 0B
= det T z - __ 4.4
Oz, z) (‘ZE % Or 0z 0z Ox (44)

W fizyce ptynéw ten nieliniowy czlon opisuje adwekcje, czyli sytuacje, w ktorej poruszajacy sie pltyn sam
ze soba przenosi ped lub ciepto.
Pola fizyczne (funkcje zmiennych z, z,t):
e Y(z,z,t) — funkcja pradu. Pozwala opisa¢ dwuwymiarowa predkosé plynu za pomoca jednej funkcji. Jej
pochodne definiuja skladowe predkosci: pozioma u = —a—f oraz pionowa w = 3.
e T(x,z,t) — pole temperatury w plynie.
Stale i parametry fizyczne:
o v — wspblezynnik lepkosci kinematycznej (odpowiada za ,tarcie” wewnetrzne plynu).
o Kk — wspoélezynnik dyfuzyjnosci termicznej (zdolno$é do przewodzenia ciepla).
e g — przyspieszenie ziemskie.
e« — wspdlezynnik rozszerzalnosci termicznej (okresla, jak bardzo plyn rzednie, gdy go podgrzewamy).

Lorenz, idac Sladem Saltzmana [2], postanowil zbadaé stan ukladu tuz po przekroczeniu progu stabilnosci.
Zamiast rozwiazywacé te potezne réwnania czastkowe dla kazdego punktu przestrzeni, zastosowal metode Galer-
kina. Polega ona na przedstawieniu nieznanych pdl fizycznych (i) oraz profilu temperatury) w postaci szeregdéw
nieskoniczonych funkcji trygonometrycznych (szeregu Fouriera), a nastepnie radykalnym odcieciu wigkszosci wy-
razéw. Dla pierwszej, najsilniejszej modyfikacji przestrzennej uktadu, Lorenz przyjal nastepujacy zestaw trzech
modéw falowych:
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Dla funkcji pradu (ruch ptynu):

U(z,2,t) = V2k (a4 a1 X(1) sin(%) sin(%z) (4.5)

o X(t) — amplituda pradu konwekcyjnego. Okresla szybkosé i kierunek obrotu komérki konwekcyjnej.
e H — wysoko$¢ warstwy plynu (stala).
e a — parametr geometrii komorki (stosunek jej szerokosci do wysokosci).

Dla zaburzen temperatury:

Z powodu ruchu ptynu, pole temperatury T zostaje rozbite na dwa elementy: sktadowa odpowiedzialng za
pozioma réznice temperatur miedzy pradem wznoszacym a opadajacym (zmienna Y) oraz skladowa opisujaca
nieliniowe znieksztalcenie pionowego profilu temperatury (zmienna 7).

5T (z, 2,1) = % <\/§Y(t) cos(%x) sin(%) — Z(t) sin<217f>> (4.6)

e 0T(x,z,t) — zaburzenie temperatury.

e Y(t) — zmienna proporcjonalna do poziomej réznicy temperatur miedzy pradem wznoszacym a opa-
dajacym.

e Z(t) — zmienna opisujaca nieliniowe znieksztalcenie pionowego profilu temperatury.
o AT — stala réznica temperatur miedzy dolng a gérna granica plynu.

e 7 = Ra/Ra. — zredukowana liczba Rayleigha. Jesli » > 1, uklad przekracza prég stabilnosci i plyn
zaczyna krazy¢, tworzac tzw. komérki Rayleigha-Bénarda.

Podstawiajac powyzsze przyblizenia do wyjsciowych rownan rézniczkowych czastkowych Boussinesqa i wyko-
rzystujac wlasno$é ortogonalnosei funkceji sinus i cosinus (caltkowanie po calej objetoéci komérki konwekceyjnej
powoduje wyzerowanie si¢ wyzszych harmonicznych), Lorenz wyeliminowal catkowicie zaleznosci od wspolrzed-
nych przestrzennych x oraz z. W wyniku tego usrednienia przestrzennego, skomplikowane i ciagle pole hydro-
dynamiczne zostalo zredukowane do trajektorii pojedynczego punktu (z,y, z) w abstrakcyjnej, tréjwymiarowej
przestrzeni fazowej. Po ostatecznym wprowadzeniu bezwymiarowej skali czasowej 7 = 72 H~2 (1 + a?) k t oraz
zdefiniowaniu geometrycznego parametru ttumienia jako b = 4 (1 + a?)~!, nieliniowe sprzezenia miedzy trans-
portem pedu a temperatura zaowocowaly zamknietym, zwartym ukladem trzech deterministycznych réwnan
rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Ostateczny uklad Lorenza prezentuje sie¢ wiec nastepujaco:

dx
_— = — 4~
Lol (4.72)
dy

= — — 4-
g =tz —y (4.7b)
dz
3 = %Y bz (4.7¢)

5 Analiza stabilnosci

Przeprowadzimy teraz formalng analize stabilnosci punktéw stacjonarnych uktadu. Na poczatek przypomnijmy
kilka definicji zwiazanych z réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi:

5.1 Uklady autonomiczne

Rozwazamy autonomiczny uklad rownan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu, czyli uklad n réwnan
postaci

wi(t) = fi(ur(t),uz(t), .., un(t)), (5.1)

dla pewnych funkeji ciaglych f; : R* S R, i niewiadomych u; € C'(R), gdzie i € [n]. Zazwyczaj bedzie
nas interesowalo zachowanie rozwiazan takiego ukladu dla ¢ € [ty ;00), gdzie to jest jakim$ rzeczywistym cza-
sem poczatkowym, dla ktérego zadany jest stan poczatkowy ukladu w;(tg) = ug; € R. Warto wspomnieé, ze
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wprowadzajac nowe zmienne, mozna kazdy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych sprowadzi¢ do uktadu
autonomicznego pierwszego rzedu. Uktad (@) mozna przedstawic¢ prosciej w postaci wektorowej

u = f(u), (5.2)

gdzie w(t) = (u1(t),...,un(t))" oraz f(u) = (fi(u),..., fo(u)) . Sprowadziliémy wiec uklad n réwnai do
jednego réwnania, w ktérym funkcje maja postaé¢ wektorowa: f : R™ £ R™ oraz u € CI(R, R™). Notacja ta jest
zazwyczaj wygodniejsza, wiec wiekszosé definicji bedziemy opieraé¢ na niej.

W analizie takich ukladéw bardzo przydatne jest pojecie przestrzeni fazowej. Jest to po prostu przeciw-
dziedzina funkcji w, czyli przestrzen R", w ktérej kazdy punkt przedstawia pewien stan, w ktorym moze sie
znalezé uktad. Dla warunkéw poczatkowych w(0) = wp trajektoria rozwiazania, bedziemy nazywaé krzywa
w przestrzeni fazowej, po ktérej bedzie si¢ ono poruszaé, czyli formalnie obraz imwu. Oczywiscie krzywe te
sa klasy C'. Okazuje sie, ze przy doéé¢ lagodnych zalozeniach, trajektorie s jednoznaczne. Méwi o tym pod-
stawowe twierdzenie z wykladu z rownan rézniczkowych, sformutowane tutaj w prostszej formie dla ukladéw
autonomicznych.

Twierdzenie 5.1 (Picard-Lindel6f dla ukladu autonomicznego) Niech ¢y € R oraz ug € R™. Wowczas
jesli funkcja f spelnia warunek Lipschitza na pewnym otoczeniu punktu wg, to dla warunkéw poczatkowych
u(to) = uo uklad (p.9) ma jednoznaczne rozwiagzanie na przedziale [to — € ;to + €] dla pewnego € > 0.

Zatem wszedzie, gdzie funkcja f jest lokalnie Lipschitzowska, trajektorie nie moga si¢ przecinaé¢. Moga jednak
dazy¢ do tej samej granicy, gdy ¢ — oo. Przy badaniu réwnan rézniczkowych bardzo istotne jest, jak zachowuja
sie poczatkowo bliskie sobie trajektorie:

Definicja 5.2 (Stabilnos$é rozwigzania) Niech u bedzie rozwiazaniem ukladu (@) przy warunkach poczat-
kowych u(ty) = ug. Rozwiazanie to nazywamy

« stabilnym w sensie Lapunowa, jesli dla dowolnego € > 0 istnieje > 0, taka ze dla dowolnego rozwiazania
spelniajacego |u(tg) — u(to)| < § zachodzi |u(t) — u(t)| < e dla wszystkich ¢ > ¢y (dla bliskich warunkéw
poczatkowych rozwiazania pozostaja blisko);

e asymptotycznie stabilnym, jesli jest stabilne w sensie Lapunowa oraz dodatkowo istnieje § > 0, taka ze dla
dowolnego rozwiazania @ spelniajacego | (to) — w(to)| < ¢ zachodzi lim;_, oo |w(t) — u(t)| = 0 (dla bliskich
warunkéw poczatkowych rozwiazania zbiegaja do siebie).

Zdefiniujemy teraz pewne szczegdlne punkty:

Definicja 5.3 Punkt u, € R" nazywamy stanem (punktem) stacjonarnym ukladu (@)7 jesli jest miejscem
zerowym funkcji f. Wéwczas dla warunkéw poczatkowych u(tg) = u. mamy v/ (t) = f(u.) = 0, czyli funkcja
stale réwna wu. jest rozwiazaniem ukladu. Trajektoria tego rozwiazania jest punkt u, € R™.

Stabilno$¢ punktéw stacjonarnych mozna wzglednie prosto ustalié, stosujac zabieg zwany linearyzacja.

5.2 Linearyzacja ukladéw autonomicznych
Najprostszym rodzajem ukladéw autonomicznych jest uktad liniowy:

Definicja 5.4 Uklad liniowy to uklad postaci
u = Au, (5.3)
gdzie A jest macierza o wspélczynnikach rzeczywistych.

Taki uklad mozna rozwiazaé w sposéb jawny. Jego rozwiazanie dla u(0) = ug to u(t) = ug exp(At). Stabilnosé
takiego ukladu jest wiec prosto zbadac:

Twierdzenie 5.5 Jesli macierz A nie ma zerowych wartoéci wlasnych, to jedynym stanem stacjonarnym jest
punkt 0. Stan ten jest

o niestabilny, gdy macierz A ma co najmniej jedna wartos¢ wlasna o dodatniej czesci rzeczywistej;
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« asymptotycznie stabilny, gdy wszystkie wartoéci wlasne macierzy A maja ujemna czesé rzeczywista.

Okazuje sie, ze analiza stabilno$ci ukladow liniowych, moze nam poméc w_analizie stabilnosci bardziej skompli-
kowanych ukladéw. Wracamy wiec do ogdlnego ukladu autonomicznego (b.9). Od teraz bedziemy zakladaé, ze
funkcja f jest klasy C'(R™), czyli wszystkie jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu istniejq i sa ciagle. Funkcja
klasy Cl(R") jest lokalnie Lipschitzowska. wiec spelnia warunki twierdzenia Picarda-Lindel6fa na calym R™.
Rozwazmy teraz rozwiazanie u uktadu (@) przy warunkach poczatkowych wu(ty) = u oraz rozwiazanie u + h
przy malym zaburzeniu h(tg) = ho. Wowczas, pdki h(t) jest male, mamy

(u+h) = flu+h) = f(u) +Df(u)h, (5.4)

gdzie
afi
Df ( ) 5.5
(u) o, (u) it (5.5)

jest macierza pochodnych (jakobianem) funkcji f. Dla dowolnego rozwiazania u wzér ten nie jest zbyt przydatny,
gdyz wielkosci f(w) oraz Df(u) zmieniaja sie w czasie. biorac jednak rozwiazanie stacjonarne w.(t) = wu.
otrzymujemy

(us + h)' = f(u,) + Df(u,) h =Df(u,)h. (5.6)

Wokot punktu stacjonarnego, rozwiazania modeluja sie wiec lokalnie za pomoca ukladu liniowego. Jest to
sformalizowane w ponizszym twierdzeniu podawanym na wykladzie z réwnan rézniczkowych:

Twierdzenie 5.6 (Hartman-Grobman) Zalézmy, ze uklad (@) ma hiperboliczny stan stacjonarny, to zna-
czy stan stacjonarny w., taki ze jakobian Df(u.) nie ma zerowej wartosci wlasnej. Wéwezas uklad ten jest
topologicznie sprzezony do uktadu w' = D f(u,)u na pewnym otoczeniu punktu ..

Topologiczna sprzezono$é oznacza tu luzno, ze trajektorie zachowuja sie podobnie (z doktadnoscia do homeomor-
fizmu) w otoczeniu obu punktéw stacjonarnych. Takie przyblizenie ukladu autonomicznego przez uklad liniowy
nazywamy linearyzacja uktadu. Wszystkie te rozwazania prowadza do ostatecznego wniosku, sformutowanego
tutaj jako twierdzenie:

Twierdzenie 5.7 Jesli uktad (@) ma hiperboliczny stan stacjonarny w., to jest on
« niestabilny, gdy jakobian D f(wu.) ma co najmniej jedna wartos¢ wlasna o dodatniej czesci rzeczywistej;

 asymptotycznie stabilny, gdy wszystkie wartosci wlasne macierzy D f(u.) maja ujemna czes¢ rzeczywista.

5.3 Wstepna analiza ukladu Lorenza

Przypomnijmy uklad Lorenza

¥ =0(y—x), (5.7a)
Yy =z(r—2z)—uy, (5.7b)
Z=xzy—bz. (5.7¢)

Odnosnie stalych r, o, b zakladamy jedynie, ze sa one dodatnie. Uktad mozemy zapisa¢ w postaci wektorowej

!

x o(y—x) x
y| =|zr—2)-y| =TFlv]| (5-8)
z zy—bz z

Bedziemy oznaczali w(t) = (2(t),y(t), 2(t)) . Oczywiscie f € C™ (R?), wiec spelnia réwniez lokalny warunek
Lipschitza. Zatem z twierdzenia Picarda-Lindelofa uklad (p.7) ma jednoznaczne rozwiazania dla dowolnych
warunkéw poczatkowych.

Jakobian funkcji f w punkcie u = (z, y, z)T réwny jest

x -0 o 0
Dfly|l=[|r—2 -1 —-z|. (5.9)
z y r —b
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5.4 Punkty stacjonarne

Szukamy punktéw (x., Y., z*)T, takich ze

2, =0 (ys — 1) =0, (5.10a)
Yo = 2w (r — 24) —ys =0, (5.10b)
2L =2y — bz =0, (5.10¢)
Z réwnania () mamy 4, = T,. Wéwczas z () mamy z, = b~ ! 22. Podstawiajac do () otrzymujemy
z, (r—=1-b"'22)=0. (5.11)

W zalezno$ci od r sa wiec dwie mozliwosci:
e Jesli r < 1, to jedynym punktem stacjonarnym jest O.

o Jesli r > 1, to mamy trzy punkty stacjonarne:

Tt +/b(r—1)
Uy =0 oraz Usp = (Yt | = | £/b(r—1)]. (5.12)
Zx+ r—1

Dla r = 1 zachodza w pewnym sensie oba przypadki jednoczeénie. Analiza stabilnosci dla tego przypadku jest
jednak znacznie trudniejsza, gdyz jedyny (potréjny) stan stacjonarny . = 0 nie jest hiperboliczny: ma wartosé
wlasna réwna 0.

Z punktu widzenia modelu punkty stacjonarne u,+ odpowiadajg stalej konwekcji, a punkt 0 odpowiada braku
konwekcji.

5.5 Stabilnos¢ stanu stacjonarnego 0

Przeanalizujemy stabilno$¢ stanu stacjonarnego wu.g = 0. Szukamy warto$ci wlasnych macierzy

-0 o 0
DfO)=| r -1 0 |. (5.13)
0 0 -0
Wielomian charakterystyczny to
X(A) =det(DF(0) = A) = —(b+A) (N +(c+ 1) A+o(l—7)). (5.14)
Od razu mamy wiec pierwsza wartos¢ wlasna A\, = —b < 0. Kolejne dwie warto$ci wtasne to pierwiastki réwnania
kwadratowego
Mt (@+DA+o(l-7r)=0 (5.15)
Wyréznik kwadratowy to
A=(c+1)°—d0(1—1r)=(c—1)*+40r>0. (5.16)

Réwnanie () ma wiec dwa rzeczywiste pierwiastki (wartosci wlasne):

Ay = 1(—((,—Jrl)i\/ﬁ). (5.17)

2
Oczywiscie A_ < 0. Z kolei Ay < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
VA <o +1, (5.18a)
e+ 1) —do(1-r) <o+1, (5.18)
40(1—1) >0, (5.18c)
r<i, (5.18d)

Zatem dla r < 1 jedyny stan stacjonarny 0 jest asymptotycznie stabilny. Z kolei gdy r > 1 staje si¢ on niestabilny.
Punkt r = 1 jest tzw. granicg stabilnosci. Jest to zgodne z interpretacja fizyczna stalej r.
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5.6 Stabilnos¢ dwoéch pozostalych stanéw stacjonarnych

Analizujemy stany stacjonarne

Tt +yb(r—1)
Zed r—1
Jakobian w tych punktach jest postaci
-0 o) 0

Df(ust) = FVo(r—1)]. (5.20)

1 -1
+yb(r—1) £y/b(r—1) =b
Wielomian charakterystyczny to

—(0+}) o 0

1 —(1+XN)  FVo(r—-1) (5.21a)
£/ —1) £br—1) —(b+2N)
R B O I SV G 1 FV/b(r—1)

X(A) = det(Df(u.t) — A) =

— 21
LB =) —(b+ N U‘ﬂ: b —1)  —(b+ ) (5:21b)
=—(+N)N+OG+DA+b+b(r—1)) —o(=b—A+b(r—1)) (5.21c)
=N —(0+b+ )N —bo+r)AN=20b(r—1). (5.21d)
Musimy zbadaé¢ znak czesci rzeczywistej pierwiastkow tego wielomianu, czy réownowaznie wielomianu
p(A) = —x N =X+ (0 +b+ )N +b(c+r)A+20b(r—1), (5.22)

w zaleznosci od parametrow. Wielomian szesScienny o wspoélczynnikach rzeczywistych ma co najmniej jeden
pierwiastek rzeczywisty. Mamy

limp(A\) = —c0 oraz p(0) =20b(r—1) >0, (5.23)
A——o0
wiec z twierdzenia Darboux co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty jest ujemny. Pozostale dwa pierwiastki
moga by¢ rzeczywiste lub zespolone i sprzezone do siebie. Trudno jest wyznaczy¢ ich znak bezposrednio, sko-
rzystamy wiec z kryterium stabilno$ci Routha-Hurwitza [9]. Méwi ono, ze wielomian szedcienny postaci

p(>\) = >\3 + ag )\2 +a; A+ ap (524)

jest stabilny (czesé rzeczywista wszystkich pierwiastkéw jest ujemna) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wspol-
czynniki a,, sa dodatnie oraz
ai az > ag. (525)

W naszym przypadku wszystkie wspélezynniki sa zawsze dodatnie (punkty stacjonarne w.y istnieja tylko, gdy
r > 1), wystarczy wiec sprawdzi¢ ostatni warunek:

b(oc+r)(c+b+1)>20b(r—1) (5.26a)

o(c+b+1)+r(c+b+1)>20r—20 (5.26b)

rb+1—0)>—-0c(c+b+3) (5.26¢)

r(c—b—1)<o(c+b+3) (5.26d)
oc+b+3

h_1- R(o,b) (5.26€)

Jest to kryterium stabilnosci stanéw stacjonarnych w.y. Gdy zachodzi ta nieréwnos¢ sa one asymptotycznie
stabilne. Przy nieréwnosci w druga strone, sa one niestabilne, a gdy zachodzi rownoséé¢, dwie wartosci wlasne sa
czysto urojone. Jest to ponownie granica stabilnosci. Dla standardowych wartosci o = 10, b = 8/3 granica ta
jest réwna R(10,8/3) = 470/19 ~ 24.74.



Uktad Lorenza Bartosz Grzesiak, Ewa Kozak, Benedikt Zurek

6 Zachowanie asymptotyczne

W poprzedniej sekcji zbadaliSmy, jak uklad zachowuje si¢ w poblizu punktéw stacjonarnych. Teraz bedziemy
bada¢ globalne zachowanie uktadu, gdy ¢ — co. W tym celu zdefiniujemy na poczatek pojecie atraktora.

6.1 Atraktory

Asymptotyczna stabilno$¢ punktu stacjonarnego oznacza, ze wszystkie punkty w pewnym jego otoczeniu beda do
niego dazy¢. Mozna powiedzieé, ze punkt ten przyciaga (ang. Attract) sasiednie trajektorie. Pojecie przyciagania
nie ogranicza sie jednak tylko do punktéw. W przypadku dwuwymiarowym, oprécz do punktéw stacjonarnych,
rozwigzania moga réwniez dazy¢ do tzw. cyklu granicznego. Dla wyzszych wymiaréw przyciaga¢ moga juz
bardzo réznorodne zbiory. Ogélnie méwi sie wiec o zbiorach przyciagajacych, nazywanych zazwyczaj Atrakto-
rami.

Definicja 6.1 Podzbiér A C R™ przestrzeni fazowej bedziemy nazywali Atraktorem, gdy spelnia ponizsze
trzy warunki:

1. A jest niezmienniczy w przdéd wzgledem czasu, czyli dla dowolnej trajektorii u, jesli u(tg) € A, to u(t) € A
dla kazdego t > ty (trajektorie znajdujace sie w A juz nigdy go nie opuszcza).

2. Istnieje pewne otoczenie A nazywane basenem przyciagania i oznaczane B(A) punktéw, ktére wehodza
do A w skoniczonym czasie lub zblizaja si¢ do A na dowolnie matg odlegtosé, gdy t — oco. Bardziej formalnie,
dla kazdego rozwiazania u(ty) = ug € B(A), zachodzi, ze dla kazdego otoczenia U zbioru A istnieje czas
T > to, taki ze u(t) e U dlat > T.

3. Zbiér A jest minimalnym zbiorem o powyzszych dwdch wlasnosciach, czyli nie istnieje wlasciwy (niepusty)
podzbiér A spelniajacy te wlasnosci.

Atraktor A bedziemy nazywaé globalnym, jedli przyciaga wszystkie trajektorie, czyli B(A) = R™, a prawie
globalnym, gdy przyciaga prawie wszystkie trajektorie, czyli zbiér R™ \ B(A) jest miary zero.

Szczegdlnie ciekawe wlasciwosci maja tzw. dziwne atraktory.

Definicja 6.2 Atraktor nazywamy dziwnym, jesli ma strukture fraktalu, czyli jego wymiar Hausdorffa nie
jest liczba caltkowita.

Dziwne atraktory bardzo $ciéle wiaza sie z pojeciem chaosu. Co prawda istnieja niechaotyczne dziwne atraktory,
to dla przewazajacej ich wiekszoSci rozwiazania wewnatrz nich zachowuja sie chaotycznie. Oznacza to, ze prze-
jawiaja tzw. efekt motyla o ktérym byla juz mowa, czyli sg wrazliwe na warunki poczatkowe: Mala réznica w
warunkach poczatkowych skutkuje pdzniejsza rozbieznoscia rozwiazan.

6.2 Funkcje Lapunowa

Do analizy zachowania asymptotycznego bedziemy korzystaé¢ z tzw. funkcji Lapunowa. Jest to w pewnym
sensie uogdlnienie pojecia energii ukladu fizycznego: Jesli energia ukladu fizycznego (np. wahadla) maleje z
czasem, to ostatecznie ukltad ustabilizuje sie¢ w stanie spoczynku. Metoda Lapunowa polega na znalezieniu
pewnej wielkoSci zaleznej od stanu, ktéra maleje z czasem dla wszystkich niezerowych rozwiazan. Dla réznych
rodzajow stabilno$ci wymagane sa rézne wlasnoéci tej funkcji. Przytoczymy tutaj twierdzenie dla globalnej
stabilno$ci asymptotycznej.

Twierdzenie 6.3 (Lapunow dla globalnej stabilno$ci asymptotycznej) Niech v’ = f(u) bedzie ukla-
dem o jedynym stanie stacjonarnym w punkcie 0. Niech V : R” — R bedzie funkcja klasy C' o ponizszych
wlasnosciach:

1. V jest dodatnio okreslona, czyli V(0) = 0 oraz V(u) > 0 dla u # 0.
2. V jest nieograniczona wzgledem normy, czyli V(u) — oo, gdy |u| — oo
3. Dla dowolnego niezerowego rozwiazania w uktadu pochodna V wzgledem czasu

d OV OV
Vi(u) = V() =) gui=) o filw) =YV f(u)
i=1 i=1

10
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jest Scisle mniejsza od zera.
Wéwcezas punkt stacjonarny 0 jest globalnie asymptotycznie stabilny, czyli jest globalnym atraktorem. [10]
Nalezy dodac, ze to twierdzenie stosuje sie do dowolnych punktéow stacjonarnych, nie tylko 0: Jezeli u, jest

punktem stacjonarnym uktadu w' = f(u), to stosujac podstawienie v = u — w4, otrzymujemy uktad v’ =
f(v + u,), ktérego stanem stacjonarnym jest punkt 0.

Twierdzenie @ jest czasem nazywane regulg Barbaszina-Krasowskiego-LaSalle’a.

6.3 Globalna asymptotyczna stabilnos¢ dla r < 1

Rozwazmy zachowanie asymptotyczne ukladu przy r < 1. Wykorzystamy w tym celu funkcje Lapunowa. Niech
u = (z,v, z)—r bedzie rozwiazaniem ukladu Lorenza. Wéwczas niech

1 1 1
V(u)=V(z,y,2)" = —a?+ - y*>+ = 22 (6.1)
20 2 2
Wéwezas mamy V(u) > 0 dla w # 0 oraz V(0) = 0. Ponadto V jest nieograniczona wzgledem normy. Niech V'
oznacza pochodna V' wzgledem czasu, czyli

Ve 2) = Wiy =D oy Wy Vo (6.22)

dt ox dy 0z

/
=l hyy 422 (6.2b)

o
=z(y—a)+ylxzr—zz—y)+z(xy—>bz) (6.2¢)
=zy—a’+ray—cyz—y’+xyz—bz? (6.2d)

2 2
:—m2+(r+1)xy—@y2— (1—(712”) y? —b2? (6.2¢)
2 2

——(x—r—gly> - <1—(T+41)>y2—b22. (6.2f)

Zatem dla r < 1 mamy V'(u) < 0 dla w # 0 oraz V’(0) = 0. Funkcja V jest wiec funkcja Lapunowa spelniajaca
warunki twierdzenia @, co oznacza, ze dla r < 1 wszystkie rozwiazania beda zbiega¢ do punktu 0, czyli jest
on globalnym atraktorem. Zgadza sie to z interpretacja fizyczna r: Dla r < 1 uklad ostatecznie ustabilizuje sie
w stanie braku konwekeji, z kolei, gdy r > 1, to (prawie) zawsze bedzie zachodzi¢ konwekcja.

6.4 Atraktordlar > 1

Od teraz bedziemy rozwazaé przypadek r > 1. Na poczatek pokazemy, ze wszystkie rozwiazania ostatecznie
znajda sie w pewnym ograniczonym podzbiorze przestrzeni fazowej. Za Lorenzem [l] uzyjemy do tego funkcji

podobnej do funkeji Lapunowa. Niech u = (z, v, z)—r bedzie rozwiazaniem ukladu Lorenza. Woéwczas niech

Ww) = W(ay )T = %xz—l—%gf—k%(z— (o +1))2. (6.3)

Poziomice W to koncentryczne sfery o srodku w punkcie w = (0,0,0 + 1)T. Funkcja jest wiec nieograniczona
wzgledem normy i zachodzi W(u) > 0 dla u # w oraz W(w) = 0. Pochodna wzgledem czasu W' jest réwna

oW, oW, W

W (x,y,2)" = %I/V(srj,y,z)T =55 —|—a—yy tg 2 (6.4a)
=z’ +yy +(z—(c+71)7 (6.4Db)
=zo(y—z)+yler—zz—y)+(z—(c+7))(zy—>2) (6.4c)
=oxy—oxltray—asyz—y +ayz—b22 —(o+r)ry+(c+r)bz (6.4d)
=02 —y*—b2+(c+7r)bz (6.4e)

11
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Pokazemy, ze W/ < —aW + M dla pewnych dodatnich stalych o, M > 0. Rozwazmy wyrazenie W’ + o W:

W’Jron:—onnyszer(a+r)bz+%x2+gy2+g(zf(a+r))2 (6.5a)
— (o2 (1) 2 (- )22 _ a 2
= (cr 2)95 (1 2)3/ (b 2)z + (b a)(a+r)z+2(a+r). (6.5b)

Ustalmy o > 0, takie ze a < min(20,2,2b). Wéwczas wspélezynniki przy 22, y? i 22 sa ujemne, wiec wykres
funkcji W (z, v, z)—r =W'(z,y, Z)T +aW(z,y, z)—r jest tréjwymiarowa paraboloidg zwrdécong w dét. Funkcja ta
osigga wiec pewng wartoé¢ maksymalna M < oo. Jako ze W (0,0,0) = S (o + r)2 > 0, to mamy 0 < M < oo.
Udowodnilismy wiec, ze W' < —aW 4+ M dla pewnych stalych «, M > 0. Oznacza to, ze dopdki W(u) > M/«,
warto$¢ W(u) bedzie maleé¢. Rozwiazemy ta nieréwno$¢ bardziej formalnie, traktujac W jako funkcje zmiennej
czasu i ustalajac czas poczatkowy to = 0. Mnozac obustronnie przez czynnik catkujacy e** > 0, otrzymujemy

W'(t) e +aW(t)e™ < Me™. (6.6)
Lewa strona nieréwnosci to pochodna iloczynu W (t) e®*, wigc mamy

d

&(W(t) e™) < Me™. (6.7)

Jako ze nieré6wnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich ¢ > 0, to mozemy scatkowaé obustronnie:

t t
J di(W(s) e*)ds < JMeo‘s ds (6.8a)
S
0 0
at M at
W(t)e* —W(0) < o (e —1) (6.8b)
at M at
W(t) e < W(0) + - (e* —1) (6.8c¢)
M
W(t) < W(0)e * + o (1 — e*at) (6.8d)
Przechodzac do granicy otrzymujemy
M
limsup W(t) < —. (6.9)
t— o0 o

Zatem dla dowolnego € > 0 i dowolnego rozwiazania w istnieje czas T, taki ze W(u(t)) < M/a+edlat > T,
czyli kazde rozwigzanie po skoficzonym czasie wejdzie do wnetrza kuli o réwnaniu W(x,y,2) = (22 + y? +
(z— (0 +1))%)/2 < M/a + . Ponadto na brzegu takiej kuli mamy W’ (u) < —as < 0, wiec trajektorie w jej
wnetrzu nigdy jej nie opuszcza. Kula ta spelnia zatem pierwsze dwa wymagania definicji EI atraktora. Oznacza
to, ze ona sama badz jaki$ jej podzbiér bedzie atraktorem.

By zbadaé strukture tego atraktora sprawdzmy jak zmienia sie objeto$¢ obszaru w przestrzeni fazowej. O tym
w jaki sposob pole wektorowe zmienia (Sciska lub rozciaga) infinitezymalny element przestrzeni wokét punktu
moéwi nam jego dywergencja w tym punkcie. W naszym przypadku mamy
ofv  0f2 | Ofs
Vif=—7—+4+—-"—+—-—=—- 14+56) <. 6.10
! 8x+8y+82 (0+1+0) (6.10)
Zatem dywergencja jest wszedzie stala i ujemna. Jako ze u' = f(u), to objetosé kazdego matego elementu
przestrzeni fazowej bedzie stale male¢. Dla dowolnego spdjnego obszaru V' ograniczonego gladka zamknieta
powierzchnig V' mamy

Vi(t) = j[](f .dS = JJJV FAV = —(0+140) mdv — (o4 14B) V() (6.11)
oV (t) V(t) V(t)
czyli
V(t) = V(ty) e~ (o140 (E—t0) (6.12)

12
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Zatem objetos¢ dowolnego ograniczonego obszaru przestrzeni fazowej maleje do zera, gdy t — co. Oznacza to,
ze atraktor ukladu bedzie miary (objetosci) zero.

Jak wynika z uprzedniej analizy stabilnosci (wzdr ()), jesli r < R(o,b), to uklad ma dwa stabilne stany
stacjonarne u.1. Okazuje si¢, ze w wigkszosci przypadkéw prawie wszystkie rozwiazania beda dazy¢ do tych
dwéch punktéw (Sytuacja jest troche bardziej skomplikowana: Jesli r jest bliskie, ale nie przekracza wartosci
krytycznej, to moze zaistnie¢ dziwny atraktor — patrz np. [11]).

Z kolei dla r > R(o,b) wszystkie trzy punkty stacjonarne sa niestabilne. Wéwczas prawie wszystkie rozwiazania
beda dazy¢ do dziwnego atraktora, zwanego atraktorem Lorenza. Rozwigzania wewnatrz atraktora Lorenza
zachowuja sie chaotycznie i przejawiaja efekt motyla. Dowdd matematyczny istnienia dziwnego atraktora jest
do$¢ skomplikowany i nie bedziemy go tutaj przedstawia¢. Do analizy zachowania rozwiazan postuzg nam
symulacje numeryczne.

6.5 Rozwigzania nie dazace do atraktora Lorenza
)T

Dla dowolnych parametréw o, r, b dla warunkéw poczatkowych u(0) = (0,0, z9) mamy
2\’ 0
u=|(y|l = 0 (6.13)
z —bz
Rozwiazanie ma wiec postaé
0
u(t) = 0 , (6.14)
zpe bt
czyli
tlgglou(t) =0. (6.15)

Atraktor Lorenza nie jest wiec atraktorem globalnym (ale okazuje sig, ze jest on prawie globalny). Rozwiazania te
sa réwniez przykladem rozwiazan zbiegajacych do niestabilnego punktu stacjonarnego wzdluz wektora wlasnego
odpowiadajacego ujemnej warto$ci wlasnej.

7 Symulacje i wykresy

Symulacje uktadu Lorenza przeprowadzong za pomoca schematu numerycznego RK4 w jezyku Python (NumPy).
Wykresy narysowano za pomocg biblioteki Matplotlib.

7.1 Klasyczne warunki poczatkowe

Lorenz w swojej pracy [l przyjal wartosci parametréw r = 28, o = 10, b = 8/3. Wéwczas zachodzi R(10,8/3) =
470/19 =~ 24.74, czyli r przekracza wartosé¢ krytyczna, wiec wystepuje dziwny atraktor, wewnatrz ktérego rozwia-
zania zachowuja sie chaotycznie. Stany stacjonarne odpowiadajace stalej konwekeji to u,+ = (:|:6\/§, +6v/2, 27)
Rysunek [l| przedstawia rozwiazania dla bliskich warunkéw poczatkowych. Widaé, ze sie one rozbiegaja (efekt
motyla). Rysunek P pokazuje atraktor z réznych perspektyw. Rysunek B pokazuje wykresy rozwiazan w zalez-
noéci od czasu.

Ogolnie widaé, ze atraktor sklada sie z dwéch skrzydel: ,dyskéw” wokét punktéw stacjonarnych. W poblizu
punktéw stacjonarnych rozwiazania zachowuja sie w sposéb uporzadkowany: oddalaja sie od nich po spiralach.
Jednak przy pewnej odleglosci sa przerzucane na drugie skrzydlo w sposéb doéé¢ nieprzewidywalny.

7.2 Zmiana parametrow

Rysunek H przedstawia symulacje uktadu przy r = 0.5 < 1. Widaé, ze wszystkie rozwiazania daza do globalnego
atraktora — punktu 0. Rysunek f pokazuje zachowanie sie¢ ukladu dla réznych wartosci r € {5, 10,20, 28},
przy warunkach klasycznych o = 10, b = 8/3. Mamy R(10,8/3) = 470/19 ~ 24.74, wiec dla pierwszych
trzech wartosci r rozwiazania zbiegaja do dwoch punktéw stacjonarnych. Rozwiazania poczatkowo zachowuja sie
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|

r=28,0=10,b

—— up=1.0,10,10
up=1.0,1.0,1.01

—— up=1.01.011.0

—— uy=1.01,1.0,1.0

Rysunek 1: Symulacje rozwiazan ukladu Lorenza przy parametrach r = 28, ¢ = 10, b = 8/3 dla czterech bliskich
warunkéw poczatkowych. Widaé efekt motyla: Rozwiazania rozbiegaja sie.

—— up=1.0,1.0,1.0
up=1.0,101.01 — ] 50
— up=1.0,1.01,1.0

—— up=1.01,1.0,1.0 40 1
10 A
30
> 0 N ™
204
_10 -
201 10 4
—-30 T T o] T T T T T

T T 0 T T
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20 —-30 -20 -10 O 10 20 30

Rysunek 2: Rzuty wykresu m wzdluz trzech osi uktadu wspotrzednych.
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r=28,0=10,b=%

—— up=1.0,1.0,1.0
—— u=101.01.01

Wﬂm A

ik

100

1
100

—20_ - 0
111075 0 —10°
5 10 —20
15 20 —30

Rysunek 3: Symulacje rozwiazan ukladu Lorenza przy parametrach r = 28, o = 10, b = 8/3 dla dwéch bliskich
warunkéw poczatkowych oraz wykresy ich trzech wspoélrzednych w zaleznosci od czasu.

chaotycznie, ale ostatecznie zbiegaja do stabilnych punktéw stacjonarnych (tzw. chaos przejSciowy). Widaé,
ze zblizaja sie one po spiralach. Gdy r przekracza wartos¢ R(o,b) punkty stacjonarne staja sie niestabilne, i
rozwigzania oddalaja sie od nich po spiralach, az sa przerzucane na drugie skrzydto atraktora, co jest powtarzane

w nieskoniczono$é¢ w sposoéb chaotyczny.

15



Bartosz Grzesiak, Ewa Kozak, Benedikt Zurek

Uklad Lorenza

0.5,0=10,b

r=

15 —-15

= 0.5, ¢ = 10, b = 8/3. Wszystkie

Rysunek 4: Symulacje rozwiazan ukladu Lorenza przy parametrach r

rozwigzania daza do punktu 0.

16



Uklad Lorenza Bartosz Grzesiak, Ewa Kozak, Benedikt Zurek

r=50=10,b=% r=10,0=10,b=%

10 . 10 -
1520 -30 * 1530 30

Rysunek 5: Symulacje rozwiazani ukladu Lorenza przy parametrach ¢ = 10, b = 8/3 przy réznych warto$ciach
parametru r. W pierwszych trzech przypadkach r < R(o,b), wiec rozwiazania daza do dwdch punktéw stacjo-
narnych. W czwartym r > R(o,b), wiec rozwiazania zachowuja sie chaotyczne.
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8 Synchronizacja dwéch uktadéw

Uktad Lorenza, mimo swojej chaotycznej natury i wynikajacej z niej wrazliwosci na warunki poczatkowe, po-
siada zdolno$¢ do synchronizacji z innym ukladem. Proces ten zachodzi, gdy cze$¢ zmiennych stanu ukladu
odpowiadajacego zostanie zastapiona sygnalem pochodzacym z ukladu napedzajacego.

8.1 Motywacja dla synchronizacji ukladéw chaotycznych

Pod koniec lat 80. XX wieku fizycy Louis Pecora i Thomas Carroll poszukiwali praktycznych zastosowan cha-
osu. Zaproponowali oni architekture, w ktorej dwa uklady chaotyczne sa potaczone w relacji Master-Slave
(napedzajacy-odpowiadajacy) [12]. W tej konfiguracji uktad odpowiadajacy jest sterowany sygnalem zewnetrz-
nym, ktéry zastepuje jedna z jego wewnetrznych zmiennych.

Uklad napedzajac 3 X

W _p;) Jjacy Sygnat z(t) Uktad odpowiadajacy
J=ra)—y-a(t)z

=x(t)y—bz

Yy =rx—y—xz
Z=zy—>bz

Rysunek 6: Schemat blokowy synchronizacji Master-Slave sygnatem x(t).

Rozwazmy dwa identyczne uklady (o tych samych parametrach). Uklad przesylajacy informacje nazywamy
ukladem napedzajacym (Master), a uklad otrzymujacy informacje ukltadem odpowiadajacym (Slave).
Przez synchronizacje rozumiemy sytuacje, w ktorej trajektoria uktadu odpowiadajacego zbiega do trajektorii
ukladu napedzajacego: lim;_,|w(t) — w(t)] = 0. Mozna zatem stwierdzi¢, ze zsynchronizowany uktad odpo-
wiadajacy staje sie asymptotycznie stabilny wzgledem ruchu uktadu napedzajacego.

8.2 Zasada dziatania synchronizacji

Rozwazmy autonomiczny uktad réwnan dany wzorem:
u = f(u) (8.1)

Dzielimy go na dwa poduktady: napedzajacy v oraz odpowiadajacy w, takie ze v/ = g(v, w) oraz w’' = h(v, w).
Nastepnie tworzymy kopie podukladu w, oznaczona jako w, sterowana sygnalem v(t) z pierwszego ukladu:

W' = h(v(t), @) (8.2)

Ewolucja bledu synchronizacji e = w — w dla nieskoriczenie matych zaburzen opisana jest przez ukltad waria-
cyjny: /
¢ = D h(v(t), wlt) € (8.3)

gdzie D, h jest macierza Jacobiego podukladu w wzgledem zmiennych tego poduktadu. Dla ukladu Lorenza
sprzezonego zmienna x, macierz Jacobiego podukladu (g, Z) przyjmuje postaé:

Jo = (&;) _fgp) (8.4)

Réwnanie wariacyjne mozna przedstawi¢ w formie macierzowej:

i) = (o 7)) 9

Rozwiazanie tego ukladu pozwala na wyznaczenie warunkowych wykltadnikéw Lapunowa (Conditional
Lyapunov Exponents, CLE).

Definicja 8.1 Wykladnikiem Lapunowa nazywamy miare okreslajaca érednie tempo wykladniczej zbieznosci
lub rozbieznosci bliskich trajektorii. Wyraza si¢ go wzorem:

i 1201 (8.6)

Aw = lim
16(0)]

t—o0

1
t
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Uktadowi o n wymiarach odpowiada spektrum skladajace sie z n wykladnikéw Lapunowa. Poduklad uznajemy
za stabilny (zdolny do synchronizacji) tylko wtedy, gdy wszystkie jego warunkowe wykladniki Lapunowa sa
ujemne.

8.3 Wyznaczanie wyktadnikéw Lapunowa metoda numeryczng

Do numerycznego wyznaczania wykladnikéw Lapunowa stosuje sie najczesciej algorytmy Wolfa (1985) lub Be-
nettina [[13] (1980). Metoda Wolfa stuzy gléwnie do estymacji najwiekszego wykladnika z szeregéw czasowych,
gdy postaé rownan nie jest znana. Ze wzgledu na jawnos¢ uktadu, zastosowano algorytm Benettina. Pozwala
on na wyznaczenie pelnego spektrum wyktadnikow poprzez ortonormalizacje bazy wektoréw w przestrzeni stycz-
nej.

Procedura obliczeniowa przebiega nastepujaco:
1. Inicjalizacja ortonormalnej bazy wektoréw V' (np. macierz jednostkowa).
2. Jednoczesne catkowanie ukladu nieliniowego oraz ukladu wariacyjnego metoda numeryczna (np. RK4).

3. Regularna ortonormalizacja wektoréw bazy (rozklad QR) w celu unikniecia ich numerycznego zlania sie i
ucieczki do nieskonczonosci.

4. Akumulacja logarytméw wspo6lezynnikéw wzrostu.

5. Uérednienie wynikéw po czasie calkowania Ty, ax.

8.4 Analiza stabilnosci ukladu odpowiadajacego

Dotychczas rozwazaliémy ukltady sprzezone zmienna x. Prébe synchronizacji mozemy réwniez przeprowadzié
przesylajac informacje ze zmiennej y lub z w analogiczny do opisanego powyzej sposob.

W celu okreslenia zdolnosci do synchronizacji zbadano znaki warunkowych wyktadnikow Lapunowa dla trzech
roznych konfiguracji sprzezenia:

Tabela 1: Warunkowe Wykladniki Lapunowa dla uktadu Lorenza (o = 10,r = 28,b = 8/3).

Zmienna napedzajaca | Poduklad Awl Aw2 Synchronizacja
T (y,2) —1.7975 | —1.8692 TAK
y (z, 2) —2.6674 | —9.9993 TAK
z (z,9) +0.0031 | —11.0030 NIE

W przypadkach sprzezenia zmienna z lub y, oba CLE sa ujemne, co gwarantuje stabilnos¢ rozmaitosci synchro-
nizacji. W przypadku sprzezenia zmienna z, dodatni wyktadnik A,; uniemozliwia zbieznosé trajektorii.

8.5 Analiza rozwigzan zsynchronizowanych ukladéw Lorenza

Rysunek H przedstawia symulacje zsynchronizowanych ukladéw Lorenza dla bliskich warunkéw poczatkowych.
Przyjmujemy konfiguracje ze sprzezeniem zmienna = i podukladem (y,z) oraz ze sprzezeniem zmienng z i
podukladem (z,y) i zbadamy zachowanie zmiennej y w obu przypadkach.

8.6 Zastosowania zsynchronizowanych ukladéw Lorenza

Najwazniejszym zastosowaniem synchronizacji chaosu jest maskowanie chaotyczne (chaos masking) w bez-
piecznej komunikacji. Sygnal informacyjny jest dodawany do sygnalu napedzajacego, stajac sie nieczytelnym
szumem dla 0s6b trzecich. Tylko odbiorca dysponujacy identycznym ukladem odpowiadajacym (Slave) moze
odtworzy¢ komponent chaotyczny i odzyskaé¢ wiadomos¢ poprzez odjecie zsynchronizowanego sygnatu od otrzy-
manego sumarycznego przebiegu.
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Synchronizacja zmiennej y (sprzezenie sygnatem x)
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Rysunek 7: Wykresy ewolucji rozwiazan w czasie zmiennej y dla uktadéw Lorenza o warunkach poczatkowych
(z,9,2) = (1.0,1.0,1.0), (g, 2) = (20.0,20.0) zsynchronizowanych sprzezonych zmienng x i niezsynchronizowa-
nych sprzezonych zmienng z. W uktadach zsynchronizowanych rozwiazania znacznie oddalone zbiegaja bardzo

szybko. W uktadach sprzezonych zmienna x réznica rozwiazan rosnie znacznie szybciej niz w uktadach niesprze-
zonych.
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