1. Niech G = S(n) bedzie grupa permutacji n elementéw. Element x € G
zapiszemy jako iloczyn cykli roztacznych. Dla dowolnego ustalonego g € G
jak wyglada zapis grg~' jako iloczyn cykli roztacznych. Wywnioskuj stad
opis klas sprzezonosci w G. Ile klas sprzezonosci ma S(8)7?

2. Niech £ bedzie dodatnig liczba catkowita i niech V' bedzie przestrzenia
funkcji zespolonych na zbiorze {0,1,...,k — 1}. Operator A zadajemy wzo-
rem (Af)(j) = exp(2mij/k)f(j) gdzie i jest jednostka urojona. Opisz grupe
G generowang przez A. Opisz podprzestrzenie niezmiennicze dla G.

3. Niech k, V i A beda jak wyzej. Operator B definujemy wzorem
(Bf)(j) = fG+1)dlaj < k—11 (Bf)(k—1) = f(0) (innymi stowy
dodawanie indeksow jest modulo k). Opisz grupe H generowana przez A i
B. Uzasadnij ze H nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych.

4. Niech p(z) = Y"1 ¢a’ gdzie ¢, = 1, ¢; € Q1 ¢y # 0 bedzie wielo-
mianem nierozkladalnym nad Q, tzn. wielomianu p nie da sie zapisaé jako
produktu wielomianéw nizszych stopni o wspotczynikach wymiernych. W
V = Q" rozpatrujemy baze eq,¢;,...e, 1. Operator A na V zadajemy wzo-
rami Ae; = ey dlai < n—11 Ae,1 = —Z;:Ol c;e;. Uzasadnij ze A
odpowiada mnozeniu przez x w przestrzeni Q[z]/(p) gdzie (p) = Q|x]p jest
ideatem generowanym przez p. Uzasadnij ze A jest odwracalny i ze wzo6r
p(n) = A™ zadaje reprezentacje Z na V. Uzasadnij ze ta reprezentacja nie
ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych. Uzasadnij ze zastepujac
w konstrukcji V' liczby wymierne przez zespolone otrzymamy reprezentacje
Z na przestrzeni zespolonej wymiaru n i opisz podprzestrzenie niemiennicze
tak otrzymanej reprezentacji.

5. Niech operator A na V = Q" bedzie zadany macierza

1100 ... 00
0110 ... 00
000O0... 11
000O0... 01

Reprezentacje p grupy addytywnej Z definiujemy wzorem p(n) = A". Uza-



sadnij ze operator zadany macierza

0100 ... 00
0010 ... 00
000O0... 01
000O0... 00

nalezy do obrazu reprezentacji. Wywnioskuj stad opis podprzestrzeni nie-
zmienniczych dla p.

6. Niech p bedzie reprezentacja Z na przestrzeni wektorowej V. Niech
A = p(1). Uzasadnij ze jesli wektory v, Av, A%v,... sa liniowo niezalezne
to V' zawiera kopie reprezentacji regularnej. Wywnioskuj stad ze dowolna
reprezentacja Z albo zawiera reprezentacje skonczenie wymiarowa albo kopie
reprezentacji regularnej. Wyjasnij co sie dzieje gdy V' to przestrzen zespolo-
nych wielomian6w trzygonometrycznych, tzn. V' sklada sie z funkeji postaci
> crexp(kix) gdzie suma jest skoniczona, k catkowite, i jest jednoska uro-
jona, = jest zmienna za$ p(1) to operator mnozenia przez exp(iz).

7. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarows przestrzenia wektorowa nad
cialem £ i niech R bedzie podpierscieniem pierscienia operatorow liniowych
na V' zwierajacym jedynke (tzn. operator identycznosciowy). Uzasadnij ze
istnieje grupa G i reprezentacja p grupy G na V taka ze R jest obrazem
pierscienia grupowego. Czy jako G zawsze mozna wzias¢ grupe skonczona?

8. Niech R bedzie zbiorem operatorow rozniczkowych postaci Y ¢; pa? ok
gdzie suma jest skoniczona za$ j i k sa liczbami naturalnymi. Uzasadnij ze R
jest pierscieniem z naturalymi dzialaniami, ze mozna naturalnie zdefiniowac
dziatanie elementéw R na wielomianach i ze otrzymany w ten sposéb modut
jest prosty.

9 Grupa wolna. Niech S bedzie zbiorem symboli. Dla kazdego s € S
przez s~ oznaczymy symbol ze zbioru S~! roztacznego z S. Skoriczony ciag
elementow zbioru A = S U S~! nazywamy stowem. Mowimy ze stowo jest
zredukowane jesli nie wystepuje w nim na sasiednich pozycjach para ss—! lub
para s~ 's. Stowo ktore nie jest zredukowane mozemy zredukowa¢ usuwajac
pary jak wyzej. Na zbiorze stow zredukowanych wprowadzamy mnozenie w
ten sposob ze najpierw piszemy po kolei dwa stowa, a potem redukujemy
wynik. Jako jedynke bierzemy slowo puste. Uzasadnij ze w ten sposob
otrzymamy grupe. Uzasadnij ze jesli S ma co najmniej dwa elementy to
klasy sprzezonosci elementow réznych od jedynki sa nieskoriczone.

10. Niech G bedzie zbiorem zespolonych funkcji mierzalnych g na odcinku



[0, 1], takich ze |g(x)| = 1 z mnozeniem punktowym jako dziataniem, tzn.
(g1 - 92)(x) = gi(x)g2(x). Niech H = L*(]0,1]) bedzie przestrzenia klas
rownowazno$ci wzgledem réwnosci prawie wszedzie funkcji catkowalnych z
kwadratem na odcinku [0,1]. Definiujemy reprezentacje p grupy G na H
przy pomocy mnozenia punktowego, tzn. wzorem (gv)(z) = g(z)v(z). Na
H mamy norme L? i zadang przez ta norme topologie. Uzasadnij ze jesli
A C [0,1] jest podzbiorem mierzalnym to

Hy=A{f:{ze[0,1] - A: f(z) # 0} =0}

jest domknieta podprzestrzenia niezmiennicza H. Ponadto kazda domknieta
podprzestrzen niezmiennicza H jest takiej postaci.



