
1. Niech G = S(n) b¦dzie grup¡ permutacji n elementów. Element x ∈ G
zapiszemy jako iloczyn cykli rozª¡cznych. Dla dowolnego ustalonego g ∈ G
jak wygl¡da zapis gxg−1 jako iloczyn cykli rozª¡cznych. Wywnioskuj st¡d
opis klas sprz¦»ono±ci w G. Ile klas sprz¦»ono±ci ma S(8)?

2. Niech k b¦dzie dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡ i niech V b¦dzie przestrzeni¡
funkcji zespolonych na zbiorze {0, 1, . . . , k − 1}. Operator A zadajemy wzo-
rem (Af)(j) = exp(2πij/k)f(j) gdzie i jest jednostk¡ urojon¡. Opisz grup¦
G generowan¡ przez A. Opisz podprzestrzenie niezmiennicze dla G.

3. Niech k, V i A b¦d¡ jak wy»ej. Operator B de�nujemy wzorem
(Bf)(j) = f(j + 1) dla j < k − 1 i (Bf)(k − 1) = f(0) (innymi sªowy
dodawanie indeksów jest modulo k). Opisz grup¦ H generowan¡ przez A i
B. Uzasadnij »e H nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych.

4. Niech p(x) =
∑n

i=0 cix
i gdzie cn = 1, ci ∈ Q i c0 6= 0 b¦dzie wielo-

mianem nierozkªadalnym nad Q, tzn. wielomianu p nie da si¦ zapisa¢ jako
produktu wielomianów ni»szych stopni o wspóªczynikach wymiernych. W
V = Qn rozpatrujemy baz¦ e0, ei, . . . en−1. Operator A na V zadajemy wzo-
rami Aei = ei+1 dla i < n − 1 i Aen−1 = −

∑n−1
i=0 ciei. Uzasadnij »e A

odpowiada mno»eniu przez x w przestrzeni Q[x]/(p) gdzie (p) = Q[x]p jest
ideaªem generowanym przez p. Uzasadnij »e A jest odwracalny i »e wzór
ρ(n) = An zadaje reprezentacj¦ Z na V . Uzasadnij »e ta reprezentacja nie
ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych. Uzasadnij »e zast¦puj¡c
w konstrukcji V liczby wymierne przez zespolone otrzymamy reprezentacj¦
Z na przestrzeni zespolonej wymiaru n i opisz podprzestrzenie niemiennicze
tak otrzymanej reprezentacji.

5. Niech operator A na V = Qn b¦dzie zadany macierz¡
1 1 0 0 . . . 0 0
0 1 1 0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . 1 1
0 0 0 0 . . . 0 1


Reprezentacj¦ ρ grupy addytywnej Z de�niujemy wzorem ρ(n) = An. Uza-
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sadnij »e operator zadany macierz¡
0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 . . . 0 0


nale»y do obrazu reprezentacji. Wywnioskuj st¡d opis podprzestrzeni nie-
zmienniczych dla ρ.

6. Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ Z na przestrzeni wektorowej V . Niech
A = ρ(1). Uzasadnij »e je±li wektory v,Av,A2v, . . . s¡ liniowo niezale»ne
to V zawiera kopi¦ reprezentacji regularnej. Wywnioskuj st¡d »e dowolna
reprezentacja Z albo zawiera reprezentacj¦ sko«czenie wymiarow¡ albo kopi¦
reprezentacji regularnej. Wyja±nij co si¦ dzieje gdy V to przestrze« zespolo-
nych wielomianów trzygonometrycznych, tzn. V skªada si¦ z funkcji postaci∑
ck exp(kix) gdzie suma jest sko«czona, k caªkowite, i jest jednosk¡ uro-

jon¡, x jest zmienn¡ za± ρ(1) to operator mno»enia przez exp(ix).

7. Niech V b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad
ciaªem k i niech R b¦dzie podpier±cieniem pier±cienia operatorów liniowych
na V zwieraj¡cym jedynk¦ (tzn. operator identyczno±ciowy). Uzasadnij »e
istnieje grupa G i reprezentacja ρ grupy G na V taka »e R jest obrazem
pier±cienia grupowego. Czy jako G zawsze mo»na wzi¡±¢ grup¦ sko«czon¡?

8. Niech R b¦dzie zbiorem operatorów ró»niczkowych postaci
∑
cj,kx

j∂kx
gdzie suma jest sko«czona za± j i k s¡ liczbami naturalnymi. Uzasadnij »e R
jest pier±cieniem z naturalymi dziaªaniami, »e mo»na naturalnie zde�niowa¢
dziaªanie elementów R na wielomianach i »e otrzymany w ten sposób moduª
jest prosty.

9 Grupa wolna. Niech S b¦dzie zbiorem symboli. Dla ka»dego s ∈ S
przez s−1 oznaczymy symbol ze zbioru S−1 rozª¡cznego z S. Sko«czony ci¡g
elementów zbioru A = S ∪ S−1 nazywamy sªowem. Mówimy »e sªowo jest
zredukowane je±li nie wyst¦puje w nim na s¡siednich pozycjach para ss−1 lub
para s−1s. Sªowo które nie jest zredukowane mo»emy zredukowa¢ usuwaj¡c
pary jak wy»ej. Na zbiorze sªów zredukowanych wprowadzamy mno»enie w
ten sposób »e najpierw piszemy po kolei dwa sªowa, a potem redukujemy
wynik. Jako jedynk¦ bierzemy sªowo puste. Uzasadnij »e w ten sposób
otrzymamy grup¦. Uzasadnij »e je±li S ma co najmniej dwa elementy to
klasy sprz¦»ono±ci elementów ró»nych od jedynki s¡ niesko«czone.

10. NiechG b¦dzie zbiorem zespolonych funkcji mierzalnych g na odcinku
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[0, 1], takich »e |g(x)| = 1 z mno»eniem punktowym jako dziaªaniem, tzn.
(g1 · g2)(x) = g1(x)g2(x). Niech H = L2([0, 1]) b¦dzie przestrzeni¡ klas
równowa»no±ci wzgl¦dem równo±ci prawie wsz¦dzie funkcji caªkowalnych z
kwadratem na odcinku [0, 1]. De�niujemy reprezentacj¦ ρ grupy G na H
przy pomocy mno»enia punktowego, tzn. wzorem (gv)(x) = g(x)v(x). Na
H mamy norm¦ L2 i zadan¡ przez t¡ norm¦ topologi¦. Uzasadnij »e je±li
A ⊂ [0, 1] jest podzbiorem mierzalnym to

HA = {f : |{x ∈ [0, 1]− A : f(x) 6= 0}| = 0}

jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ H. Ponadto ka»da domkni¦ta
podprzestrze« niezmiennicza H jest takiej postaci.
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