
1. Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym. Opisz charaktery
reprezentacji nieprzywiedlnych w przestrzeniach sko«czenie wymiarowych
sko«czonej grupy cyklicznej.

2. Uzasadnij »e grupa sko«czona jest przemienna wtedy i tylko wtedy gdy
ka»da jej reprezentacja nieprzywiedlna nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym
charakterystyki nie dziel¡cej |G| jest jednowymiarowa.

3. Grupa permutacji S(10) zbioru 10-cio elementowego A = [1, . . . , 10]
w naturnaly sposób dziaªa na A × A. Niech λ oznacza reprezentacj¦ na
C(A) (gdzie C(A) to funkcje zespolone na A) tak¡ »e λ(g)δa = δg(a). Niech
η oznacza reprezentacj¦ na C(A × A) zbudowan¡ podobnie lecz u»ywaj¡c
dziaªanie na A× A. Uzasadnij »e η jest równowa»ne λ⊗ λ.

4. Uzasadnij »e reprezentacja regularna to reprezentacja indukowana z
trywialnej reprezentacji podgrupy trywialnej S = {e}.

5. Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym, λ b¦dzie dowoln¡
reprezentacj¡ sko«czenie wymiarow¡ G, g elementem G, za± l dodatni¡ liczb¡
caªkowit¡ tak¡ »e gl = e. Niech χ oznacza charakter λ. Uzasadnij »e χ(g)
jest sum¡ l-tych pierwiastków z 1. Wywnioskuj st¡d »e je±li m > 0 jest
liczb¡ tak¡ »e gm = e dla dowolnego g ∈ G to χ przyjmuje warto±ci w ciele
k[em] gdzie k jest ciaªem prostym (tzn. k to Q je±li K jest charakterystyki
0 lub k to Z/(pZ) gdy K jest charakterystyki p) za± em jest pierwiastkiem
pierwotnym z 1 stopnia m.

6. Uzasadnij »e je±li K jest ciaªem liczb zespolonych, G jest sko«czona,
χ jest charakterem reprezentacji sko«czenie wymiarowej to χ(g−1) = χ̄(g)
gdzie χ̄ oznacza sprz¦»enie zespolone.

7. Uzasadnij »e je±li ciaªo k jest algebraicznie domkni¦te, G jest sko«czona
i charakterystyka k nie dzieli |G| to wymiar centrum k[G] jest równy liczbie
klas izomor�zmu k[G]-moduªów prostych.

8. Uzasadnij »e je±li ciaªo k jest algebraicznie domkni¦te i charaktery-
styki 0 za± G jest sko«czona, to charakter reprezentacji χ jest charakterem
reprezentacji nieprzywiedlnej wtedy i tylko wtedy gdy 〈χ, χ〉 = 1. Wywnio-
skuj st¡d »e produkt tensorowy reprezentacji nieprzywiedlnych G i H jest
reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ G×H.

9. Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tem charakterystyki nie
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dziel¡cej |G|, A b¦dzie podgrup¡ przemienn¡ G, M b¦dzie reprezentacj¡
nieprzywiedln¡ G na przestrzeni wektorowej nad k. Uzasadnij »e dimk(M) ≤
|G|
|A| . Wskazówka: M jest zawarte w reprezentacji indukowanej z A.

10. Niech ciaªo K b¦dzie rozszerzeniem k i charakterystyka k nie dzieli
mocy grupy G. Niech M i N b¦d¡ k[G] moduªami które s¡ sko«cznie wy-
miarowymi przestrzeniami wektorowymi nad k. Uzasadnij »e je±li M i N
s¡ izomor�czne po rozszerzeniu skalarów do K to s¡ izomor�czne jako k[G]
moduªy. Wywnioskuj st¡d »e je±li k jest charakterystyki 0 to k[G] moduªy
s¡ izomor�czne wtedy i tylko wtedy gdy maj¡ równe charaktery.

11. Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki nie
dziel¡cej |G|. Niech Z oznacza centrum k[G]. Niech A ∈ Z b¦dzie elementem
takim »e jego dziaªanie na Z diagonalizuje si¦ tak »e wszyskie warto±ci wªasne
s¡ ró»ne. Uzasadnij »e wektory wªasne s¡ wielokrotno±ciami idempotentów
ei zwi¡zanych z k[G] moduªami prostymi. Uzasadnij »e A jak wy»ej istnieje.

Uwaga: Oznacza to »e znaj¡c struktur¦ Z mo»na wyznaczy¢ ei a wi¦c
i charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych bez dodatkowych informacji o
k[G].

12. Niech A b¦dzie sko«czen¡ grup¡ abelow¡ traktowan¡ jako Z-moduª.
Równie» Q traktujemy jako Z-moduª. Uzasadnij »e Q⊗ A = {0}.

13. Dla przestrzeni wektorowych M i N przez Hom(M,N) oznaczymy
przestrze« odwzorowa« liniowych z M w N . Niech M i N b¦d¡ sko«cze-
nie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad k i niech M∗ oznacza
Hom(M,k). Uzasadnij »e Hom(M,N) jest naturalnie izomor�czne zM∗⊗N .

14. Niech M b¦dzie moduªem wielomianów nad pier±cieniem przemien-
nym R zmiennych x1, . . . , xl za± N b¦dzie b¦dzie moduªem wielomianów
zmiennych y1, . . . , ym. Uzasadnij »e M ⊗ N jest naturalnie izomor�czne z
moduªem wielomianów zmiennych x1, . . . , xl, y1, . . . , ym.

15. Niech M1 i M2 b¦d¡ przestrzeniami wektorowymi nad C z dodatnio
okre±lonymi hermitowskimi iloczynami skalarnymi 〈·, ·〉i. Uzasadnij »e wzór

〈x1 ⊗ x2, y1 ⊗ y2〉 = 〈x1, y1〉1〈x2, y2〉2

zadaje na M1 ⊗ M2 dodatnio okre±lony hermitowski iloczyn skalarny. In-
nymi sªowy, produkt tensorowy przestrzeni unitarnych ma naturaln¡ struk-
tur¦ przestrzeni unitarnej.
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