1. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym. Opisz charaktery
reprezentacji nieprzywiedlnych w przestrzeniach skonczenie wymiarowych
skoniczonej grupy cykliczne;j.

2. Uzasadnij ze grupa skonczona jest przemienna wtedy i tylko wtedy gdy
kazda jej reprezentacja nieprzywiedlna nad cialem algebraicznie domknietym
charakterystyki nie dzielacej |G| jest jednowymiarowa.

3. Grupa permutacji S(10) zbioru 10-cio elementowego A = [1,...,10]
w naturnaly sposob dziala na A x A. Niech A oznacza reprezentacje na
C(A) (gdzie C(A) to funkcje zespolone na A) taka ze A(g)d, = d4(a). Niech
n oznacza reprezentacje na C'(A x A) zbudowana podobnie lecz uzywajac
dziatanie na A x A. Uzasadnij ze 7 jest réwnowazne A\ @ \.

4. Uzasadnij ze reprezentacja regularna to reprezentacja indukowana z
trywialnej reprezentacji podgrupy trywialnej S = {e}.

5. Niech K bedzie cialem algebraicznie domknietym, A bedzie dowolng
reprezentacja skoficzenie wymiarowa G, g elementem G, za$ [ dodatnia liczba
catkowita taka ze g' = e. Niech x oznacza charakter \. Uzasadnij ze x(g)
jest suma [-tych pierwiastkow z 1. Wywnioskuj stad ze jesli m > 0 jest
liczba taka ze g™ = e dla dowolnego g € G to x przyjmuje wartosci w ciele
klen] gdzie k jest cialem prostym (tzn. k to Q jesli K jest charakterystyki
0 lub k to Z/(pZ) gdy K jest charakterystyki p) zas e, jest pierwiastkiem
pierwotnym z 1 stopnia m.

6. Uzasadnij ze jesli K jest cialem liczb zespolonych, G jest skoriczona,
X jest charakterem reprezentacji skoriczenie wymiarowej to x(¢71) = ¥(g)
gdzie Y oznacza sprzezenie zespolone.

7. Uzasadnij ze jesli cialo k jest algebraicznie domkniete, G jest skoriczona
i charakterystyka k nie dzieli |G| to wymiar centrum k[G] jest rowny liczbie
klas izomorfizmu k[G]-modutéw prostych.

8. Uzasadnij ze jedli cialo k jest algebraicznie domkniete i charaktery-
styki 0 za$ G jest skonczona, to charakter reprezentacji x jest charakterem
reprezentacji nieprzywiedlnej wtedy i tylko wtedy gdy (x, x) = 1. Wywnio-
skuj stad ze produkt tensorowy reprezentacji nieprzywiedlnych G i H jest
reprezentacja nieprzywiedlnag G x H.

9. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietem charakterystyki nie



dzielacej |G|, A bedzie podgrupa przemienna G, M bedzie reprezentacja

nieprzywiedlna G na przestrzeni wektorowej nad k. Uzasadnij ze dimy (M) <
Gl

Al Wskazowka: M jest zawarte w reprezentacji indukowanej z A.

10. Niech cialo K bedzie rozszerzeniem k i charakterystyka k nie dzieli
mocy grupy G. Niech M i N beda k[G] modutami ktore sg skoncznie wy-
miarowymi przestrzeniami wektorowymi nad k. Uzasadnij ze jesli M i N
sa izomorficzne po rozszerzeniu skalaréow do K to sg izomorficzne jako k|G|
moduty. Wywnioskuj stad ze jesli k jest charakterystyki 0 to k[G] moduly
sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy maja réwne charaktery.

11. Niech £ bedzie ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki nie
dzielacej |G|. Niech Z oznacza centrum k[G]. Niech A € Z bedzie elementem
takim ze jego dziatanie na Z diagonalizuje sie tak ze wszyskie wartosci wtasne
sg rozne. Uzasadnij ze wektory wlasne sa wielokrotno$ciami idempotentow
e; zwigzanych z k[G] modutami prostymi. Uzasadnij ze A jak wyzej istnieje.

Uwaga: Oznacza to ze znajac strukture Z mozna wyznaczy¢ e; a wiec
i charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych bez dodatkowych informacji o
k[G].

12. Niech A bedzie skonczeng grupa abelowa traktowang jako Z-modut.
Rowniez Q traktujemy jako Z-modul. Uzasadnij ze Q ® A = {0}.

13. Dla przestrzeni wektorowych M i N przez Hom(M, N) oznaczymy
przestrzen odwzorowan liniowych z M w N. Niech M i N beda skoncze-
nie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad £ i niech M* oznacza
Hom(M, k). Uzasadnij ze Hom(M, N) jest naturalnie izomorficzne z M*®@ N.

14. Niech M bedzie modutem wielomianéw nad pier§cieniem przemien-
nym R zmiennych z,...,2; za§ N bedzie bedzie modutem wielomianéw
zmiennych yq,...,y,,. Uzasadnij ze M ® N jest naturalnie izomorficzne z
modutem wielomianéw zmiennych x1, ..., 2, Y1, ..., Ym.

15. Niech M; i M5 beda przestrzeniami wektorowymi nad C z dodatnio
okreslonymi hermitowskimi iloczynami skalarnymi (-, -);. Uzasadnij ze wzor

(11 @ T, Y1 ® Y2) = (1, Y1)1{T2, Y2)2

zadaje na M; ® M, dodatnio okreslony hermitowski iloczyn skalarny. In-
nymi stowy, produkt tensorowy przestrzeni unitarnych ma naturalng struk-
ture przestrzeni unitarnej.



