1. Niech G = Z, bedzie grupg dwuelementows. G dziala na Q? zamie-
niajagc wektory bazowe e; i es. Niech M; bedzie Z modulem generowanym
przez e; i es. Niech M, bedzie Z modulem generowanym przez e; + e i
e1 — eg. Uzasadnij ze otrzymane w ten sposob reprezentacje G nad Z nie s3
rOwnowazne.

Wskazowka: Uzyj redukcje modulo 2 i rozwazaj reprezentacje nad Zs.

2. Niech p bedzie reprezentacja grupy G na skonczenie wymiarowej prze-
strzeni wektorowej nad Q. Uzasadnij ze V' zawiera skonczenie generowalny Z
modut ktory generuje V nad Q. Wywnioskuj stad ze G ma co najmniej jedng
reprezentacje nad Z ktora po rozszerzeniu skalarow do Q daje reprezentacje
rownowazna z p.

Wskazowka: Rozwaz orbite bazy V.

3. Niech G,, bedzie podzbiorem grupy SL(n,Z) sktadajacym si¢ z ma-
cierzy postaci I +mA gdzie I to macierz identycznosciowa, m to dodatnia
liczba catkowita, za§ A to macierz catkowitoliczbowa taka ze suma ma wy-
znacznik 1. Uzasadnij ze G, jest podgrupa normalng w SL(n,Z). Uzasadnij
ze G /G gdzie p jest liczba pierwszg jest grupa przemienng. Wywnio-
skuj stad ze przekroj skonczonej podgrupy H C SL(n,Z) z G, jest grupa
rozwiazalng.

4. Uzasadnij ze izometria R® ma jednowymiarows podprzestrzenn nie-
zmienniczg. Wywnioskuj stad ze taka izometria jest obrotem lub ztozeniem
obrotu z odbiciem wzgledem osi obrotu lub sie diagonalizuje. Uzasadnij ze
jesli izometria g przestrzeni R? ma $lad bedacy liczba catkowita, to g™ = I
dla pewnego m € {1,2,3,4,6}.

5. Uzasadnij ze obraz grupy krystalograficznej G przez dziatanie na
Z3/(2Z3) jest podgrupa SL(3,2) o mocy co najwyzej 24. Wywnioskuj stad
ze obraz GG jest grupa rozwigzalna.

Wskazowka: Moc SL(3,2) dzieli sie przez 7.

Uwaga: Zadania 3 i 5 pokazujg ze iloraz G przez Z3 jest grupa rozwia-
zalna.

6. Uzasadnij ze naturalne dzialanie grupy symetrii trojkata na przestrzeni
wymiaru 2 jest reprezentacja indukowana z reprezentacji jednowymiarowej
podgrupy jesli reprezentacje rozwazamy nad C. Uzasadnij ze nie jest to
reprezentacja indukowana z reprezentacji nad R.



7. Uzasadnij 7ze reprezentacja wymiaru 3 grupy SL(2,5) nie jest induko-
wana z reprezentacji jednowymiarowe;j.

Wskazowka: Uzyj opis klas sprzezonosci i charakteréw by pokazaé ze ta
reprezentacja gdyby byta indukowana to z podgrupy zawierajacej element
typu N i element typu A € F(q) i charakter reprezentacji podgrupy bytby
nietrywialny na tych elementach. Uzyj to by pokaza¢ ze taka podgrupa
bytaby przemienna i uzyska¢ sprzecznosé z opisem elementéw komutujacych
z N.

8. Uzasadnij ze jesli G jest grupa skonczong dzialajaca na R” to istnieje
wielo§cian wypukly W taki ze G jest podgrupa grupy symetrii W. W mozna
wybrac¢ tak by G dzialalo tranzytywnie na wierzchotkach W. Uzasadnij na
przyktadzie ze jest nieskonczenie wiele klas podobieristwa mozliwych W.

9. W grupie S(4) wyznacz mnozenie na centum K |[G], tzn. zapisz iloczyn
klas sprzezonosci jako sume klas sprzezonosci z odpowiednimi krotnosciami.

10. Niech P bedzie poétgrupa przemienng. Uzasadnij ze kazda skon-
czenie wymiarowa reprezentacja nieprzywiedlna P nad ciatem algebraicznie
domknietym k (tzn. modut prosty nad k[P]) jest jednowymiarowa.

11. {0, 1} traktujemy jako polgrupe z jedynka P z mnozeniem jako dzia-
laniem (1 jest jedynka polgrupy). Znajdz reprezentacje nieprzywiedlne P.
Uzasadnij ze reprezentacja regularna P rozklada sie na sume reprezentacji
nieprzywiedlnych.

Uwaga: Przyjmujemy tu ze w reprezentacji jedynka potgrupy ma przejsé
na operator identycznosciowy.



