
1. Niech G = Z2 b¦dzie grup¡ dwuelementow¡. G dziaªa na Q2 zamie-
niaj¡c wektory bazowe e1 i e2. Niech M1 b¦dzie Z moduªem generowanym
przez e1 i e2. Niech M2 b¦dzie Z moduªem generowanym przez e1 + e2 i
e1 − e2. Uzasadnij »e otrzymane w ten sposób reprezentacje G nad Z nie s¡
równowa»ne.

Wskazówka: U»yj redukcj¦ modulo 2 i rozwa»aj reprezentacje nad Z2.

2. Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ grupy G na sko«czenie wymiarowej prze-
strzeni wektorowej nad Q. Uzasadnij »e V zawiera sko«czenie generowalny Z
moduª który generuje V nad Q. Wywnioskuj st¡d »e G ma co najmniej jedn¡
reprezentacj¦ nad Z która po rozszerzeniu skalarów do Q daje reprezentacj¦
równowa»n¡ z ρ.

Wskazówka: Rozwa» orbit¦ bazy V .

3. Niech Gm b¦dzie podzbiorem grupy SL(n,Z) skªadaj¡cym si¦ z ma-
cierzy postaci I +mA gdzie I to macierz identyczno±ciowa, m to dodatnia
liczba caªkowita, za± A to macierz caªkowitoliczbowa taka »e suma ma wy-
znacznik 1. Uzasadnij »e Gm jest podgrup¡ normaln¡ w SL(n,Z). Uzasadnij
»e Gpk/Gpk+1 gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡ jest grup¡ przemienn¡. Wywnio-
skuj st¡d »e przekrój sko«czonej podgrupy H ⊂ SL(n,Z) z Gp jest grup¡
rozwi¡zaln¡.

4. Uzasadnij »e izometria R3 ma jednowymiarow¡ podprzestrze« nie-
zmiennicz¡. Wywnioskuj st¡d »e taka izometria jest obrotem lub zªo»eniem
obrotu z odbiciem wzgledem osi obrotu lub si¦ diagonalizuje. Uzasadnij »e
je±li izometria g przestrzeni R3 ma ±lad b¦d¡cy liczb¡ caªkowit¡, to gm = I
dla pewnego m ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.

5. Uzasadnij »e obraz grupy krystalogra�cznej G przez dziaªanie na
Z3/(2Z3) jest podgrup¡ SL(3, 2) o mocy co najwy»ej 24. Wywnioskuj st¡d
»e obraz G jest grup¡ rozwi¡zaln¡.

Wskazówka: Moc SL(3, 2) dzieli si¦ przez 7.
Uwaga: Zadania 3 i 5 pokazuj¡ »e iloraz G przez Z3 jest grup¡ rozwi¡-

zaln¡.

6. Uzasadnij »e naturalne dziaªanie grupy symetrii trójk¡ta na przestrzeni
wymiaru 2 jest reprezentacj¡ indukowan¡ z reprezentacji jednowymiarowej
podgrupy je±li reprezentacje rozwa»amy nad C. Uzasadnij »e nie jest to
reprezentacja indukowana z reprezentacji nad R.
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7. Uzasadnij »e reprezentacja wymiaru 3 grupy SL(2, 5) nie jest induko-
wana z reprezentacji jednowymiarowej.

Wskazówka: U»yj opis klas sprz¦»ono±ci i charakterów by pokaza¢ »e ta
reprezentacja gdyby byªa indukowana to z podgrupy zawieraj¡cej element
typu N i element typu λ ∈ F (q) i charakter reprezentacji podgrupy byªby
nietrywialny na tych elementach. U»yj to by pokaza¢ »e taka podgrupa
byªaby przemienna i uzyska¢ sprzeczno±¢ z opisem elementów komutuj¡cych
z N .

8. Uzasadnij »e je±li G jest grup¡ sko«czon¡ dziaªaj¡c¡ na Rn to istnieje
wielo±cian wypukªy W taki »e G jest podgrup¡ grupy symetrii W . W mo»na
wybra¢ tak by G dziaªaªo tranzytywnie na wierzchoªkach W . Uzasadnij na
przykªadzie »e jest niesko«czenie wiele klas podobie«stwa mo»liwych W .

9. W grupie S(4) wyznacz mno»enie na centum K[G], tzn. zapisz iloczyn
klas sprz¦»ono±ci jako sum¦ klas sprz¦»ono±ci z odpowiednimi krotno±ciami.

10. Niech P b¦dzie póªgrup¡ przemienn¡. Uzasadnij »e ka»da sko«-
czenie wymiarowa reprezentacja nieprzywiedlna P nad ciaªem algebraicznie
domkni¦tym k (tzn. moduª prosty nad k[P ]) jest jednowymiarowa.

11. {0, 1} traktujemy jako póªgrup¦ z jedynk¡ P z mno»eniem jako dzia-
laniem (1 jest jedynk¡ póªgrupy). Znajd¹ reprezentacje nieprzywiedlne P .
Uzasadnij »e reprezentacja regularna P rozkªada si¦ na sum¦ reprezentacji
nieprzywiedlnych.

Uwaga: Przyjmujemy tu »e w reprezentacji jedynka póªgrupy ma przej±¢
na operator identyczno±ciowy.
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