12. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym charakterystyki p i
niech G bedzie grupa mocy p*. Uzasadnij ze kazdy k[G] modul prosty jest
trywialny.

Wskazowka: Dla grupy przemiennej opisz rozwiazania réwnania zP = 1
7z x € k. Dla grupy nieprzemiennej przyjmij za znane ze G ma nietrywialne
centrum.

13. Niech k bedzie cialem charakterystyki p i niech G bedzie grupa mocy
pF. Urzasadnij 7e reprezentacja trywialna wystepuje w k[G] z krotnoscia 1.
Uzasadnij ze k[G] jest k[G] modulem nierozkladalnym (tzn. nie daje sie
przedstawi¢ w postaci sumy prostej nietrywialnych podmodulow).

Wskazowka: Druga czesé to wniosek z pierwszej 1 poprzedniego zadania.

14. Niech H bedzie podgrupa G i niech k bedzie pierScieniem przemien-
nym. Uzasadnij ze k|G| jest k[H| modulem wolnym (tzn. jest suma prosta
moduléw izomorficznych z k[H]).

15. Niech G bedzie grupa skonczona zas k cialem. Uzasadnij ze k|G| jest
skoriczong sumg prosta k[G] moduléw nierozkladalnych (tzn. takich ktore
nie da si¢ zapisa¢ jako nietrywialna suma prosta).

16. Niech k bedzie cialem charakterystyki p za$ G grupg mocy mp”* gdzie
m jest wzglednie pierwsze z p. Uzasadnij ze jesli M jest sktadnikiem prostym
k[G] to M ma wymiar podzielny przez pF.

Wskazowka: Przyjmij za znane istnienie podgrupy Sylowa, tzn. podgrupy
H mocy p* i uzyj wyniki poprzednich zadan.

17. Niech G bedzie grupa skoriczona za$ g € G elementem rzedu mp*
(tzn. gmpk = e) gdzie p jest liczba pierwsza za$ m jest wzglednie pierwsze
z p. Uzasadnij ze g mozna zapisa¢ w postaci g = uw gdzie u jest rzedu m,
w jest rzedu p* i uw = wu. Niech y bedzie charakterem reprezentacji nad
ciatem charakterystyki p. Uzasadnij ze x(g) = x(u).

Wskazowka: 1 = am-+bp”* z catkowitymi a i b. Rozpisz g'. W reprezentacji
zapisz element w postaci Jordana.

18. Niech k bedzie cialem za$ p bedzie reprezentacja grupy G na prze-
strzeni wektorowej V' nad k. Niech P bedzie przestrzenia rzutowa otrzymana
z V, tzn. P = (V — {0})/k,. gdzie iloraz jest wzgledem dziatamia grupy
multyplikatywej k. = k — {0} ciala k. Innymi stowy P to zbiér prostych
przechodzacych przez 0 w V. Majac dane przeksztalcenie liniowe na V' w



naturalny sposob otrzymujemy przeksztalcenie P (tak otrzymane przeksztal-
cenia nazywamy przeksztalceniami rzutowymi). Uzasadnij ze reprezentacja
p w naturalny sposob zadaje reprezentacje rzutowa tzn. homomorfizm z G w
grupe przeksztatcen rzutowych. W takiej sytuacji méwimy ze reprezentacja
rzutowa jest otrzymana z reprezentacji liniowej. Powiemy ze zbior U C P
jest podprzestrzenia jesli U jest obrazem niezerowej podprzestrzeni W C V
przez przeksztalcenie ilorazowe. Powiemy ze reprezentacja rzutowa na P
jest nieprzywiedlna jesli jedyng podprzestrzenig niezmiennicza jest cate P.
Uzasadnij ze reprezentacja rzutowa otrzymana z reprezentacji liniowej p jest
nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy p jest nieprzywiedlna.

19. Rozwazmy grupe Heisenberga H nad Z,, tzn. grupe gdzie mnozenie
zadane jest wzorem

(1,91, 21)(T2, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Yo, 21 + 22 + T1Y2)

gdzie wspolrzedne sa z pierScienia Z, reszt modulo p. Niech C' bedzie cen-
trum H. Uzasadnij ze H ma wierna reprezentacje nieprzywiedlng nad C i ze
ta reprezentacja nie zawiera reprezentacji jednowymiarowych. Uzasadnij ze
H/C ma reprezentaje przeksztaleniami rzutowymi taka ze nie pochodzi ona z
reprezentacji liniowej (tzn. nie jest zlozeniem reprezentacji liniowej z odwzo-
rowaniem ilorazowym z grupy przeksztalcen liniowych w grupe przeksztatcen
rzutowych).

20. Bazujac na podanym opisie sprawdz ze SL(2,5) ma reprezentacje
wymiaru 2, za$ dla G = SL(2,5)/{[,—1} najmniejszy wymiar reprezen-
tacji nietrywialnej to 3. Wywnioskuj stad ze istnieje homomorfizm z G w
przeksztalcenia rzutowe przestrzeni dwuwymiarowej (reprezentacja rzutowa),
ktory nie pochodzi od reprezentacji liniowe;j.

Komentarz: SL(2,5) to tak zwane nakrycie uniwersalne G, w szczegolno-
§ci kazda reprezentacja rzutowa G pochodzi z reprezentacji liniowej SL(2,5).

21. Niech p bedzie nieprzywiedlng reprezentacja grupy G na V = C”
i niech H bedzie abelowym dzielnikiem normalnym w (. Zakladamy ze
reprezentacja jest wierna. Uzasadnij ze albo p jest indukowana z pewnej
podgrupy, albo H jest podgrupg centrum G.

Wskazowka: Rozwaz rozktad p obcietego do H.

22. Niech H bedzie grupa Heisenberga z zadania 19 z p = 4. Uzasadnij
ze najmniejszy wymiar wiernej reprezentacji H nad R to 8. Podaj jawnie
wierng reprezentacje H wymiaru 4 nad cialem Zs.

23. Niech A bedzie skonczenie wymiarows algebra polprosta nad ciatem
algebraicznie domknietym k. Niech V i W beda modutami nad A ktore sg



skonficznie wymiarowe jako przestrzenie nad k. Niech M; beda reprezentan-
tami klas modutéw prostych nad A. Niech [; i n; oznaczaja krotnosé M; w
V i W odpowiednio. Uzasadnij ze Hom(V, W) jest przestrzenia wektorowa
nad k wymiaru Y [;n;.

24. Bazujac na tym ze grupa alternujaca As ma 60 elementéow i 5 klas
sprzezonosci, na twierdzeniu Wedderburna, na tym ze wymiar reprezentacji
dzieli rzad grupy i wiedzac o reprezentacji trywialnej uzasadnij ze wymiary
reprezentacji As to 1,3,3,4,5.

25. Niech G bedzie grupa skonczong. Uzasadnij ze jesli g # ¢! a
klasa sprzezonosci g rowna sie klasie sprzezonosci g~1 to moc tej klasy jest
parzysta. Uzasadnij ze jesli grupa G ma moc nieparzysta to istnieje g taki ze
klasa sprzezonosci ¢ jest rozna od kasy sprzezonosci g—'. Wywnioskuj stad
ze na G istnieje charakter nad C ktoéry przyjmuje cho¢ w jednym punkcie
warto$¢ nie bedacg liczba rzeczywista.

Wskazowka: W ostatniej czesci uzyj twierdzenie Artina z wyktadow 61 7.



