
12. Niech k b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki p i
niech G b¦dzie grup¡ mocy pk. Uzasadnij »e ka»dy k[G] moduª prosty jest
trywialny.

Wskazówka: Dla grupy przemiennej opisz rozwi¡zania równania xp = 1
z x ∈ k. Dla grupy nieprzemiennej przyjmij za znane »e G ma nietrywialne
centrum.

13. Niech k b¦dzie ciaªem charakterystyki p i niech G b¦dzie grup¡ mocy
pk. Uzasadnij »e reprezentacja trywialna wyst¦puje w k[G] z krotno±ci¡ 1.
Uzasadnij »e k[G] jest k[G] moduªem nierozkªadalnym (tzn. nie daje si¦
przedstawi¢ w postaci sumy prostej nietrywialnych podmoduªów).

Wskazówka: Druga cz¦±¢ to wniosek z pierwszej i poprzedniego zadania.

14. Niech H b¦dzie podgrup¡ G i niech k b¦dzie pier±cieniem przemien-
nym. Uzasadnij »e k[G] jest k[H] moduªem wolnym (tzn. jest sum¡ prost¡
moduªów izomor�cznych z k[H]).

15. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ za± k ciaªem. Uzasadnij »e k[G] jest
sko«czon¡ sum¡ prost¡ k[G] moduªów nierozkªadalnych (tzn. takich które
nie da si¦ zapisa¢ jako nietrywialna suma prosta).

16. Niech k b¦dzie ciaªem charakterystyki p za± G grup¡ mocy mpk gdzie
m jest wzgl¦dnie pierwsze z p. Uzasadnij »e je±liM jest skªadnikiem prostym
k[G] to M ma wymiar podzielny przez pk.

Wskazówka: Przyjmij za znane istnienie podgrupy Sylowa, tzn. podgrupy
H mocy pk i u»yj wyniki poprzednich zada«.

17. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ za± g ∈ G elementem rz¦du mpk

(tzn. gmpk = e) gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡ za± m jest wzgl¦dnie pierwsze
z p. Uzasadnij »e g mo»na zapisa¢ w postaci g = uw gdzie u jest rz¦du m,
w jest rz¦du pk i uw = wu. Niech χ b¦dzie charakterem reprezentacji nad
ciaªem charakterystyki p. Uzasadnij »e χ(g) = χ(u).

Wskazówka: 1 = am+bpk z caªkowitymi a i b. Rozpisz g1. W reprezentacji
zapisz element w postaci Jordana.

18. Niech k b¦dzie ciaªem za± ρ b¦dzie reprezentacj¡ grupy G na prze-
strzeni wektorowej V nad k. Niech P b¦dzie przestrzeni¡ rzutow¡ otrzyman¡
z V , tzn. P = (V − {0})/k∗ gdzie iloraz jest wzgl¦dem dziaªamia grupy
multyplikatywej k∗ = k − {0} ciaªa k. Innymi sªowy P to zbiór prostych
przechodz¡cych przez 0 w V . Maj¡c dane przeksztaªcenie liniowe na V w
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naturalny sposób otrzymujemy przeksztaªcenie P (tak otrzymane przeksztaª-
cenia nazywamy przeksztaªceniami rzutowymi). Uzasadnij »e reprezentacja
ρ w naturalny sposób zadaje reprezentacj¦ rzutow¡ tzn. homomor�zm z G w
grup¦ przeksztaªce« rzutowych. W takiej sytuacji mówimy »e reprezentacja
rzutowa jest otrzymana z reprezentacji liniowej. Powiemy »e zbiór U ⊂ P
jest podprzestrzeni¡ je±li U jest obrazem niezerowej podprzestrzeni W ⊂ V
przez przeksztaªcenie ilorazowe. Powiemy »e reprezentacja rzutowa na P
jest nieprzywiedlna je±li jedyn¡ podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ jest caªe P .
Uzasadnij »e reprezentacja rzutowa otrzymana z reprezentacji liniowej ρ jest
nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy ρ jest nieprzywiedlna.

19. Rozwa»my grup¦ Heisenberga H nad Zp, tzn. grup¦ gdzie mno»enie
zadane jest wzorem

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 + x1y2)

gdzie wspóªrz¦dne s¡ z pier±cienia Zp reszt modulo p. Niech C b¦dzie cen-
trum H. Uzasadnij »e H ma wiern¡ reprezentacj¦ nieprzywiedln¡ nad C i »e
ta reprezentacja nie zawiera reprezentacji jednowymiarowych. Uzasadnij »e
H/C ma reprezentaj¦ przeksztaªeniami rzutowymi tak¡ »e nie pochodzi ona z
reprezentacji liniowej (tzn. nie jest zªo»eniem reprezentacji liniowej z odwzo-
rowaniem ilorazowym z grupy przeksztaªce« liniowych w grup¦ przeksztaªce«
rzutowych).

20. Bazuj¡c na podanym opisie sprawd¹ »e SL(2, 5) ma reprezentacj¦
wymiaru 2, za± dla G = SL(2, 5)/{I,−I} najmniejszy wymiar reprezen-
tacji nietrywialnej to 3. Wywnioskuj st¡d »e istnieje homomor�zm z G w
przeksztaªcenia rzutowe przestrzeni dwuwymiarowej (reprezentacja rzutowa),
który nie pochodzi od reprezentacji liniowej.

Komentarz: SL(2, 5) to tak zwane nakrycie uniwersalne G, w szczególno-
±ci ka»da reprezentacja rzutowa G pochodzi z reprezentacji liniowej SL(2, 5).

21. Niech ρ b¦dzie nieprzywiedln¡ reprezentacj¡ grupy G na V = Cn

i niech H b¦dzie abelowym dzielnikiem normalnym w G. Zakªadamy »e
reprezentacja jest wierna. Uzasadnij »e albo ρ jest indukowana z pewnej
podgrupy, albo H jest podgrup¡ centrum G.

Wskazówka: Rozwa» rozkªad ρ obci¦tego do H.

22. Niech H b¦dzie grup¡ Heisenberga z zadania 19 z p = 4. Uzasadnij
»e najmniejszy wymiar wiernej reprezentacji H nad R to 8. Podaj jawnie
wiern¡ reprezentacj¦ H wymiaru 4 nad ciaªem Z5.

23. Niech A b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ póªprost¡ nad ciaªem
algebraicznie domkni¦tym k. Niech V i W b¦d¡ moduªami nad A które s¡
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sko«cznie wymiarowe jako przestrzenie nad k. Niech Mi b¦d¡ reprezentan-
tami klas moduªów prostych nad A. Niech li i ni oznaczaj¡ krotno±¢ Mi w
V i W odpowiednio. Uzasadnij »e Hom(V,W ) jest przestrzeni¡ wektorow¡
nad k wymiaru

∑
lini.

24. Bazuj¡c na tym »e grupa alternuj¡ca A5 ma 60 elementów i 5 klas
sprz¦»ono±ci, na twierdzeniu Wedderburna, na tym »e wymiar reprezentacji
dzieli rz¡d grupy i wiedz¡c o reprezentacji trywialnej uzasadnij »e wymiary
reprezentacji A5 to 1, 3, 3, 4, 5.

25. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡. Uzasadnij »e je±li g 6= g−1 a
klasa sprz¦»ono±ci g równa si¦ klasie sprz¦»ono±ci g−1 to moc tej klasy jest
parzysta. Uzasadnij »e je±li grupa G ma moc nieparzyst¡ to istnieje g taki »e
klasa sprz¦»ono±ci g jest ró»na od kasy sprz¦»ono±ci g−1. Wywnioskuj st¡d
»e na G istnieje charakter nad C który przyjmuje cho¢ w jednym punkcie
warto±¢ nie b¦d¡c¡ liczb¡ rzeczywist¡.

Wskazówka: W ostatniej cz¦±ci u»yj twierdzenie Artina z wykªadów 6 i 7.
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