1. Niech G bedzie grupa Heisenberga, tzn. G to R? z mnozeniem zadanym
wzorem:

1
(1,41, 21) (T2, Y2, 22) = (1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22 + 5(331292 — Xay1))

Uzasadnij ze miara Lebesque’a jest dwustronnie niezmiennicza.

2. Niech G to bedzie R? z mnozeniem zadanym wzorem:

(s1,21)(S2,22) = (S1 + S2, exp(s2)x1 + T2)

Uzasadnij ze Lebesque’a jest niezmiennicza na przesuniecia lewostronne. Znajdz
miare niezmiennicza na przesuniecia prawostronne.

3. Calkowitoliczbowa grupa Heisenberga to Z* z mnozeniem zadanym
wzorem

(21,91, 21) (@2, Yo, 22) = (1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22 — (T142))
Niech V' = L?(Z). Na V zadajemy reprezentacje wzorem
(p((z,y, 2))v)(u) = exp(ia(yu + 2))v(u — z)

gdzie a jest ustalong rzeczywista liczba niewymierna. Sprawdz ze jest to
reprezentacja i ze jest ona nieprzywiedlna.

4. Dla grupy z zadania 2 zadajemy reprezentacje na L*(R) wzorem
(p((s,2))v)(u) = exp(iz exp(u — s))v(u — s).
Sprawdz ze jest to reprezentacja. Uzasadnij ze jest ona nieprzywiedlna

5. Grupe izometrii R? mozna zapisaé¢ jako zbior par (z,t) gdzie z,t € C
i |z| = 1. Mnozenie jest zadane wzorem

(21,61) (22, t2) = (2122, 25 b1 + t2).
Zadajemy reprezentacje na L*(S) gdzie S = 2z : |z| = 1 wzorem
p((2,t))v(u) = exp(iaR(zt/u))v(u/?)

gdzie a > 0 za$ R oznacza czeSé rzeczywisty. Sprawdz ze jest to reprezentacja.
Uzasadnij ze jest ona nieprzywiedlna



6. Niech G dziala na przestrzeni z miara probabilistyczng M, tzn. dana
jest funkcjam : (G, M) — M taka ze dla dowolnych g1, 92 € Gix € M mamy
m(g1, m(ge, x)) = m(g192, x). Zaktadamy ze dzialanie zachowuje miare, tzn.
przy ustalonym g € G i dowolnym mierzalnym A C M mamy

Al = {m(g, x) : « € A},

Zadajemy reprezentacje G w L?*(M) wzorem

Sprawdz ze jest to reprezentacja. Uzasadnij ze ta reprezentacja zawiera re-
prezentacje trywialng z krotnoscia 1 wtedy i tylko wtedy gdy dzialanie G na
M jest ergodyczne tzn. wtedy i tylko wtedy gdy

VyealA— {m(g,7) : z € A} =0

implikuje ze A = M lub A = (). Sprawdz ze gdy a jest liczba niewymierna,
M =R/Z, G = Z, zas m(g,r) = = — ag to powyzszy warunek jest spelniony.



