
1. NiechG b¦dzie grup¡ Heisenberga, tzn. G to R3 z mno»eniem zadanym

wzorem:

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 +
1

2
(x1y2 − x2y1))

Uzasadnij »e miara Lebesque'a jest dwustronnie niezmiennicza.

2. Niech G to b¦dzie R2 z mno»eniem zadanym wzorem:

(s1, x1)(s2, x2) = (s1 + s2, exp(s2)x1 + x2)

Uzasadnij »e Lebesque'a jest niezmiennicza na przesuni¦cia lewostronne. Znajd¹

miar¦ niezmiennicz¡ na przesuni¦cia prawostronne.

3. Caªkowitoliczbowa grupa Heisenberga to Z3 z mno»eniem zadanym

wzorem

(x1, y1, z1)(x2, y2, z2) = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 − (x1y2))

Niech V = L2(Z). Na V zadajemy reprezentacj¦ wzorem

(ρ((x, y, z))v)(u) = exp(ia(yu+ z))v(u− x)

gdzie a jest ustalon¡ rzeczywist¡ liczb¡ niewymiern¡. Sprawd¹ »e jest to

reprezentacja i »e jest ona nieprzywiedlna.

4. Dla grupy z zadania 2 zadajemy reprezentacj¦ na L2(R) wzorem

(ρ((s, x))v)(u) = exp(ix exp(u− s))v(u− s).

Sprawd¹ »e jest to reprezentacja. Uzasadnij »e jest ona nieprzywiedlna

5. Grup¦ izometrii R2 mo»na zapisa¢ jako zbiór par (z, t) gdzie z, t ∈ C
i |z| = 1. Mno»enie jest zadane wzorem

(z1, t1)(z2, t2) = (z1z2, z
−1
2 t1 + t2).

Zadajemy reprezentacj¦ na L2(S) gdzie S = z : |z| = 1 wzorem

ρ((z, t))v(u) = exp(ia<(zt/u))v(u/z)

gdzie a > 0 za± < oznacza cz¦±¢ rzeczywist¡. Sprawd¹ »e jest to reprezentacja.

Uzasadnij »e jest ona nieprzywiedlna
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6. Niech G dziaªa na przestrzeni z miar¡ probabilistyczn¡ M , tzn. dana

jest funkcjam : (G,M)→M taka »e dla dowolnych g1, g2 ∈ G i x ∈M mamy

m(g1,m(g2, x)) = m(g1g2, x). Zakªadamy »e dziaªanie zachowuje miar¦, tzn.

przy ustalonym g ∈ G i dowolnym mierzalnym A ⊂M mamy

|A| = |{m(g, x) : x ∈ A}|.

Zadajemy reprezentacj¦ G w L2(M) wzorem

ρ(g)v(x) = v(m(g−1, x))

Sprawd¹ »e jest to reprezentacja. Uzasadnij »e ta reprezentacja zawiera re-

prezentacj¦ trywialn¡ z krotno±ci¡ 1 wtedy i tylko wtedy gdy dziaªanie G na

M jest ergodyczne tzn. wtedy i tylko wtedy gdy

∀g∈G|A− {m(g, x) : x ∈ A}| = 0

implikuje »e A = M lub A = ∅. Sprawd¹ »e gdy a jest liczb¡ niewymiern¡,

M = R/Z, G = Z, za± m(g, x) = x−ag to powy»szy warunek jest speªniony.
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