1 Ciala skonczone

Cialo skoriczone K ma charakterystyke skoriczona, czyli istnieje p takie ze p-krotne dodanie jedynki
do siebie daje 0. Najmniejsze takie p jest liczba pierwszg ktorg nazywamy charakterystyka K. Doda-
wanie 1 do siebie daje podcialo F' ciatla K nazywane cialem prostym. Jest ono izomorficzne z ciatem
reszt modulo p. Ogélne K jest przestrzenia wektorowa nad cialem prostym czyli ma ¢ = p* ele-
mentow dla pewnego catkowitego dodatniego k. Dla dowolnego ¢ postaci p* istnieje ciato skonczone
mocy q. Przy tym dwa ciala skoriczone mocy ¢ sa izomorficzne. Istnienie ciala skonczonego najta-
twiej pokazac rozwazajac wielomian P(x) = 27 —x. Z ogolnej teorii wiadomo ze istnieje rozszerzenie
ciala p elementowego nad ktorym P(x) rozklada sie na czynniki liniowe. Przy tym dla ustalonego P
rozszerzenie generowane przez pierwiastki P (tzn. ciato rozkladu) jest jednoznaczne z doktadnoscia
do izomorfizmu. Latwo pokazaé ze iloczyn i suma pierwiastkow P jest pierwiastkiem P, a wiec pier-
wiastki P daja podpierscien. Jako ze pochodna P’ = —1 jest rozna od 0 pierwiastki P sa wszystkie
rozne czyli jest ich ¢. Skoriczony pierscient bez dzielnikow zera jest ciatem, czyli pierwiastki P daja
cialo g-elementowe ktore oznaczymy przez F(q). Jako ciato rozktadu P cialo F'(q) jest wyznaczone
jednoznacznie z dokladnoscia do izomorfizmu.

Istotna wlasnoscig ktora bedziemy uzywaé jest to ze grupa multyplikatywna niezerowych elemen-
tow ciala F'(q) jest grupa cykliczna mocy ¢ — 1. Mianowicie, gdyby ta grupa nie byta cykliczna to
istnialoby m < ¢—1 takie ze 2™ = 1 dla wszystkich x € F(q) —{0}. Wtedy mielibysmy 2™ —z = 0
dla z € F(q). Lecz wielomian stopnia m + 1 ma co najwyzej m + 1 pierwiastkow, czyli m + 1 > g,
co daje sprzecznosé.

Dla cial charakterystyki wiekszej niz 2 istotna wtasnoscia jest to czy niezerowy element ciala
jest kwadratem czy nie. Jako ze 12 = (—)? to kwadratami jest dokladnie polowa niezerowych
elementow ciata, czyli (¢ — 1)/2 elementéw. Druga polowa nie jest kwadratem. Produkt kwadratow
jest dalej kwadratem, czyli kwadraty stanowia podgrupe grupy multyplikatywnej ciata. Elementy nie
bedace kwadratami mozna otrzymaé¢ mnozac dowolny element nie bedacy kwadratem przez kwadraty.
Produkt dwu elementéw nie bedacych kwadratami jest kwadratem. Istotna cecha cialta jest to czy
—1 jest kwadratem. Zachodzi to doktadnie wtedy gdy ¢ — 1 jest podzielne przez 4. Mianowicie, jak
rzad grupy multyplikatywnej ciala jest podzielny przez 4 to istnieje element rzedu 4 (bo grupa jest
cykliczna), i jego kwadrat to —1. Jesli —1 jest kwadratem to istnieje element rzedu 4, czyli moc grupy
jest podzielna przez 4. Zauwazmy ze w ciele F/(¢g?) —1 zawsze jest kwadratem. Mianowicie, jesli —1 nie
jest kwadratem w F'(q) to rozszerzenie ciata F(q) o pierwiastek z —1 jest cialem wymiaru 2 nad F(q),
czyli cialem ¢? elementowym. Ale takie cialo jest jedno z dokladnoscig do izomorfizmu. Ogoélniej,
dodanie jednego pierwiastka kwadratowego do ciata F(q) jest rownowazne dodaniu wszystkich. Jest
to duza réznica w poréwnaniu np. z cialem liczb wymiernych gdzie pierwiastki kwadratowe z liczb
pierwszych sa niezalezne.

2 Klasy sprzezonosci w SL(2,q)

Niech K bedzie pierscieniem przemiennym. Wtedy definiujemy grupe SL(2, K) jako grupe macierzy 2
na 2 o wyznaczniku 1 (macierz o wyznaczniku 1 jest odwracalna, wiec faktycznie dostaniemy grupe).
W dalszym ciagu bedziemy rozwaza¢ SL(2, K) dla K = F(q) gdzie F(q) jest cialem skoriczonym o
q elementach. Wiekszo$¢ metod ponizej dziata dla dowolnego g, ale wyniki sie réznia i gdy trzeba
bedziemy zaklada¢ ze ¢ jest nieparzyste (czyli 1 # —1). Wtedy SL(2, K) jest grupa skoriczona
ktora oznaczymy przez SL(2,q). Dowolny element SL(2,q) mozemy otrzymaé w nastepujacy sposob:



najpierw wybieramy niezerowy wektor z K2 jako pierwszy wiersz macierzy. Nastepnie wybieramy
drugi wiersz tak by wyznacznik byt 1. Wyznacznik jest liniows funkcja drugiego wiersza, przy tym
jesli pierwszy wiersz jest niezerowy to jest to funkcja niezerowa, czyli wybodr jest zawsze mozliwy.
Pierwszy wybor daje ¢> — 1 mozliwoéci na pierwszy wiersz, przy drugim wyborze zbiér rozwigzai
to warstwa podprzestrzeni wymiaru 1, czyli mamy ¢ mozliwosci. A wiec |SL(2,q)| = q(¢> — 1) =

(¢—Dalg+1).
Element g € SL(2,q) spelia jeden z warunkow nizej:

e g ma dwie rézne wartosci wlasne w F(q)
e g ma dwie r6zne wartosci wlasne w F(q¢?) — F(q)
e g ma réwne wartosci wlasne

Jesli g ma réwne wartosci wlasne \j = Ao =Ato A2 =1czyliA=11lub A = —1.

Jesli dodatkowo ¢ sie diagonalizuje to g = +1 gdzie I to macierz jednostkowa. Daje to dwie
jednoelementowe klasy sprzezonosci.

W przeciwnym razie g jest sprzezone z elementem postaci +n,. gdzie

(1 c
=0 1

z niezerowym c. Latwo zauwazy¢ ze n. jest sprzezone z n,2. dla niezerowego a. Niech N = {n. : c €
F(q)}. Checemy wyznaczy¢ przekroj klasy sprzezonosci n. z N. Zauwazmy ze dla e; = (1,0) mamy
nee; = eq, czyli ey jest wektorem wltasnym n. i dowolny wektor wlasny n. jest proporcjonalny do
€1.

Jesli ne, =m~

1 1

nem to dla v = m'e; mamy
-1 _ -1 -l
Ne, U ="M NeMU =M Neep =M~ €1 =0

czyli v = aey dla pewnego a € F(q) — {0}. Wtedy m jest postaci

(64)

(czyli nalezy do rozwazanej pozniej podgrupy M) i

mtn.m = L a e
o0 1

czyli klasa sprzezonosci n. przekrojona z N to {ngz. : a € F(q) — {0}}. Zauwazmy ze a’c = (—a)?c,
czyli dla nieparzystego g warto§¢ a’c osiggniemy na dwa sposoby. Czyli a?c przebiega (¢ — 1)/2
wartosci i mamy dwie orbity. Uwzgledniajac ze A = £1 to mamy 4 kasy sprzezonosci powyzszej
postaci. Zauwazmy ze z n. komutuja tylko elementy +ng4 z by¢ moze zerowym d. A wiec komutant
n. ma 2q elementow czyli klasa sprzezonosci ma (g% —1)/2 elementow. Uzywamy tu znang wlasnoéé ze
moc klasy sprzezonosci czyli orbity wzgledem automorfizmoéw wewnetrznych to moc grupy podzielona
przez moc stabilizatora punktu czyli komutanta.
Jesli g ma dwie rozne wartosci wlasne to g jest sprzezone z macierza postaci
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Jest tu pewna subtelnosé: z algebry liniowej wiemy ze sprzezenie bedzie przy pomocy macierzy nie-
osobliwej, lecz my potrzebujemy wyznacznik 1. Jednakze mnozac macierz sprzegajaca przez macierz
diagonalng mozemy skorygowaé¢ wyznacznik tak by dosta¢ 1. Dowolna macierz komutujaca z g sie
diagonalizuje, czyli komutant ma (g—1) elementow, a wiec klasa sprzezonosci ma g(g+1) elementow.
Widac¢ ze A i A\™1 daja ta sama klase. Z drugiej strony, macierze ktore sa sprzezone w SL(2,q) maja
ten sam zbior wartosci wlasnych. Czyli {\, \™1} wyznacza doktadnie jedna klase sprzezonoci. Tutaj
wykluczone jest 0 (nie ma odwrotnosci), 11 —1 (wtedy wartosci wlasne sa rowne). A wiec mamy
(¢ — 3)/2 klasy tego typu.

Rozwazmy teraz g z dwoma réznymi wartogciami wlasnymi z F(q?) — F(q). Zauwazmy ze ta-
kie g nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych nad F(q) (taka podprzestrzen daltaby
wektor wlasny a wiec i wartosé wlasna z F'(q)). Rozwazmy teraz zbior R macierzy nad F'(q) (z do-
wolnym wyznacznikiem) komutujacych z g. Jest to pierscien. Aby macierz h nad F(g) komutowala
z g, h musi sie diagonalizowa¢ w tej samej bazie co g. Czyli elementy R komutuja ze soba, czyli
R jest pierScieniem przemiennym. Oczywiscie g nalezy do R a wiec przy naturalnym dziataniu R
na F(q)? R nie ma podprzestrzeni niezmienniczych, czyli F|(q)? jest R-modutem prostym. Jako ze
R jest przemienny z lematu Schura wynika ze kazdy niezerowy element R jest odwracalny, czyli
R jest cialem. R zawiera macierze skalarne, czyli R jest rozszerzeniem F'(g). Przyporzadkowanie
elementowi R wartodci wlasnej na wybranym wektorze wlasnym g daje homomorfizm z R w F(q?).
Ale F(¢?) ma wymiar 2 nad F(q), czyli nie ma cial posrednich i R jest izomorficzne z F(q?). A
wiec dla dowolnego A\ € F(q?) w R jest macierz h z wartoscia wlasnag A\. Aby h miato wyznacznik
1 X\ musi by¢ pierwiastkiem wielomianu postaci s> — as + 1 (bo druga warto$é wiasna jest drugim
pierwiastkiem wielomianu, czyli iloczyn pierwiastkow to 1). Przy tym wielomian charakterystyczny
h musi by¢ nierozkladalny lub musi mieé¢ pierwiastek podwojny. Jest (¢ — 3)/2 wielomianéw rozkta-
dalnych z réznymi pierwiastkami i dwa wielomiany majace rowne pierwiastki. Czyli mamy (¢ —1)/2
wielomianéw nierozkladalnych jak wyzej czyli w pierwszym przypadku mamy (¢ — 1) wartosci dla .
W drugim mamy dwie mozliwosci. Razem komutant liczy (¢+ 1) elementéw, czyli klasa sprzezonosci
g ma (¢—1)q elementow. Zauwazmy ze przy okazji pokazaliémy ze komutant jest izomorficzny z pod-
grupa grupy multyplikatywnej F(q?). Jako ze grupa multyplikatywna F(g?) jest cykliczna wynika
stad ze komutant jest grupa cykliczna.

Teraz zauwazmy ze g jak wyzej sa sprzezone nad F(g?) wtedy i tylko wtedy gdy sa sprzezone
nad F(q). Mianowicie go = u~!gju jest rownowazne ugs — g1u = 0, czyli uktadowi rownan liniowych.
Uktad réwnaii liniowych o wspolezynnikach z F'(q) ktéry ma niezerowe rozwiazanie nad F(¢?) ma tez
rozwiazanie nad F'(g). Na mocy lematu Schura rozwiazanie bedzie macierza nieosobliwa. A priori
wyznacznik tak otrzymanego u bedzie dowolng niezerowa wartoscia z F(q). Jednakze mnozac u
przez niezerowe elementy pierécienia R wyzej otrzymamy inne rozwiazania. Tzn. jesli go = u=tgiu
i h~lgth = g1 to réwniez go = (hu)~tgi(hu). Jako ze R — {0} ma ¢* — 1 elementéw i q + 1
elementow R — {0} ma wyznacznik 1 to wyznacznik na R — {0} przyjmuje ¢ — 1 wartosci, czyli
wszystkie wartosci z F(q) — {0}. A wiec mozna dobra¢ h € R — {0} by det(hu) = 1. A wiec
jak poprzednio klasa sprzezonosci g w SL(2,q) jest wyznaczona przez zbior {\, A~!}. Nie kazde
A € F(q?) — F(q) daje klase sprzezonosci: wielomian charakterystyczny g ma posta¢ s? —Tr(g)s+1 i
A musi by¢ pierwiastkiem takiego wielomianu. Dokladniej zbiory {\, A™1} sa w 1 — 1 odpowiedniosci
z nierozkladalnymi wielomianami postaci wyzej. Jak liczyliSmy wyzej jest (¢ — 1)/2 wielomianéw
nierozktadalnych, a wiec (¢ — 1)/2 klas jak wyzej.

Podsumujmy nasze wyliczenia klas w tabelce:



rodzaj moc klasy | liczba klas | moc sumy klas
+1 1 2 2

£n, (¢>—1)/2 | 4 2(¢* — 1)
ANeF(g)—{0,1,-1} | qlg+1) | (¢=3)/2 | (¢—3)alg+1)/2
N € F(¢®) — F(q) (¢—VDg | (@-1)/2 [qlg—1)7°/2
Razem q+4 (g —1)g(g+1)

Na mocy twierdzenia Wedderburna grupa SL(2,q) ma g + 4 klasy rownowaznosci reprezentacji
nieprzywiedlnych nad C.
7 podanego opisu klas sprzezonosci wynika

Lemat 2.1 Dla q¢ > 3 jedynym nietrywialnym dzielnikiem normalnym SL(2,q) jest centrum. Dla
q = 3 jest jeszcze dzielnik normalny mocy (¢ + 1)(q — 1) = 8 z ilorazem mocy 3.

Dowod. Krok 1: Jesli dzielnik normalny H zawiera klase typu n. dla pewnego ¢ to H zawiera
wszystkie elementy typu n. z dowolnym ¢ (czyli podgrupe N). Mianowicie, przez wielokrotne mno-
zenie grupowe wida¢ ze H zawiera elementy postaci n,. dla dowolnego a € F(p). Dla ¢ = p daje to
wynik. W przeciwnym razie zauwazamy ze zbior c takich ze n, € H jest przestrzenia wektorowa nad
F(p). Gdyby byta to podprzestrzen wlasciwa to miataby moc co najwyzej ¢/p. Ale dla ¢ > p > 2
przekroj klasy sprzezonosci n. z N ma wiekszg moc.

Krok 2: Jesli dzielnik normalny H zawiera element postaci —n. to zawiera N i —I. Mianowicie,
klasa sprzezonosci zawiera wtedy dwa elementy —n., i —n,. Mnozac jeden przez odwrotnosé dru-
giego dostaniemy element postaci n. z niezerowym c. A wiec na mocy kroku 1 H zawiera N. Mnozac
—n. przez odwrotnoéé n, widzimy ze —I € H.

Krok 3: Dzielnik normalny H albo ma moc mniejsza lub réowna (¢ + 1)(¢ — 1) albo ma moc
podzielng przez g. Mianowicie, jako ze ¢ = p* jest wzglednie pierwsze z (¢ — 1) i ¢ + 1 to albo |H|
jest wzglednie pierwsza z p 1 wtedy jako czynnik mocy grupy dzieli (¢ + 1)(¢ — 1), albo |H| jest
podzielna przez p. Klasy elementow diagonalizowalnych nad F(q?) maja moc podzielna przez q. H
zawiera rowniez jedynke, wiec by |H| byla podzielna przez p musimy dobraé¢ klasy typu £n.. Na
mocy krokow 1 1 2 widaé ze albo H zawiera —I i cztery klasy typu n., albo —I ¢ H i H zawiera
dwie klasy typu n.. W obu przypadkach ilos¢ elementéw jest podzielna przez q.

Krok 4: Dla ¢ > 3 dzielnik normalny H nie zawarty w centrum ma moc wieksza niz (¢4 1)(g—1)
(a wiec z Kroku 3 podzielng przez ¢). Dla ¢ = 3 dzielnik normalny nie zawarty w centrum ma moc
wieksza lub réwna (¢ + 1)(¢ — 1) = 8 przy tym istnieje dzielnik normalny mocy (¢ + 1)(¢ — 1).
Mianowicie, na mocy krokéw 1 i 2 jesli dzielnik normalny zawiera element postaci +n. to zawiera co
namniej dwie takie klasy czyli ¢2 —1 = (¢+1)(¢—1) elementéw z tych klas. Razem z jedynka jest to
wiecej niz (¢+ 1)(¢ — 1). A wiec pozstaje rozpatrzeé pozostale klasy sprzezonosci. Klasy elementow
diagonalizowalnych nad F(q) maja ¢(¢ + 1) elementow co jest wiecej niz (¢ + 1)(¢ — 1). Pozostaje
wiec klasa elementu diagonalizujacego si¢ nad F(¢?). Ta klasa ma (¢ — 1)q elementéw. Gdyby byta
jeszcze jedna klasa mocy wiekszej niz 1 do razem byloby wiecej niz (¢ + 1)(¢ — 1) elementow. A
wiec jedyna pozostajaca mozliwosé to jedna klasa (¢ — 1)q elementow, jedynka i byé moze —I. Czyli
(g —1)q + 1 elementéw lub (¢ — 1)g + 2 elementow. Oba przypadki daja liczbe wzglednie pierwsza
z q, czyli dzielaca (¢ + 1)(¢ — 1). Liczba ta jest wieksza niz (¢ + 1)(¢ — 1)/2, czyli musiataby zajsc
rownosé. Rownosé (¢ —1)g+ 1= (¢+ 1)(¢ — 1) daje ¢ = 2 co wykluczmy bo ¢ jest tu nieparzyste.
Rownosé (¢ —1)g+2 = (¢+ 1)(¢ — 1) daje ¢ = 3. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje ze dla ¢ = 3
podane klasy elementéw tworzag podgrupe mocy 8.

Krok 5. Dzielnik normalny mocy podzielnej przez g zawiera element postaci n.. Mianowicie,
wynika to z uzasadnienia kroku 3.



Krok 6. Dzielnik normalny zawierajacy element postaci n. zawiera tez elementy postaci
10 0 -1
c 1 J°\ 1 O
-1
0 —1 1 ¢ 0 -1\ 1 0
1 0 0 1 1 0 T\ —c 1

co daje pierwsza postaé¢ wyzej.

1 0 1 -1 10y (0 -1
1 1 0 1 1 1) \1 0
co daje druga postac.

Krok 7. Dzielnik normalny ktory zawiera element postaci n. zawiera elementy postaci

a

by
z dowolnym a, b takim ze (a,b) # 0. Mianowicie, z kroku 1 wynika ze majac jedno n. dostaniemy
wszystkie elementy tej postaci. Teraz, jesli b # 0 to

(E)(D-( )

gdzie czynniki sa dostepne z kroku 6. Skoro b # 0 to mozna dobraé ¢ tak by ¢cb+ 1 = a. Jesli b =0

’ (% ) -(a )

co sprowadza problem do poprzedniego przypadku

Krok 8. Dzielnik normalny H ktory zawiera element postaci n. to cale SL(2,q). Mianowicie,
na mocy Kroku 7 H zawiera elementy z dowolna niezerowa pierwsza kolumna. Dla macierzy h
pierwsza kolumna to he; gdzie e; = (1,0). Moc zbiory otrzymanych wartosci to |H| podzielna przez
moc stabilizatora punktu. Jako ze otrzymamy ¢> — 1 pierwszych kolumn to |H| jest wielokrotnoscia
q*> —1. Lecz |H| na mocy Kroku 4 jest podzielna przez ¢ (dla ¢ = 3 z uzasadnienia w Kroku 4 wynika
ze dzielnik normalny o mocy niepodzielnej przez ¢ nie zawiera elementéw postaci n.). Jako ze ¢ i
> —1=(q—1)(g+ 1) sa wzglednie pierwsze to |H| jest podzielna przez (q — 1)q(q + 1), czyli przez
moc SL(2,q). A wiec H to cale SL(2,q).

Kroki 3, 4, 51 8 razem daja lemat. O

Mianowicie

Whiosek: Dla ¢ > 3 jedyna reprezentacja jednowymiarowa SL(2,q) jest reprezentacja trywialna.
SL(2,3) ma dwie reprezentacje jednowymiarowe.



3 Podgrupa M

Rozwazmy podgrupe M grupy SL(2,q) skladajaca sie z macierzy postaci

A\ €) = < 3 G )

M ma dzielnik normalny N skladajacy sie z macierzy dla ktérych A = 1. Dzielac M przez N otrzy-
mujemy grupe izomorficzna z grupa multyplikatywna ciata F(g). Jest to grupa cykliczna majaca
q — 1 elementéw. Sktadajac odwzorowanie ilorazowe z jednowymiarowymi reprezentacjami otrzy-
mamy ¢q — 1 reprezentacji jednowymiarowych M, a wiec i ¢ — 1 charakteréw jednowymiarowych.

N jest izomorficzne z grupa addytywna ciala F(q), a wiec reprezentacje nieprzywiedlne N sa
jednowymiarowe. Nasuwa si¢ pytanie o reprezentacje indukowane z N. Zauwazmy ze w M jest
wiekszy dzielnik normalny N generowany przez N i +1. N Jest grupa abelowa, a wigc reprezenta-
cje indukowane z N rozkladaja sie na sume prosta reprezentacji jednowymiarowych N. Aby moc
otrzymac reprezentacje nieprzywiedlne rozwazny wiec reprezentacje indukowane z N. Taka reprezen-
tacja ma wymiar (¢ —1)/2. Niech x bedzie charakterem reprezentacji N. Reprezentacja indukowana
po obcieciu do N jest suma prosta (¢ — 1)/2 reprezentacji z charakterami y, zadanymi wzorem
Xa(n) = x(a®n) gdzie a przebiega wartoéci z F(q) dajace reprezentanty warstw. Poniewaz bierzemy
tylko jedno z a i —a otrzymane charaktery sa rézne. To oznacza ze faktycznie otrzymamy w ten
sposOb reprezentacje nieprzywiedlng M (kazda nietrywialna podprzestrzenn niezmiennicza zawiera
jednowymiarowa podprzestrzeri z charakterem x,, a z jednej takiej podprzestrzeni dziatlanie M da
caly przestrzen reprezentacji). Jesli dwa charaktery N sa zwiazane wzorem xs(n) = x1(a"'na) to
otrzymane reprezentacje sa rownowazne. Charaktery N daja cztery klasy réwnowaznosci wzgledem
tej relacji, wiec otrzymamy cztery nieréwnowazne reprezentacje. Obliczmy charakter n reprezentacji
indukowanej. Dla m ¢ N mamy 7(m) = 0. Dla m = —In zn € N mamy n(m) = x(—I)n(n). A wiec
kluczowe jest obliczenie n(n). Dla n, mamy

n(nc):% > X(naze).

a€F(q)—{0}

Wyrazenie na n(n.) zalezy od c¢ i x. Zauwazmy ze 1(n.) przybiera dokladnie dwie wartosci. Mianowi-
cie jesli ¢; = b%ea to n(ne,) = N(ne,). Jedli b nie jest kwadratem to n(ny.) daje druga wartosé. Podob-
nie, jesli xa2(ne) = x1(np2e) to x1 1 x2 daja to samo 7. Jesli b nie jest kwadratem i x2(ne) = x1(n6e)
to wartosci 1 zamieniaja sie rolami: warto$¢ 7, dla ¢ bedacych kwadratami staje sie wartoscia 7o dla
¢ nie bedacych kwadratami i odwrotnie. Czyli mamy dwie wartosci oy i ao takie ze dla ustalonego
Xo mamy 79(n.) = oy dla ¢ bedacych kwadratami i 79(n.) = as dla ¢ nie bedacych kwadratami.

Jesli —1 nie jest kwadratem w F'(¢) to mnozenie przez —1 zamienia kwadraty na elementy nie
bedace kwadratemi i odwrotnie. Wtedy

Qg = nO(n—c) = % Z X(n—(ﬁc)% Z X(nazc)il

acF(q)—{0} a€F(q)—{0}
1 _ _
3 X ) -w
a€F(q)—{0}



Piszac ay = B + v gdzie [ jest rzeczywiste zas$ v czysto urojone mamy oy = 5 — . Mamy

1+a1+ay= Z x(ne.) =0
cEF(q)

czyli 8 = _71

Teraz mozemy uzy¢ reguly ortogonalnosci dla charakteréw by wyznaczy¢ . Mianowicie dla
¢ bedacego kwadratem n1(nc) = az i ni(n—c) = a1 daje inny charakter. A wiec (no,nm0) = 11
{0, m) = 0. Rozpisujac (1o, 7o) = 1 mamy

(a—Dg=(g—1)/2)* + ((g—1)/2)* + (g — Doz + (g — 1)azery

gdzie dwa pierwsze czlony to wartosci dla £1, kolejne to suma wartosci dla +In. z ¢ bedacym oraz
(czwarty czton) nie bedacym kwadratem. Dzielac przez ¢ — 1 i uwzgledniajac ze ajag = (% — +2
dostaniemy

q=(¢-1)/2+2(8* %)

Podobnie, z (19, n1) = 0 dostaniemy
0=(g—1)/2+2(8* +~%).

Odejmujac druga réwnosé od pierwszej dostaniemy 72 = —q/4 czyli v = #. Oczywiscie jest
niejednoznacznosé znaku, ale mozna przyjac¢ ze wybor xo byl zrobiony tak ze znak sie zgadza.

Jesli —1 jest kwadratem w F(q) to poprzedni argument pokazuje ze ay 1 o sa rzeczywiste.
Mozemy zapisaé ay = S+, as =  —~ i jak poprzednio 8 = —1/2. Reguly ortogonalnosci dzialaja
w troche inny sposob, bo teraz n;(n; ') = n;(n_.) = ni(n.) a wiec mamy

(¢ — Dalno,mo) = ((g—1)/2)* + ((¢ — 1)/2)* + (¢ — 1)ai + (¢ — 1)a3

co daje
¢=(q—1)/2+2(6% +~°)

za$ (no,m) daje
0=(¢—1)/2+2(8* - 7.
Va4

Odejmujac druga réwnosé od pierwszej dostaniemy réwnanie v2 = ¢/4 czyli v = 5. Jak poprzednio
jest niejednoznacznos$é znaku, ale mozna wybraé xo by znak sie zgadzal.
4 Reprezentacje indukowane

Rozwazmy znowu podgrupe M grupy SL(2, q) sktadajaca sie z macierzy postaci

A\ ¢) = ( 3 o )

Jak to opisalismy M ma g — 1 reprezentacji jednowymiarowych odpowiadajacych charakterom pod-
grupy sktadajacej sie z macierzy diagonalnych. Innymi stowy te reprezentacje pochodza z wydzielenia
M przez podgrupe macierzy postaci N, i wziecia reprezentacji jednowymiarowych ilorazu. Niech x



bedzie charakterem M odpowiajacym takiej reprezentacji jednowymiarowej. Wtedy charakter Ind(x)
reprezentacji indukowanej liczymy uzywajac podany wcze$niej lemat, biorgc sume po reprezentan-
tach warstw SL(2,q)/M. Niech m € M bedzie diagonalne z dwoma réznymi wartosciami wlasnymi
i niech my = r~'mr € M. Latwo sprawdzié¢ ze dowolny element M majacy rézne wartodci wlasne
jest sprzezony w M z elementem w postaci diagonalnej, a wiec zmieniajac wyboér r mozna zakladac
ze mqy jest diagonalne. Wtedy re; albo jest wielokrotnoscia eq, albo jest wielokrotnoscia es = (0, 1).
Jesli re; jest wielokrotnoscia e; to r € M czyli jako r mozna wybraé jedynke SL(2,q). Jesli re; jest
wielokrotnoscia es to mozna znalezé¢ diagonalne s € M tak by sre; = ey. Jako ze wyznacznik sr
rowna sie 1 oznacza to ze sreg = —eq, czyli przy takiej normalizacji r jest wyznaczone jednoznacznie.
W sumie to rozwazanie pokazuje ze sa dokladnie dwa reprezentanty warstw r € SL(2,q)/M takie ze
r~imr € M, przy tym przy jednym wyborze x(r~mr) = x(m), przy drugim x(r~tmr) = x(m)~ L.
A wiec Ind(x)(m) = x(m) + x(m)~! dla m w postaci diagonalne;j.

Jesli m ma dwie wartosci wtasne z F(q?) — F(q), to klasa sprzezono§ci ma pusty przekroj z M,
czyli x(m) = 0.

Dla m postaci £N, mozemy rozumowaé¢ nastepujaco: jedli »~'mr € M to r~'mr jest postaci
+N,,. Kazdy wektor wlasny m jest wielokrotnoscia ey, czyli re; jest wielokrotnoscia e;. A wiec r €
M, czyli jest dokladnie jeden reprezentant warstw r taki ze 7~ 1mr € M. A wiec Ind(x)(m) = x(m).

Jesli m = £1I to r—'mr = m i kazdy reprezentant daje ten sam wklad, czyli Ind(x)(m) =
(a+ Dx(m).

Liczac (Res(Ind(x)), x) obliczamy sume po grupie M. Dowolny element M mozemy zapisaé¢ w
postaci m = A(A, ¢) i najpierw sumowaé po roznych wartosciach ¢, a potem po A. Dla A réznego od
A~ mamy

> Res(Ind(x)) (AR, )x(AX 07

=Y (AN ) + x(AX ) )X (AN 7).

Dla A = +1 mamy
37 Res(Ind(x)) (A, €)x(A,¢) 1)

= [ (a+ Dx(AX0) + > x(AX Q) | x(AX, &)™)
c#0

Lecz x(A(A, ¢)) nie zalezy od ¢ i A(X,0) = A(X\,0)71 czyli

(a4 Dx(AX0) + D X(A 0) = (¢+ Dx(AN,0)) + (¢ — Dx(A(X,0))
c#0

=2qx(A(X,0)) = gx(A(X,0)) + x(A(X,0)7)
= (x(A ) + x(AX 7).

C

Czyli dla dowolnego A mamy

> Res(Ind(x)) (AR, €))x(A(X )7

c



=D (AN ) + X(AX ) )x(AN ) 7).
Sumujac po A i dzielac przez moc M mamy

(Res(Ind(x)), x) = (X + X;X)

gdzie jak wezesniej X(m) = x(m™1). Jesli x(m) # x(m™!) to z ortogonalnosci charakteréw (wniosek
po lemacie 4.4 z wyktadu 4) wynika ze

(Res(Ind(x)), x) =1

czyli Ind(x) zawiera tylko jedna kopie reprezentacji M z charakterem x, a to oznacza ze Ind(y) jest
reprezentacja nieprzywiedlna. Przy tym takie reprezentacje otrzymane z x1 i x2 s rownowazne wtedy
i tylko wtedy gdy x1 = x2 lub x1 = x2 (tylko wtedy charaktery sa réwne). x = x oznacza ze x(m) =
x(m™1) = x(m)~}, czyli x przyjmuje tylko wartosci ze zbioru {—1, 1}. Grupa multyplikatywna ciata
F(q) jest cykliczna, wiec sa tylko dwa takie charaktery. A wiec powyzsza procedura indukeji daje
(¢ — 3)/2 rozne reprezentacje nieprzywiedlne wymiaru ¢ + 1.

Gdy x(m) = x(m~1), to sumujac po klasach mamy

(Ind(x), Ind(x)) = m (2(g+ 1) +2(¢* — 1) + 4(q — 3)q(q +1)/2)
— iy, e+ D+ 2= ) g = 3)af2)
- PSS ST _2a-1) _
= =T (49 +2(q—3)q) = (q_l)(Q(q 3)+4) = po— — 9.

Czyli Ind(x) jest suma dwu reprezentacji nieprzywiedlnych. Ponadto (Res(Ind(x)),x) = 2. Dla
X = 1 na mocy wzajemno$ci Frobeniusa jedna ze skladowych reprezentacji jest reprezentacja try-
wialna, druga reprezentacja ma wymiar g. W drugim przypadku, gdy x(A(X, ¢)) = —1 dla X bedacego
generatorem grupy multyplikatywnej ciala F'(q) otrzymamy dwie reprezentacje wymiaru (g + 1)/2.
Mianowicie, jak pokazaliémy SL(2, q) nie ma reprezentacji jednowymiarowych z charakterem przyj-
mujacym dwie wartosci. Jako reprezentacja M Ind(x) jest suma dwu reprezentacji jednowymiaro-
wych (trywialnych na N) i dwu reprezentacji wymiaru (¢ — 1)/2 (nietrywialnych na N). Na mocy
wzajemnosci Frobeniusa kazda sktadowa Ind(y) musi zawiera¢ reprezentacje jednowymiarowa M z
charakterem y, a wiec jedyny mozliwy podzial to dwie pary typu charakter x plus reprezentacja
wymiaru (¢ — 1)/2 nietrywialna na N.

Regula wzajemnosci Frobeniusa moéowi ze w ten sposéb opisaliémy wszystkie reprezentacje nie-
przywiedlne SL(2,q) ktorych obciecie do M zawiera reprezentacje jednowymiarowa M (trywialna
na N). Pozostale reprezentacje po obcieciu do M sa sumami reprezentacji wymiaru (¢ — 1)/2 (nie-
trywialnych na N). Checemy opisaé¢ rozklad tych reprezentacji jako reprezentacji M. W szczegdlnosci
pojawia si¢ pytanie czy reprezentacji nieprzywiedlna SL(2, ¢) moze pozostac nieprzywiedlna po ogra-
niczeniu do M. Innymi slowy, czy reprezentacja nieprzywiedlna M przedtuza sie do reprezentacji
SL(2,q). To sie moze zdazy¢ (jak pokazemy dalej). Istotne dla nas jest ze takie przediuzenie, o ile
istnieje to jest jednoznaczne. Mianowicie, charakter ) przedluzenia jest jednoznacznie wyznaczony



na klasach sprzezonosci elementow z M. Niech S oznacza zbiér elementoéw sprzezonych z elementami
postaci +n, z niezerowymi n.. Nasze wczesniejsze rachunki pokazuja ze |S| = (¢ + 1)|.S N M|. Czyli

Y@l =@+1) > @l =@+1) | Y e -2((q—1)/2)

ges geSNM geEM

=(q+1)((g— Vg —(g—1)%/2) > (¢ — 1)q(q +1)/2.

Dla dwu réznych przedtuzen n; i 172 mamy teraz

1
(1, m2) = [T ICE) gm(g)ﬁz(g)

Mamy
> m(9)iale) = 10l (@) + > mle)iae) =D Inl*g) = > Im(9)lna(g
9 = 9¢5S ges 9¢5
> " Inf(y Z (Im(9)1* + [m2(9)I?) -
ges g¢S
Lecz
(a—Dalg+1) = (g— Dalg+Vnim) = > Im(@ + > Ini(g)]? =
ges g¢s
=> (@)l +>_ In(9)
ges 9¢S
czyli
ST @l = (@—Dalg+1) =Y Inlg)
9¢S ges
A wiec

> m@ma(e) =D (@) — | (¢—Dalg+1) =D Inlg)

geS geS

=23 Inl*(9) = (¢ = Dglg+1) > 0.

ges

Czyli (n1,m2) # 0 co daje (n1,m2) = 1 a wiec r6Wnos¢ 1y = ns.

Przeprowadzone rozumowanie pokazuje ze co najwyzej 4 reprezentacje nieprzywiedlne SL(2, q)
sa przedluzniami reprezentacji nieprzywiedlnych M nietrywialnych na N.

Policzmy teraz na rozne sposoby ile kopii reprezentacji nieprzywiedlnych M wymiaru (¢ —
1)/2 (nietrywialnych na N) zawiera reprezentacja regularna SL(2,q). Dla uproszczenia rachunkow
oznaczmy t = (¢ — 1)/2. Reprezentacja regularna M zawiera 4¢ kopii reprezentacji wymiaru ¢. Re-
prezentacja regularna SL(2,q) po ograniczeniu do M daje (¢ + 1) kopii reprezentacji regularnej M.
A wiec w sumie mamy 4(q + 1)t kopii reprezentacji wymiaru ¢. Liczac otrzymane wczesniej repre-
zentacje mamy (¢ — 3)/2 =t — 1 reprezentacji nieprzywiedlnych wymiaru ¢ + 1 = 2(¢ + 1) z ktorych
kazda zawiera dwie podreprezentacje M wymiaru ¢t. Mamy tez dwie reprezentacje wymiaru ¢ + 1
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zawierajace po jednej reprezentacji wymiaru ¢ i reprezentacje wymiaru q = 2t + 1 zawierajaca dwie
kopie. Razem znane reprezentacje daja

2t —1)(2(t+ 1)) 4+ 2(t + 1) + 2(2t + 1) = 4t + 6t = (4t + 6)t
kopii. Czyli reprezentacje nie zawierajace charakterow M daja
A+ 1)t — (4 +6)t = (4(q+ 1) — (4 + 6))t = (4g+4—2(q — 1) — 6)t = 2qt

kopii reprezentacji wymiaru ¢. Niech k; bedzie iloscig kopii w j-tej reprezentacji. Mamy (¢+1)/2+2
reprezentacji do rozwazenia. Co najmniej (¢+1)/2—2 maja k; > 2. Z tych reprezentacji dostaniemy

ty kP> ((g+1)/2—2)4t = (29— 6)¢

kopii reprezentacji wymiaru ¢t. Pozostale 4 reprezentacje daja co najmniej 4t kopii. Gdyby cho¢ jedno
k; > 2 to dostalibysmy co najmniej

(2q — 6)t + 4t + (9 — 4)t = (2q + 3)¢

kopii, co jest za duzo. A wiec k; < 2. Gdyby byly cztery reprezentacje z k; = 1 to suma bylaby za
mala, réwnosé otrzymujemy gdy sa dwie reprezentacje z k; = 1.

Obliczenie (n,7n) podobne do przeprowadzonego przy badaniu jednoznacznosci rozszerzenia po-
kazuje ze dla k; = 2 musza by¢ dwie rézne reprezentacje M. Réwniez podobnie mozna pokazaé ze
jesli jest reprezentacja nieprzywiedlna wymiaru (¢ + 1)/2 z danym znakiem charakteru w —I to nie
ma reprezentacji wymiaru (¢ — 1)/2 z tym samy znakiem charakteru w —I. Pozwala to dokladniej
powiedzie¢ kiedy pojawiaja sie takie reprezentacje. Mianowicie charakter x dajacy reprezentacje
wymiaru (¢ + 1)/2 ma warto$¢ —1 na generatorze grupy ¢ — 1 elementowej, czyli ma warto$¢ —1 na
—I gdy (¢ — 1)/2 jest nieparzyste, za$ wartos¢ 1 na —I gdy (¢ — 1)/2 jest parzyste.

To nam jednoznacznie wyznacza rozklad reprezentacji nieprzywiedlnych SL(2, ¢) na reprezenta-
cje M. Jako ze charaktery sa stale na klasach sprzezonosci wyznacza to jednoznacznie charaktery
reprezentacji na klasach sprzezonosci elementow z M.

Aby wyznaczy¢ wartosci charakteréw na pozostalych klasach sprzezonosci zauwazmy ze jako
reprezentanty klas mozemy wybraé¢ elementy komutanta wybranego elementu. Doktadniej, jesli g
ma warto$é wlasna z F(¢?) — F(q) to oznaczmy przez U komutant g. Jak pokazaliémy wczesniej U
jest grupa cykliczna majaca ¢+ 1 elementow. Przekroj klasy sprzezonosci elementu h € U — {I, —I}
z U jest dwuelementowy i jest to {h,h™'}. U ma ¢ + 1 reprezentacji jednowymiarowych, czyli
g + 1 charakteréw jednowymiarowych ;. Dowolna reprezentacje SL(2,q) mozemy wiec rozlozy¢
na sume prosta reprezentacji z charakterami ;. Aby to lepiej zrozumieé¢ rozwazmy reprezentacje
indukowane z charakterow ;. Jak poprzednio dla reprezentacji indukowanych z M dla elementow
z U o roéznych wartosciach wlasnych indukowany charakter to ; + 1Lj. Dla +I wartos¢ to (¢ —
1)qy;(£I). Regula wzajemnosci Frobeniusa moéwi ze Ind(1);) zawiera te reprezentacje nieprzywiedlne
w ktorych pojawia si¢ ;. Jako ze 1 i 1/3j daja rownowazne reprezentacje indukowane to pojawiaja sie
one w reprezentacjach nieprzywiedlnych z takimi samymi krotnosciami. Zauwazmy ze 1;(—1) musi
by¢ takie same dla wszystkich charakteréw wchodzacych do reprezentacji nieprzywiedlnej. Ponadto,
mamy (g+1) charakterow, czyli (¢+1)/2 dla danej wartosci ¢;(—1I), za$ interesujace nas reprezentacje
maja wymiar (¢ —1). Teraz tatwo zgadna¢ jak wygladaja charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych:
te 1; ktore si¢ zgadzaja na —I pojawiajg sie z krotnoscig 2, za wyjatkiem dwu ktére pojawiajg
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sie z krotnodcia 1. Jako ze suma charakterow z ustalong wartoscia w —I jest zerem poza {I,—I}
to prowadzi do wartosci —(¢; + ’(/VJJ> poza {I,—1I} gdzie 1); jest charakterem ktory pojawia sie z
krotnocia 1. Jesli ¢0; = vb; i ¢;(—1I) jest przeciwnego znaku jak x(—I) w reprezentacjach wymiaru
(g +1)/2 to oczekujmy reprezentacji wymiaru (¢ — 1)/2 w ktorej "brakuje" charakteru ¢;, czyli na
U —{I,—1I} dostaniemy —1);. Pozostaje pokaza¢ ze dobrze zgadneliSmy.

W tym celu zauwazmy ze reprezentacja regularna SL(2,q) rozklada sie na dwie podreprezen-
tacje rownych wymiaréw, jedng na ktorej —I dziala jako identyczno$é, druga na ktorej —I dziata
jako mnozenie przez —1. Dana reprezentacja nieprzywiedlna SL(2,q) nalezy do dokladnie jednej z
podprzestrzeni zaleznie od tego jak —I dziata w reprezentacji. Na obu tych podprzestrzeniach dziata
podgrupa U z charakterm ktory jest zerem poza U — {I,—I}. Oznacza to ze te podprzestrzenie
zawieraja charaktery U zgadzajace sie na —I z réwnymi krotno$ciami. Reprezentacje indukowane
z M maja charaktery znikajace na U — {I, —I} a wiec rowniez charaktery U zgadzajace sie na —I
wystepuja w nich z réwnymi krotnosciami. Oznacza to ze suma reprezentacji nieprzywiedlnych zawie-
rajacych jednowymiarowe reprezentacje M zawiera nietrywialne charaktery U zgadzajace si¢ na —I
z rownymi krotnosciami. Charakter trywialny troche komplikuje sytuacje: reprezentacja trywialna
zawiera tylko trywialny charakter U, za$§ reprezentacja wymiaru g zawiera charakter trywialny U z
krotnoscia 1 a pozostate (¢ — 1)/2 zgodne charaktery z krotnoscia 2. Jako ze reprezentacja wymiaru
q wystepuje w reprezentacji regularnej g-krotnie oznacza to ze w sumie reprezentacji zawierajacych
M charakter trywialny U pojawia sie z krotnoscig mniejsza o ¢ — 1 od pozostaltych charakterow.

Odejmujac od reprezentacji regulanej reprezentacje zawierajacych jednowymiarowe reprezentacje
M widzimy ze suma reprezentacji wymiaru (¢ — 1) i (¢ — 1)/2 zgodnych na —I zawiera nietrywialne
zgodne charaktery U z réwnymi krotnosciami, za§ charakter trywialny z krotnoscia o ¢ — 1 wieksza
od pozostalych. Jako Ze te reprezentacje wystepuja w reprezentacji regularnej z krotnosciami (¢—1) i
(¢—1)/2 odpowiednio jak weZniemy sume reprezentacji wymiaru (¢ — 1) z krotnoscia 2 za$ wymiaru
(g — 1)/2 z krotnoscia 1 (wszystkie zgodne na —I), to bedzie ona zawierata zgodne charaktery
nietrywialne U z rownymi krotnosciami. A wiec charakter tej sumy bedzie staly na U — {I, I}
(zero jesli —I dziala jako mnozenie przez —1). Jako ze charakter trywialny wystepuje w pelnej
sumie z krotnoscia wieksza o ¢ — 1 po podzieleniu krotnosci przez (¢ — 1)/2 (co zrobilismy wyzej)
jego krotnos¢ bedzie o 2 wieksza od innych charakteréw. W wiec jesli —I dzialta jako mnozenie przez
1 to stata w naszej sumie faktycznie bedzie rowna 2.

Czyli charakter tej sumy jest jednoznacznie wyznaczony przez nasze rozwazania. Oznaczmy ten
charakter przez wy gdzie indeks wybiera na co ma przejsé¢ —1I.

Twierdzimy ze zgadniete wyzej charaktery sa catkowitoliczbowymi kombinacjami liniowymi praw-
dziwych charakterow. Mianowicie oznaczmy przez n; charakter odpowiadajacy 1; (czyli rowny
—(; + ;) na U — {I, —I}). Twierdzimy ze

n; = w4+ + 6; — Ind();).

gdzie 6; jest suma (z krotnosciami) charakteréw reprezentacji nieprzywiedlnych zawierajacych cha-
rakter M i zawartych w Ind(¢);).

Najpierw rozpatrzmy przypadek gdy —I dziala jako mnozenie przez —1 i wszystkie reprezentacje
wchodzace w w_ sg wymiaru (¢ — 1). Jako ze krotnosci nietrywialnych charakterow U, zgodnych
na —I sa rowne w w— i w 6; to daja one zerowy wktad na U — {I,—I}, czyli na U — {I,—I}
mamy réwnos$é. Zauwazmy ze §; nie zalezy od j (z reguly wzajemnosci, bo charaktery odpowiednich
reprezentacji M s zerem na U — {I, —I}). Charakter Ind(¢;) poza U — {I,—I} nie zalezy od j
wiec by pokazaé¢ réwnosé poza U — {I, —I} mozemy wysumowaé po j. Mamy (¢ + 1)/2 wyrazéw i
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n; pojawia sie dwukrotnie wiec lewa strona da wy (poza U — {I,—I} wiemy ze n; zgadzaja si¢ z
prawdziwymi charakterami) czyli dostaniemy

we — Y (0; — Ind(3)))

Kazda z reprezentacji wymiaru ¢ — 1 pojawi sie sumie Ind(%);) z krotnoscia ¢ — 1, inne reprezentacje
wykasujg si¢ z 0;. Czyli nasza réwno$¢ jest réwnowazna

_qg+1 q—1

9 YET T

qg+1
W4 =

Wt W+

gdzie mamy qgl bo w w4 jest wbudowana krotnos¢ 2. Ale réwnos¢ wyzej wynika z % — qg—l =1.
Czyli dostalismy réwnos$¢ w tym uproszczonym przypadku. Powyzej niejawnie zakladaliSmy ze g+ 1
jest podzielne przez 4, tzn. ze 1; sie podziela w pary. Lecz jesli nie ma reprezentacji wymiaru
(¢ —1)/2 z danym znakiem na —I to jest reprezentacja wymiaru (¢ + 1)/2 z tym znakiem. Czyli
odpowiedni charakter xy na M ma warto$¢ —1 na —I. Jak zauwazyliSmy oznacza to ze (¢ — 1)/2 jest
nieparzyste, czyli (¢ + 1)/2 jest parzyste, czyli faktycznie ¢ + 1 jest podzielne przez 4. Jesli pojawia
sie reprezentacje wymiaru (¢ — 1)/2 to odpowiednie ?; jest suma charakterow dwu reprezentacji.
Jako ze 1; da je tylko raz to w sumie po lewej stronie pojawia si¢ z krotnoscig 1 czyli tez dostaniemy
wtasciwy wktad do sumy.

W przypadku gdy —1I dziata jako identycznosé na U — {I, —I} jak poprzednio krotnosci nietry-
wialnych charakterow U w w4 i 6; sa rowne. Charakter trywialny wystepuje w w z krotnoscig o 2
wieksza od innych. Lecz dla nietrywialnego ¢; reprezentacja Ind(¢;) zawiera reprezentacje wymiaru
q z krotnoscia 2. Pozostale reprezentacje zawarte w Ind(¢;) daja rowne krotnosci. A wiec krotnosé
trywialnego charakteru U w 6 jest o 2 mniejsza od innych charakteréw. Czyli w sumie w4 4 0; krot-
nosci zgodnych charakterow U sa réowne, czyli wi +0; jest zerem na U — {I, —I}. A wiec dostalismy
rownos¢ na U — {I, —I}.

Poza U —{I, —1} dla nietrywialnego 1; czton 6; jest taki sam. Dla trywialnego 1; czton 6; rézni
sie brakiem reprezentacji wymiaru ¢ i obecno$cig charakteru trywialnego. Jesli jak poprzednio wysu-
mujemy wszystkie cztony uzywajac 6 dla charaktero6w nietrywialnych to poza pozadanymi cztonami
dostaniemy dodatkowe: po lewej stronie n; dla trywialnego 1; nie odpowiada zadnej reprezenta-
cji. Po prawej przez uzycie ; dla innego j dostaniemy dodatkowo charakter reprezentacji wymiaru
g minus charakter trywialny. Ale poza U — {I,—I} nasze 7); i charakter reprezentacji wymiaru g
minus charakter trywialny sa réwne, czyli te dodatkowe czlony sie skasuja i dostaniemy réwnosé.
Reprezentacje wymiaru (¢ — 1)/2 uwzgledniamy jak poprzednio.

Teraz wystarcza obliczy¢ (n;,n;). Dla n; odpowiadajacym reprezentacjom wymiaru ¢ — 1 dosta-
niemy (n;,7;) = 1. Ale wiemy ze 7; jest calkowitoliczbowa kombinacja liniowa charakterow, czyli
(n;,n;) jest suma kwadratow wspoélczynnikéw. Czyli tylko jeden wspolczynnik jest niezerowy i ma
on wartosé bezwzgledna 1, czyli jest to 1 lub —1. —1 jest niemozliwe, bo warto$é¢ w I jest dodatnia.
A wiec faktycznie n; jest charakterem. Jesli ; odpowiada sumie dwu reprezentacji to liczac (n;,n;)
dostaniemy 2. A wiec 7; jest suma dwu charakteréw ze wspotczynnikami £1. Znowu wartosé dla
I pokazuje ze oba wspotczynniki to 1. Pozostaje pokazaé ze skladniki sumy sa takie jak zgadliSmy.
Lecz teoria Galois moéwi ze wartosci obu charakteré6w na U musza sie zgadza¢. Mianowicie, wartosci
charakteréw sa w ciele generowanym przez pierwiastki stopnia (¢ — 1)g(g + 1) z jedynki. Jako ze ¢
jest wzglednie pierwsze z (¢—1)(g+1) to ta grupa jest produktem grup rzedu ¢ i rzedu (¢—1)(¢g+1).
A wiec element produktu jest generatorem jesli sktadowe sa generatorami. Wiadomo ze automorfi-
zmy ciala generowanego przez pierwiastki z jedynki stopnia n odwzorowuja generator na generator
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i wybrany generator mozna przeksztalci¢ na dowolny inny. A wiec grupa automorfizmoéow dla pier-
wiastkow rzedu (¢—1)g(g+1) jest produktem grup dla pierwiastkow rzedu ¢ i grupy dla pierwiastkow
rzedu (¢—1)(¢+1). Na N nasz charakter przyjmuje wartosci w ciele generowanym przez pierwiastki
stopnia g. Na U przyjmuje wartosci w ciele generowanych przez pierwiastki stopnia ¢ + 1. A wiec
mozna niezaleznie zadziala¢ na N i na U. Lecz grupa Galois przeprowadza charaktery na charaktery.
Wiec na U charakter musi by¢ niezmienniczy na automorfizmy bo inaczej dostaliby$my zbyt wiele
charakteréw. Wiedzac to wida¢ ze na U musimy mie¢ podang wczesniej wartosé.

Nizej podajemy w tabelce wynik naszych obliczen. By zaoszczedzi¢ miejsca uzywamy uproszczo-
nych oznaczen. Jako ze charakter na elementach typu —n. jest wyznaczony przez wartos¢ na n. i
warto$é na —I pomijamy klasy typu —n.. Wartosci na dwu klasach typu n. sa ze soba zwiazane
wiec podajemy tylko dla jednej. Dla charakterow wymiaru (¢ + 1)/2 i (¢ — 1)/2 wystarczy podanie
jednego z pary.

Charakter 1 -1 A€ F(q) A€ F(¢%) N
tryw. 1 1 1 1

x=1 q q 1 -1 0

XN #xN) [ g+1 XD+ [ x()+xN)T]0 1

X)) =xN)"" [ (@+D/2 | x(=D(g+1)/2 | x(\) 0 ;7
V£ Y qg—1 P(=I(g—-1) |0 —(@N) 9N |0

Y =1 (g—1)/2 | ¥(=1)(g—1)/2 | 0 —¥(A\) 7+
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