
Algebry operatorów

De�nicja 0.1 Algebr¦ A nad R lub C nazywamy algebr¡ unormowan¡ je±li jest

ona wyposa»ona w norm¦ ‖ · ‖ tak¡ »e z t¡ norm¡ jest przestrzeni¡ unormowan¡

i dla dowolnych x, y ∈ A mamy

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖.

Algebr¦ unormowan¡ która jest zupeªna w normie nazywamy algebr¡ Banacha.

Uwaga: Zwykle b¦dziemy rozwa»a¢ algebry Banacha (czy unormowane) nad
liczbami zespolonymi i milcz¡co zakªada¢ zespolone skalary. W przypadku gdy
potrzebne nam b¦d¡ algebry rzeczywiste napiszemy to jawnie.
Niech G b¦dzie grup¡. W algebrze C[G] wprowadzamy norm¦ wzorem

‖
∑

agδg‖ =
∑
|ag|.

Wtedy
‖fg‖ ≤ ‖f‖‖g‖

czyli z t¡ norm¡ C[G] jest algebr¡ unormowan¡ (je±li G jest niesko«czona to jest
to algebra niezupeªna).

De�nicja 0.2 Inwolucj¡ w algebrze A nad C nazywamy antyliniowy antyauto-

mor�zm o okresie 2, tzn. takie odwzorowanie ∗ »e

(xy)∗ = y∗x∗,

(ax+ by)∗ = āx∗ + b̄y∗,

(x∗)∗ = x.

Mówimy wtedy »e A jest algebr¡ z inwolucj¡, lub krócej »e A jest ∗-algebr¡. Je±li

algebra jest unormowana to zwykle b¦dziemy zakªada¢ »e ‖a‖ = ‖a∗‖.

Na C[G] wprowadzamy inwolucj¦ wzorem

(
∑

agδg)
∗ =

∑
āgδg−1

�atwo sprawdzi¢ »e jest to inwolucja i »e ‖f∗‖ = ‖f‖.

De�nicja 0.3 Reprezentacj¡ algebry A nazywamy lewy A-moduª M . Je±li A
jest ∗-algebr¡, przestrze« M to przestrze« Hilberta, A dziaªa przez operatory

ograniczone i zachodzi wzór

ρ(a∗) = ρ(a)∗

gdzie ρ(a)v = av jest operatorem mno»enia przez a to mówimy »e reprezentacja

jest ∗-reprezentacj¡.

Lemat 0.4 Istnieje 1-1 odpowiednio±¢ mi¦dzy unitarnymi reprezentacjami G i
∗-reprezentacjami C[G].
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Dowód: Wiemy »e reprezentacje G s¡ w 1-1 odpowiednio±ci z C[G]-moduªami.
Je±li reprezentacja jest unitarna to wzór

ρ(
∑

agδg) =
∑

agρ(g)

pokazuje »e otrzymamy operatory ograniczone. Ponadto

ρ(
∑

agδg)
∗ =

∑
āgρ(δg)

∗ =
∑

āgρ(δg−1)

czyli dla f =
∑
agδg mamy ρ(f)∗ = ρ(f∗). A wi¦c z reprezentacji unitarnej G

otrzymamy ∗-reprezentacj¦ C[G]. W drug¡ stron¦, je±li mamy ∗-reprezentacj¦
C[G] to

ρ(δg)
−1 = ρ(δg−1) = ρ(δ∗g) = ρ(δg)

∗

czyli reprezentacja G dziaªa przez operatory unitarne. �

De�nicja 0.5 Je±li A jest ∗-algebr¡, φ jest funkcjonaªem liniowym na A to

mówimy »e A jest dodatni je±li φ(x∗x) ≥ 0 dla dowolnego x ∈ A.

De�nicja 0.6 Mówimy »e wektor v jest cykliczny dla reprezentacji ρ algebry z

jedynk¡ A je±li ρ(A)v jest g¦ste w przestrzeni na której jest zde�niowane ρ. Re-
prezentacj¡ cykliczn¡ algebry A nazywamy par¦ (ρ, v) gdzie ρ jest reprezentacj¡

A za± v jest wektorem cyklicznym dla ρ.

Lemat 0.7 Je±li (ρ, v) jest ∗-reprezentacj¡ cykliczn¡ ∗-algebry A z jedynk¡ to

funkcjonaª

φρ,v(x) = (ρ(x)v, v)

jest dodatni na A. Je±li ψ jest funkcjonaªem dodatnim na A to istnieje co

najwy»ej jedyna z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu ∗-reprezentacja cykliczna (ρ, v)
taka »e ψ = φρ,v. Je±li dodatkowo A jest unormowana i ψ jest normowo ci¡gªy

to taka reprezentacja istnieje. Podobnie, je±li dla pewnej reprezentacji cyklicznej

(θ, z) i wszystkich x ∈ A mamy ψ(x∗x) ≤ φθ,z(x
∗x) to istnieje (ρ, v) takie »e

ψ = φρ,v.

Dowód. Je±li (ρ, v) jest ∗-reprezentacj¡ cykliczn¡ to

φρ,v(x
∗x) = (ρ(x∗x)v, v) = (ρ(x)v, ρ(x)v) = ‖ρ(x)v‖2 ≥ 0

czyli funkcjonal φρ,v jest dodatni. Niech teraz ψ b¦dzie funkcjonaªem dodatnim
na A. Najpierw zauwa»my »e je±li istnieje reprezentacja cykliczna (ρ, v) taka »e
ψ = φρ,v to jest ona wyznaczona jednoznacznie. Mianowicie na ρ(A)v mamy

(xv, yv) = (y∗xv, v) = ψ(y∗x)

czyli na ρ(A)v produkt skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez ψ. W
szczególno±ci anihilator Iρ,v = {x : ρ(x)v = 0} jest jednoznacznie wyznaczony
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przez ψ. Je±li (ρi, vi) dla i = 1, 2 s¡ reprezentacjami takimi »e ψ = φρi,vi to
ρi(A)v jest izomor�czne z A/Iρi,vi czyli ρ1(A)v jest algebraicznie izomor�czne z
ρ2(A)v. Na mocy wcze±niejszego rachunku s¡ one izometryczne, czyli dostajemy
równowa»no±¢ reprezentacji.
Aby pokaza¢ istnienie na A wprowadzamy iloczyn skalarny wzorem

(x, y) = ψ(y∗x).

Jako »e ψ jest dodatni to ten iloczyn jest dodatnio okre±lony, czyli wprowadza
na A struktur¦ przestrzeni unitarnej. Dziel¡c A przez podprzestrze« wektorów
zerowych i uzupeªniaj¡c otrzymujemy przestrze« Hilberta V . Dla x, y ∈ A
mamy

‖xy‖2V = (xy, xy)V = (x∗xy, y) ≤ ‖x∗xy‖V ‖y‖V .

Indukcyjnie

‖xy‖2V ≤ ‖(x∗x)2
k

y‖1/2
k

V ‖y‖2−1/2
k

V .

Je±li A jest algebr¡ unormowan¡ i ψ jest ci¡gªy to

‖x‖2V = ψ(x∗x) ≤ ‖ψ‖‖x∗x‖A

i
‖(x∗x)2

k

y‖V ≤ ‖ψ‖1/2‖((x∗x)2
k

y)∗(x∗x)2
k

y‖1/2A

≤ ‖ψ‖1/2(‖(x∗x)2
k+1

‖A‖y∗‖A‖y‖A)1/2 ≤ (‖ψ‖‖y∗‖A‖y‖A)1/2‖x∗x‖2
k

A .

Teraz bior¡c M = ‖ψ‖‖y∗‖A‖y‖A mamy

‖xy‖2V ≤M1/2k+1

‖x∗x‖A‖y‖2−1/2
k

V

Bior¡c granic¦ przy k d¡»¡cym do niesko«czono±ci mamy

‖xy‖2V ≤ ‖x∗x‖A‖y‖2V

czyli mno»enie przez x zadaje operator ograniczony w normie V z norm¡ co

najwy»ej ‖x∗x‖1/2A . Rozszerzaj¡c ten operator przez ci¡gªo±¢ na V dostajemy
operator ρ(x). Oczywi±cie ρ jest reprezentacj¡. Z de�nicji iloczynu skalarnego
na V , dla x, y, z ∈ A mamy

(y, ρ(x∗)z)V = ψ(z∗xy) = (ρ(x)y, z)V .

Przez ci¡gªo±¢ ta równo±¢ zachowuje si¦ dla dowolnych y, z ∈ V , czyli ρ(x∗) =
ρ(x)∗, czyli ρ jest ∗-reprezentacj¡. Niech v b¦dzie obrazem 1 w V . Mamy

(ρ(x)v, v) = ψ(1x1) = ψ(x)

czyli ψ = φρ,v.
Aby pokaza¢ ostatni¡ cz¦±¢ lematu zauwa»my »e je±li dla dowolnego x ∈ A
mamy ψ(x∗x) ≤ φθ,z(x∗x) to dla x, y ∈ A

‖(x∗x)2
k

y‖2V = ψ(((x∗x)2
k

y)∗(x∗x)2
k

y) ≤ φθ,z(((x∗x)2
k

y)∗(x∗x)2
k

y)
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= ‖θ((x∗x)2
k

y)z‖2 ≤ ‖θ(x∗x)‖2
k+1

‖θ(y)‖2‖z‖2

czyli z M = ‖θ(y)‖‖z‖ mamy

‖xy‖2V ≤M1/2k‖θ(x∗x)‖‖y‖2−1/2
k+1

co znowu daje
‖xy‖V ≤ ‖θ(x∗x)‖1/2‖y‖V

i tak jak w przypadku unormowanym mno»enie przez x daje operator ograni-
czony. Reszta dowodu nie zale»y od tego czy A jest unormowana. �

Lemat 0.8 Je±li A jest ∗-algebr¡, φ, ψ1, ψ2 s¡ funkcjonaªami dodatnimi na A,
φ = ψ1 + ψ2, to reprezentacja cykliczna odpowiadaj¡ca φ jest izomor�czna z

podreprezentcj¡ sumy prostej reprezentacji (ρi, Vi, ξi) odpowiadaj¡cych ψ1 i ψ2.

Co wi¦cej, η = (ξ1, ξ2) ∈ V1⊕V2 speªnia φ(x) = ((ρ1⊕ρ2)(x)η, η). Reprezentacja
cykliczna odpowiadaj¡ca φ jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy Rφ jest

promieniem ekstremalnym w sto»ku funkcjonaªów dodatnich na A.

Dowód: Je±li φ pochodzi z reprezentacji, to na mocy ostatniej cz¦sci Lematu
0.7 równie» ψi pochodz¡ z reprezentacji. Wzór z η to prosty rachunek:

((ρ1 ⊕ ρ2)(x)η, η) = (ρ1(x)ξ1, ξ1) + (ρ2(x)ξ2, ξ2)

= ψ1(x) + ψ2(x) = φ(x).

Z jednoznaczno±ci reprezentacji cykliczniej wynika »e reprezentacja odpowia-
daj¡ca φ jest izomor�czna z podreprezentacj¡ sumy prostej ρ1 ⊕ ρ2 generown¡
przez η. Rzuty z V na Vi daj¡ niezerowo operatory splataj¡ce reprezentacj¦
odpowiadaj¡ca φ z reprezentajami odpowiadaj¡cymi ψi. Je±li reprezentacja
odpowiadaj¡ca φ jest nieprzywiedlna, to te operatory splataj¡ce s¡ wielokrot-
no±ciami izometrii, wi¦c ψi s¡ proporcjonalne do φ, czyli Rφ jest promieniem
ekstermalnym w sto»ku funkcjonaªów dodatnich na A. Je±li reprezentacja (ρ, v)
odpowiadaj¡ca φ jest przywiedlna to jest sum¡ prost¡ dwu swoich podreprezen-
tacji. Wtedy φ jest sum¡ funkcjonaªów dodatnich ψi odpowiadaj¡cych podre-
prezentacjom. Gdyby ψi byªy dodatnimi wielokrotno±ciami φ to wtedy rzuty
z V na Vi byªyby wielokrotno±ciami izometrii, sk¡d by wymikaªo »e oryginalna
reprezentacja nie jest cykliczna. A wi¦c ψi nie s¡ dodatnimi wielokrotno±ciami
φ, czyli Rφ nie jest promieniem ekstermalnym w sto»ku funkcjonaªów dodatnich
na A. �

De�nicja 0.9 Powiemy »e funkcja φ na G jest dodatnio okre±lona wtedy i tylko

wtedy gdy funkcjonaª ψ zadany wzorem

ψ(
∑

agδg) =
∑

agφ(g)

jest dodatni na C[G].
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Lemat 0.10 Je±li φ jest funkcj¡ dodatnio okre±lon¡ na G to dla dowolnego

g ∈ G mamy

|φ(g)| ≤ φ(e),

φ(g−1) = φ̄(g).

Dowód: Zauwa»my najpierw »e φ(e) jest rzeczywiste dodatnie, bo dla f =
δe mamy f∗f = δe i ψ(f∗f) = φ(e), a wi¦c faktycznie φ(e) jest rzeczywiste
dodatnie. Niech f = δe + sδg. Wtedy f∗ = δe + s̄δg−1 i

f∗f = δe + ss̄δgδg−1 + sδg + s̄δg−1

= (1 + |s|2)δe + sδg s̄δg−1

czyli
ψ(f∗f) = (1 + |s|2)φ(e) + sφ(g) + s̄φ(g−1).

Dla dowolnego zespolonego s prawa strona jest rzeczywista, a wi¦c skoro φ(e)
jest rzeczywiste to

sφ(g) + s̄φ(g−1)

jest rzeczywiste. Bior¡c rzeczywiste s wida¢ »e jest to mo»liwe tylko wtedy gdy

=(φ(g)) = −=(φ(g−1))

gdzie = oznacza cz¦±¢ urojon¡. Podobnie, bior¡c urojone s wida¢ »e

<(φ(g)) = <(φ(g−1))

gdzie < oznacza cz¦±¢ rzeczywist¡. Razem daje to

φ(g) = φ̄(g−1).

Teraz bierzemy z takie »e zφ(g) = |φ(g)|. Podstawiaj¡c s = zt do wzoru na
ψ(f∗f) i uwzgl¦dniaj¡c otrzyman¡ równo±¢ mamy

ψ(f∗f) = (1 + |t|2)φ(e) + 2t|φ(g)|

Dla rzeczywistego t cz¦±¢ rzeczywista prawa strona jest trójmianem kwadrato-
wym od t, czyli gdy jest dodatnia to wyró»nik trójmianu jest ujemny:

0 ≥ ∆ = (2|φ(g)|)2 − 4φ(e)2

czyli
φ(e)2 ≥ |φ(g)|2.

Jako »e φ(e) jest dodatnie daje to wynik. �
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Lemat 0.11 Wzór φ(g) = (ρ(g)v, v) zadaje 1-1 odpowiednio±¢ mi¦dzy zbiorem

funkcji dodanio okre±lonych na G i zbiorem cyklicznych reprezentacji unitarnych

G. Reprezentacja jest jest sªabo rozdzielnie ci¡gªa wtedy i tylko wtedy gdy φ jest

ci¡gªa.

Dowód: Zauwa»ny najpierw »e na mocy Lematu 0.10 funkcja dodatnio okre±lna
jest ograniczona, a wi¦c zadaje funkcjonaª normowo ci¡gªy na C[G]. Teraz
pierwsza cz¦±¢ wynika z Lematu 0.7 i Lematu 0.4. Pozosteje pokaza¢ cz¦±¢ o
ci¡gªo±ci. Lecz φ jest ci¡gªa wtedy i tylko wtedy gdy dowolne elementy macie-
rzowe (ρ(g)u,w) s¡ ci¡gªe. Mianowicie dla u = fv i w = hv mamy

(ρ(g)u,w) = (ρ(h∗δgf)v, v)

co jest kombinacj¡ liniow¡ przesuni¦¢ φ. Unitarno±¢ ρ oznacza »e ci¡gªo±¢
(ρ(g)u,w) z g¦stego zbioru u,w przenosi si¦ na dowolne u,w. Ci¡gªo±¢ (ρ(g)u,w)
oznacza sªab¡ rozdzieln¡ ci¡gªo±¢ reprezentacji. �

Naszym celem jest teraz rozkªad ∗-reprezentacji grupy lokalnie zwartej G na
skªadniki nieprzywiedlne. Idea jest prosta: chcemy przedstawi¢ dowolny funk-
cjonaª dodatni jako caªk¦ z funkcjonaªów ekstremalnych. Jednak»e s¡ trudno±ci
techniczne. Przy tym jest naturalne »e s¡ trudno±ci, bo nie wszystkie grupy
maj¡ reprezentacje nieprzywiedlne. Dlatego b¦dziemy pracowa¢ z algebr¡ L1(G)
(która niejako automatycznie implikuje lokaln¡ zwarto±¢ G). Dla uproszczenia
b¦dziemy zakªada¢ »e G jest o±rodkowa i metryzowalna.
Aby ªatwo zde�niowa¢ wa»ne poj¦cia potrzebujemy caªek funkcji wektorowych.
Bez dowodu przyjmiemy fakt ni»ej:
Fakt. Niech W b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Banacha. Dla funkcji o war-
to±ciach w W istnieje teoria caªkowania anologiczna do teori caªki Lebesque'a
funkcji rzeczywistych. W szczególno±¢i je±li f jest mierzalna o warto±ciach w
W (tzn. przeciwobrazy kul s¡ mierzalne) to ‖f‖ jest mierzalna. Je±li ‖f‖ jest
caªkowalna to istnieje caªka z f i dla dowolnego ci¡gªego funkcjonaªu liniowego
u na W funkcja x 7→ 〈f(x), u〉 jest mierzalna i

〈
∫
f(x), u〉 =

∫
〈f(x), u〉.

Zachodzi twierzenie Lebesque'a o dominowej zbie»no±ci.
U»ywaj¡c ten fakt mo»emy zde�niowa¢ dziaªanie (splot) w L1(G) wzorem

f ? h =

∫
f(g)Lgh

gdzie (Lgh)(x) = h(g−1x). Mo»na pokaza¢ »e splot jest ª¡czny. Ponadto w
L1(G) mo»na zde�niowa¢ inwolucj¦, mianowicie, istnieje funkcja m taka »e dla
dowolnego f ∈ L1(G) mamy∫

f(x) =

∫
m(x)f(x−1).
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Teraz defuniujemy
f∗(x) = m(x)f̄(x−1).

Mo»na sprawdzi¢ »e jest to inwolucja w L1(G).
W L1(G) istnieje jedynka aproksymatywna, tzn. taka rodzina funkcji un »e
‖un‖ = 1 i dla dowolnego f ∈ L1(G) mamy

unf → f

gdy n d¡»y do niesko«czono±ci.
Mówimy »e podprzestrze« W reprezentacji L1(G) jest zerowa je±li fv = 0 dla
dowolnego f ∈ L1(G) i v ∈W .
Je±li ρ jest ci¡gª¡ reprezentacj¡ G to dla f ∈ L1(G) de�niujemy

ρ(f) =

∫
f(g)ρ(g)

Ten wzór zadaje ∗-reprezentacj¦ L1(G).

Lemat 0.12 Powy»szy wzór zadaje 1-1 odpowiednio±¢ mi¦dzy ci¡gªymi repre-

zentacjami unitarnymi G i ∗-reprezentacjami L1(G) bez podprzestrzeni zerowych

Dowód. (szkic) Maj¡c dan¡ reprezentacj¦ L1(G) musimy otrzyma¢ reprezentacj¦
G. U»ywaj¡¢ jedynk¦ aproksymatywn¡ un de�nujemy

ρ(g)w = lim ρ(δgun)w.

Dla w = ρ(f)v mamy

ρ(g)w = lim ρ(δgun)ρ(f)v = lim ρ(δgunf)v = ρ(δgf)v

czyli granica istnieje dla w takiej postaci. Niech V = {ρ(f)v}. Dopeªnienie
ortogonalne V jest podprzestrzeni¡ zerow¡ dla L1(G), a wi¦c zaªo»enia jest
trywialne, czyli V jest g¦sta. A wi¦c mamy zbie»no±¢ na zbiorze g¦stym. Z
ograniczono±ci norm oznacza to »e granica istnieje. Podobnie jako »e reprezen-
tacja regularna na L1 jest ci¡gªa to ρ(g)w jest ci¡gªe dla w ∈ V , czyli otrzymana
reprezentacja jest ci¡gªa. �atwo sprawdzi¢ »e caªkowanie tak otrzymanej repre-
zentacjio G z powrotem daje reprezentacj¦ L1(G) od której zaczeli±my. �

Lemat 0.13 Ci¡gªe funkjonaªy dodatnie ψ na L1(G) s¡ postaci

ψ(f) =

∫
f(g)φ(g)

gdzie φ jest ci¡gª¡ funkcj¡ dodatnio okre±lon¡ na G.
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Dowód: Funkcjonaªy dodatnie na L1(G) odpowiadaj¡ reprezentacjom cyklicz-
nym L1(G) te ci¡gªym reprezentacjom cyklicznym G te za± ci¡gªym funkcjom
dodatnio okre±lonym na G. �atwo sprawdzi¢ »e odpowiednio±¢ jest dana przez
wskazany wzór. �

Uwaga: Z analizy funkcjonalnej wiadomo »e funkcjonaªy na L1(G) s¡ zadane
przez funkcje ograniczone, by¢ mo»e nieci¡gªe. Powy»szy lemat mówi »e funk-
cje daj¡ce funkcjonaªy dodatnie automatycznie s¡ ci¡gªe. T¡ ci¡gªo±¢ trudno
pokaza¢ inaczej ni» to zrobiono wy»ej.

Lemat 0.14 Je±li A jest ∗-algebr¡ unormowan¡ z jedynk¡ to zbiór P funkcjo-

naªów dodatnich na A o normie ograniczonej przez staª¡ r, jest zbiorem zwartym

w ∗-sªabej topologii na A′.

Dowód: A jest przestrzeni¡ Banacha wi¦c kula B o promieniu r w A′ jest zwarta
w ∗-sªabej topologii. P jest domkni¦tym podzbiorem B w ∗-sªabej topologii wi¦c
te» jest zwarty. �

Lemat 0.15 Niech G b¦dzie grup¡ lokalnie zwart¡, metryzowaln¡ w sposób zu-

peªny. Zbiór kombinacji wypukªych ci¡gªych funkcji dodatnio okre±lonych odpo-

wiadaj¡cych reprezentacjom nieprzywiedlnym jest jest g¦sty w ∗ sªabej topologi

L1(G)′ w zbiorze ci¡gªych ograniczonych funkcji dodatnio okre±lonych.

Dowód: Zauwa»my najpierw »e gdy funkcjonaª dodatni jest zadany przez funkcj¦
dodatnio okre±lon¡ φ to jego norma to φ(e). A wi¦c zbiór φ o normie nie prze-
kraczaj¡cej r to dokªadnie zbiór φ takich »e φ(e) ≤ r. Na mocy poprzedniego
lematu ten zbiór jest zwarty w ∗-sªabej topologii, a wi¦c jest domkni¦t¡ powªok¡
wypukª¡ zbioru swoich punktów ektremalnych. Lecz punkty ektremalne odpo-
wiadaj¡ reprezentacjom nieprzywiedlnym (istotne tu jest »e ograniczamy tylko
φ(e)). �

Lepsza wersja pozwala pokaza¢ »e funkcjonaª dodatni jest caªk¡ z funkcjona-
ªów nieprzywiedlnych, co prowadzi do rozkªadu reprezentacji na caªk¦ prost¡
reprezentacji nieprzywiedlnych.
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