Algebry operatorow

Definicja 0.1 Algebre A nad R lub C nazywamy algebrg unormowang jesli jest
ona wyposazona w norme || - || takq Ze z tq normaq jest przestrzenig unormowang
i dla dowolnych x,y € A mamy

lzyll < llz(lllyll-

Algebre unormowang ktora jest zupetna w normie nazywamy algebrg Banacha.

Uwaga: Zwykle bedziemy rozwazaé¢ algebry Banacha (czy unormowane) nad
liczbami zespolonymi i milczaco zaktadaé zespolone skalary. W przypadku gdy
potrzebne nam bedg algebry rzeczywiste napiszemy to jawnie.

Niech G bedzie grupa. W algebrze C[G] wprowadzamy norme wzorem

| 2%59” = Z |ag].

gl < W f1Mlgll

czyli z ta norma C[G] jest algebra unormowana (jeli G jest nieskoniczona to jest
to algebra niezupeina).

Wtedy

Definicja 0.2 Inwolucjg w algebrze A nad C nazywamy antyliniowy antyauto-
morfizm o okresie 2, tzn. takie odwzorowanie * Ze

* Lk

(zy)" =y"z”,

(ax + by)* = ax* + by*,

(") ==.
Mowimy wtedy ze A jest algebrqg z inwolucjq, lub krocej ze A jest *-algebrq. Jesli
algebra jest unormowana to zwykle bedziemy zaktadaé ze ||al| = ||a*|.

Na C[G] wprowadzamy inwolucje wzorem

(Z ag0)" = Z Gg0g-1
Latwo sprawdzié¢ ze jest to inwolucja i ze || f*|| = |||l

Definicja 0.3 Reprezentacjg algebry A nazywamy lewy A-modut M. Jesli A
jest *-algebrq, przestrzeni M to przestrzen Hilberta, A dziata przez operatory
ograniczone i zachodzi wzor

pla®) = p(a)*
gdzie p(a)v = av jest operatorem mnozenia przez a to mowimy ze reprezentacja
jest *-reprezentacjq.

Lemat 0.4 Istnieje 1-1 odpowiednio$é miedzy unitarnymi reprezentacjami G i
*-reprezentacjami C[G].



Dowo6d: Wiemy ze reprezentacje G sa w 1-1 odpowiedniosci z C[G]-modutami.
Jesli reprezentacja jest unitarna to wzor

p(> " agdy) = agp(g)

pokazuje ze otrzymamy operatory ograniczone. Ponadto

p(z agdy)” = Zagp(ég)* = Zagp((sg*l)

czyli dla f =" a40, mamy p(f)* = p(f*). A wiec z reprezentacji unitarnej G
otrzymamy *-reprezentacje C[G]. W druga strone, jesli mamy *-reprezentacje
C[G] to

p(0g) " = p(84-1) = p(J;) = p(d,)"

czyli reprezentacja G dziala przez operatory unitarne. O

Definicja 0.5 Jesli A jest *-algebrq, ¢ jest funkcjonatem liniowym na A to
mowimy ze A jest dodatni jesli p(z*x) > 0 dla dowolnego x € A.

Definicja 0.6 Mdéwimy zZe wektor v jest cykliczny dla reprezentacji p algebry z
jedynkqg A jesli p(A)v jest geste w przestrzeni na ktorej jest zdefiniowane p. Re-
prezentacjqg cykliczng algebry A nazywamy pare (p,v) gdzie p jest reprezentacjq
A za$ v jest wektorem cyklicznym dla p.

Lemat 0.7 Jesli (p,v) jest *-reprezentacjq cykliczng *-algebry A z jedynkq to
funkcjonat

Pp0(2) = (p(x)v,0)

jest dodatni na A. Jesli ¢ jest funkcjonatem dodatnim na A to istnieje co
najwyzej jedyna z doktadnoscig do izomorfizmu *-reprezentacja cykliczna (p,v)
taka ze Y = ¢, . Jesli dodatkowo A jest unormowana i 1) jest normowo ciggly
to taka reprezentacja istnieje. Podobnie, jesli dla pewnej reprezentacji cyklicznej
(0, z) i wszystkich x € A mamy Y(z*z) < ¢g .(x*x) to istnieje (p,v) takie Ze
1;[} = ¢p,v-

Dowod. Jesli (p,v) jest *-reprezentacja cykliczna to

Bpo(@*7) = (p(a"2)v,v) = (p()v, p(x)) = | p(2)v]* > 0

czyli funkcjonal ¢, , jest dodatni. Niech teraz v bedzie funkcjonatem dodatnim
na A. Najpierw zauwazmy ze jesli istnieje reprezentacja cykliczna (p, v) taka ze
Y = ¢p.0 to jest ona wyznaczona jednoznacznie. Mianowicie na p(A)v mamy

(zv,yv) = (y"zv,v) = Y(y*z)

czyli na p(A)v produkt skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez . W
szczegolnodci anihilator I, , = {z : p(x)v = 0} jest jednoznacznie wyznaczony



przez 1. Jesli (p;,v;) dla ¢ = 1,2 sy reprezentacjami takimi ze ¢ = ¢, ,, to
pi(A)v jest izomorficzne z A/I,, ., czyli p1(A)v jest algebraicznie izomorficzne z
p2(A)v. Na mocy wezesniejszego rachunku sa one izometryczne, czyli dostajemy
réwnowazno$é reprezentacji.

Aby pokaza¢ istnienie na A wprowadzamy iloczyn skalarny wzorem

(z,y) = P(y*).

Jako ze 1 jest dodatni to ten iloczyn jest dodatnio okreslony, czyli wprowadza
na A strukture przestrzeni unitarnej. Dzielac A przez podprzestrzen wektorow
zerowych i uzupeliajac otrzymujemy przestrzen Hilberta V. Dla z,y € A
mamy
lzyll} = (zy, zy)v = (z 2y, y) < " zy|vly]v.
Indukcyjnie
% N2k 1/2F 2-1/2k
leyll? < @)yl lyls

Jesli A jest algebra unormowana i ¢ jest ciagly to

[l = v (z*2) < |¥llla"]la

* k k k % * k
(@) yllv < 9172 ((*2) 2 y)* (2 a) y )|

k41 k
<12 @2)* flally N allyl )2 < Aellly*Lallylla)/?lle )% -
Teraz biorgc M = [|[¢]|[ly*[|allyl[ 2 mamy

Rl 2-1/2k
layl3 < M2 | allll
Biorac granice przy k dazacym do nieskonczono$ci mam
ac g € przy z3Cy y
lzyll§ < lla*z|allyll

czyli mnozenie przez x zadaje operator ograniczony w normie V' z normg co
najwyzej ||x*a:\|i,/2. Rozszerzajac ten operator przez cigglo$¢ na V dostajemy
operator p(z). Oczywiscie p jest reprezentacja. Z definicji iloczynu skalarnego
na V,dla z,y, 2 € A mamy

(y, p(z")2)v = Y(z"2y) = (p(z)y, 2)v.

Przez ciaglosé ta rownosé zachowuje sie dla dowolnych y,z € V, czyli p(a*) =
p(x)*, czyli p jest *-reprezentacja. Niech v bedzie obrazem 1 w V. Mamy

(p(z)v,v) = ¥(121) = ¥(x)

czyli ¥ = ¢p 0.
Aby pokazaé¢ ostatnia czesé lematu zauwazmy ze jesli dla dowolnego x € A
mamy (z*x) < ¢g . (z*z) to dla z,y € A

I@2)* gl = w((@"2)* y)* (@"2)*"y) < Po.((a"2)?

k k

y) (" 2)* y)



|2k+1

* k *
= 0((z"2)* y)=|* < ||0(z" )|
czyli z M = [|0(y) ||| 2] mamy

10111211

k " 1 /ok+1
lzyll§ < M2 (10" ) | ||yl* /2

co znowu daje
lzyllv < 10" )1V2[lyllv

i tak jak w przypadku unormowanym mnozenie przez x daje operator ograni-
czony. Reszta dowodu nie zalezy od tego czy A jest unormowana. O

Lemat 0.8 Jesli A jest *-algebra, ¢,11,12 sq funkcjonatami dodatnimi na A,
¢ = 1 + o, to reprezentacja cykliczna odpowiadajgca ¢ jest izomorficzna z
podreprezentcjqg sumy prostej reprezentacji (p;, Vi, &) odpowiadajgcych 1y i 1)s.
Co wiecej, n = (£1,&2) € VidVa spetnia ¢(x) = ((p1Dp2)(x)n,n). Reprezentacja
cykliczna odpowiadajgca ¢ jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy Ro jest
promieniem ekstremalnym w stozku funkcjonatéw dodatnich na A.

Dowod: Jesli ¢ pochodzi z reprezentacji, to na mocy ostatniej czesci Lematu
0.7 réwniez v; pochodza z reprezentacji. Wzoér z n to prosty rachunek:

((p1 @ p2)(x)n,m) = (p1(x)€1,€1) + (p2 ()2, E2)
= Y1() + Ya(x) = ¢(2).

7 jednoznacznosci reprezentacji cykliczniej wynika ze reprezentacja odpowia-
dajaca ¢ jest izomorficzna z podreprezentacja sumy prostej p; @ p2 generowng,
przez . Rzuty z V na V; daja niezerowo operatory splatajace reprezentacje
odpowiadajaca ¢ z reprezentajami odpowiadajacymi ;. Jedli reprezentacja
odpowiadajaca ¢ jest nieprzywiedlna, to te operatory splatajace sa wielokrot-
nodciami izometrii, wiec v; sa proporcjonalne do ¢, czyli R¢ jest promieniem
ekstermalnym w stozku funkcjonatéow dodatnich na A. Jesli reprezentacja (p, v)
odpowiadajaca ¢ jest przywiedlna to jest suma prosta dwu swoich podreprezen-
tacji. Wtedy ¢ jest suma funkcjonaléw dodatnich ¢; odpowiadajacych podre-
prezentacjom. Gdyby v; byly dodatnimi wielokrotnosciami ¢ to wtedy rzuty
z V na V; bylyby wielokrotnodciami izometrii, skad by wymikalo ze oryginalna
reprezentacja nie jest cykliczna. A wiec v; nie sg dodatnimi wielokrotnosciami

¢, czyli R¢ nie jest promieniem ekstermalnym w stozku funkcjonatéw dodatnich
na A. O

Definicja 0.9 Powiemy ze funkcja ¢ na G jest dodatnio okreslona wtedy i tylko
wtedy gdy funkcjonat ¢ zadany wzorem

¢(Z agy) = Z ag9(9)

jest dodatni na C[G].



Lemat 0.10 Jesli ¢ jest funkcjg dodatnio okreslong na G to dla dowolnego
g € G mamy

lp(g9)| < @(e),
Blg™") = dlg).

Dowo6d: Zauwazmy najpierw ze ¢(e) jest rzeczywiste dodatnie, bo dla f =
0. mamy f*f = 0. 1 Y(f*f) = ¢(e), a wiec faktycznie ¢(e) jest rzeczywiste
dodatnie. Niech f = . + sdy. Wtedy f* = dc + 50,1 i

J7f =0 + 8504041 4 504 + 5651

= (1+s]*)8e + 56486,

czyli
O f) = (1+s)g(e) + sd(g) + 509~ ").

Dla dowolnego zespolonego s prawa strona jest rzeczywista, a wiec skoro ¢(e)
jest rzeczywiste to

s¢(9) +56(g7)
jest rzeczywiste. Biorac rzeczywiste s widaé ze jest to mozliwe tylko wtedy gdy

3(6(9)) = =S(d(g™")

gdzie & oznacza czes$é urojona. Podobnie, biorac urojone s widaé ze

R(¢(9)) = R(o(g™))

gdzie R oznacza czes$¢ rzeczywista. Razem daje to

dlg) = d(g").

Teraz bierzemy z takie ze z¢(g) = |¢(g)|. Podstawiajac s = zt do wzoru na
Y(f*f) 1 uwzgledniajac otrzymana rownosé mamy

V(7 f) = L+ [t)ee) + 2té(g)]

Dla rzeczywistego t cze$é¢ rzeczywista prawa strona jest tréjmianem kwadrato-
wym od ¢, czyli gdy jest dodatnia to wyrdznik tréjmianu jest ujemny:

0> A= (2p(g)])? — 46(e)?

czyli
o(e)* > |o(g)*.
Jako 7e ¢(e) jest dodatnie daje to wynik. O



Lemat 0.11 Wzor ¢(g) = (p(g)v,v) zadaje 1-1 odpowiedniosé miedzy zbiorem
funkcji dodanio okreslonych na G i zbiorem cyklicznych reprezentacji unitarnych
G. Reprezentacja jest jest stabo rozdzielnie ciggta wtedy i tylko wtedy gdy ¢ jest
ciggta.

Dowdéd: Zauwazny najpierw ze na mocy Lematu 0.10 funkcja dodatnio okreslna
jest ograniczona, a wiec zadaje funkcjonal normowo ciagly na C[G]. Teraz
pierwsza cze$¢ wynika z Lematu 0.7 i Lematu 0.4. Pozosteje pokazaé czesé o
ciaglosci. Lecz ¢ jest ciagla wtedy i tylko wtedy gdy dowolne elementy macie-
rzowe (p(g)u,w) sa ciagte. Mianowicie dla v = fv i w = hv mamy

(p(g)u, w) = (p(h*6g f)v,v)

co jest kombinacja liniowa przesunie¢ ¢. Unitarno$¢ p oznacza ze ciaglosé
(p(g)u, w) 7 gestego zbioru u, w przenosi sie na dowolne u, w. Ciaglosé¢ (p(g)u, w)
oznacza staba rozdzielna ciagglo§é reprezentacji. O

Naszym celem jest teraz rozktad *-reprezentacji grupy lokalnie zwartej G na
sktadniki nieprzywiedlne. Idea jest prosta: chcemy przedstawi¢ dowolny funk-
cjonal dodatni jako caltke z funkcjonaléw ekstremalnych. Jednakze s trudnosci
techniczne. Przy tym jest naturalne ze sa trudno$ci, bo nie wszystkie grupy
maja reprezentacje nieprzywiedlne. Dlatego bedziemy pracowaé z algebra L' (G)
(ktora niejako automatycznie implikuje lokalng zwartos¢ G). Dla uproszczenia
bedziemy zaklada¢ ze G jest osrodkowa i metryzowalna.

Aby tatwo zdefiniowaé¢ wazne pojecia potrzebujemy calek funkcji wektorowych.
Bez dowodu przyjmiemy fakt nizej:

Fakt. Niech W bedzie oSrodkowa przestrzeniag Banacha. Dla funkcji o war-
tosciach w W istnieje teoria catkowania anologiczna do teori catki Lebesque’a
funkcji rzeczywistych. W szczegolnoséi jesli f jest mierzalna o wartosciach w
W (tzn. przeciwobrazy kul s mierzalne) to || f|| jest mierzalna. Jesli || f]| jest
catkowalna to istnieje catka z f i dla dowolnego ciagtego funkcjonatu liniowego
u na W funkcja z — (f(z),u) jest mierzalna i

([ s = [tre))

Zachodzi twierzenie Lebesque’a o dominowej zbieznosci.
Uzywajac ten fakt mozemy zdefiniowa¢ dziatanie (splot) w L'(G) wzorem

o= [ sty

gdzie (Lyh)(z) = h(g~'z). Mozna pokaza¢ ze splot jest laczny. Ponadto w
L'(G) mozna zdefiniowaé¢ inwolucje, mianowicie, istnieje funkcja m taka ze dla
dowolnego f € L'(G) mamy

[ @)= [m@)se



Teraz defuniujemy -
fr(@) =m(z) f(@™).

Mozna sprawdzi¢ ze jest to inwolucja w L'(G).
W LY(G) istnieje jedynka aproksymatywna, tzn. taka rodzina funkcji u, ze
|lu,|| = 1i dla dowolnego f € L'(G) mamy

Unf — f

gdy n dazy do nieskoriczonosci.

Moéwimy ze podprzestrzen W reprezentacji L'(G) jest zerowa jesli fv = 0 dla
dowolnego f € LY(G)ive W.

Jedli p jest ciagla reprezentacja G to dla f € L'(G) definiujemy

o(f) = / F(9)0(9)

Ten wzor zadaje *-reprezentacje L'(G).

Lemat 0.12 Powyzszy wzor zadaje 1-1 odpowiednio$é miedzy cigglymi repre-
zentacjami unitarnymi G i *-reprezentacjami L' (G) bez podprzestrzeni zerowych

Dowéd. (szkic) Majac dana reprezentacje L' (G) musimy otrzymadé reprezentacje
G. Uzywajaé jedynke aproksymatywng u,, definujemy

plghw = lim p(5un ).
Dla w = p(f)v mamy
p(g)w = lim p(dgun)p(f)v = lim p(dgun f)v = p(def)v

czyli granica istnieje dla w takiej postaci. Niech V' = {p(f)v}. Dopelnienie
ortogonalne V jest podprzestrzenia zerowa dla L'(G), a wiec zalozenia jest
trywialne, czyli V' jest gesta. A wiec mamy zbieznosé¢ na zbiorze gestym. Z
ograniczono$ci norm oznacza to ze granica istnieje. Podobnie jako ze reprezen-
tacja regularna na L' jest ciagta to p(g)w jest ciaglte dla w € V, czyli otrzymana
reprezentacja jest ciagla. Latwo sprawdzi¢ ze catkowanie tak otrzymanej repre-
zentacjio G z powrotem daje reprezentacje L'(G) od ktérej zaczeliSmy. O

Lemat 0.13 Ciggte funkjonaty dodatnie ¢ na L'(G) sq postaci

b(f) = / f(9)(9)

gdzie ¢ jest ciggtq funkcjq dodatnio okreslong na G.



Dowoéd: Funkcjonaty dodatnie na L'(G) odpowiadaja reprezentacjom cyklicz-
nym L'(G) te ciagtym reprezentacjom cyklicznym G te za$ ciaglym funkcjom
dodatnio okre§lonym na G. Latwo sprawdzi¢ ze odpowiednio$¢ jest dana przez
wskazany wzor. O

Uwaga: 7 analizy funkcjonalnej wiadomo ze funkcjonaty na L'(G) sa zadane
przez funkcje ograniczone, by¢ moze nieciagle. Powyzszy lemat méwi ze funk-
cje dajace funkcjonaly dodatnie automatycznie sa ciaglte. Ta ciaglosé¢ trudno
pokazaé inaczej niz to zrobiono wyzej.

Lemat 0.14 Jesli A jest *-algebrg unormowang z jedynkq to zbior P funkcjo-
natéw dodatnich na A o normie ograniczonej przez statq r, jest zbiorem zwartym
w *-stabej topologii na A’.

Dowdd: A jest przestrzenia Banacha wiec kula B o promieniu r w A’ jest zwarta
w *-stabej topologii. P jest domknietym podzbiorem B w *-stabej topologii wiec
tez jest zwarty. O

Lemat 0.15 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartq, metryzowalng w sposéb zu-
petny. Zbior kombinacji wypuktych ciggtych funkcji dodatnio okreslonych odpo-
wiadajgcych reprezentacjom nieprzywiedinym jest jest gesty w * stabej topologi
LY(G) w zbiorze ciggtych ograniczonych funkcji dodatnio okreslonych.

Dowdéd: Zauwazmy najpierw ze gdy funkcjonal dodatni jest zadany przez funkcje
dodatnio okreslong ¢ to jego norma to ¢(e). A wiec zbidr ¢ o normie nie prze-
kraczajacej r to doktadnie zbiér ¢ takich ze ¢(e) < r. Na mocy poprzedniego
lematu ten zbiér jest zwarty w *-stabej topologii, a wiec jest domknieta powloka
wypukla zbioru swoich punktéw ektremalnych. Lecz punkty ektremalne odpo-
wiadaja reprezentacjom nieprzywiedlnym (istotne tu jest ze ograniczamy tylko

(e))- O

Lepsza wersja pozwala pokazaé¢ ze funkcjonal dodatni jest catka z funkcjona-
t6w nieprzywiedlnych, co prowadzi do rozkladu reprezentacji na caltke prosta
reprezentacji nieprzywiedInych.



