
1 Suma prosta

Sum¡ prost¡ potencjalnie niesko«czonej rodziny moduªów Mα, α ∈ I jest pod-
zbiór produktu kartezja«skiegoMα, α ∈ I skªadaj¡cy si¦ z tych elementów które
maj¡ tylko sko«czenie wiele skªadowych ró»nych od zera. Oznaczenie:

M =
⊕
α∈I

Mα

Ka»dy z moduªów Mα jest naturalnie izomor�czny z podmoduªem M , dla-
tego zwykle mo»emy zakªada¢ »e Mα ⊂ M . Przy takim zaªo»eniu dla α 6= β
mamy Mα ∩Mβ = ∅.

Je±li M jest moduªem a Mα, α ∈ I s¡ podmoduªami M to sum¡ Mα nazy-
wamy najmniejszy podmoduª N ⊂M taki »e dla ka»dego α ∈ I mamyMα ⊂ N .

Je±li M jest sum¡ Mα, α ∈ I oraz dla α 6= β mamy Mα ∩Mβ = ∅, to wtedy
M jest izomor�czny z sum¡ prost¡ Mα, α ∈ I. W tej sytuacji dalej b¦dziemy
mówi¢ »e M jest sum¡ prost¡.

Je±liM jest sum¡ prost¡M1⊕M2 swoich podmoduªówM1 iM2 to mówimy
»e M2 jest moduªem dopeªniczym do M1.

2 Lemat Schura, wersja algebraiczna

Lemat 2.1 Je±li M i N s¡ moduªami, za± φ jest niezerowym homomor�zmem

z M w N to

• je±li M jest prosty to φ jest ró»nowarto±ciowy

• je±li N jest prosty to φ jest na

• je±li M i N s¡ proste to φ jest izomor�zmem

Dowód: J¡dro ker(φ) jest podmoduªem M , je±li M jest prosty to ker(φ) =
{0} lub ker(φ) =M . W drugim przypadku φ byªby zerowy, co jest wykluczone
z zaªo»enia. A wi¦c gdy M jest prosty to ker(φ) = {0} czyli φ jest ró»nowar-
to±ciowy. Podobnie, obraz φ(M) jest podmoduªem N i je±li N jest prosty to
musimy mie¢ φ(M) = N . �

Lemat 2.2 Algebra endomor�zmów R-moduªu prostego jest algebr¡ z dziele-

niem. Je±li R jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ nad ciaªem algebraicznie do-

mkni¦tym K to ka»dy endomor�zm moduªu prostego jest operatorem mno»enia

przez element K.

Dowód: Na mocy poprzedniego lematu niezerowe endomorfzmy s¡ odwra-
calne, co daje pierwsz¡ cz¦±¢. Dla dowodu drugiej cz¦±ci zauwa»my »e wtedy
moduª prostyM jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem
K. Endomor�zm φ mo»emy przedstawi¢ przy pomocy macierzy. Wiadomo »e
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nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym macierz ma warto±¢ wªasn¡ λ i odpowia-
j¡cy jej wektor wªasny v, tzn.

φv = λv

czyli
(φ− λ)v = 0

Jako »e M jest moduªem prostym oznacza to »e (φ − λ)w = 0 dla dowolnego
w ∈M . �

3 Moduªy póªproste

Najpierw potrzebujemy lemat opisuj¡cy moduªy proste

Lemat 3.1 Moduª M jest prosty wtedy i tylko wtedy gdy M jest izomor�czy z

moduªem postaci R/I gdzie I jest lewostronnym ideaªem maksymalnym w R.

Dowód. Niech I b¦dzie lewostronnym ideaªem maksymalnym w R i N b¦dzie
podmoduªem w R/I. Wtedy J = {r ∈ R : r + I ⊂ N} jest ideaªem lewostron-
nym zawieraj¡cym I. Jako »e I jest ideaªem maksymalnym oznacza to »e J = R
lub J = I. W pierwszym przypadky mamy N = R/I, w drugim N = {0}, a
wi¦c R/I jest moduªem prostym. Je±liM jest moduªem prostym i x ∈M , x 6= 0
to przyjmujemy I = {r : rx = 0}. Wtedy I jest ideaªem lewostronnym w R.
Zauwa»my »e Rx jest niezerowym podmoduªem w M , czyli Rx = M . Innymi
sªowy M jest izomor�czne z R/I. Je±li J jest ideaªem lewostronnym i I ⊂ J
to Jx jest podmoduªem w M , czyli Jx = M lub Jx = {0}. Je±li Jx = M to
dla dowolnego r ∈ R istnieje s ∈ J takie »e rx = sx, czyli (r − s)x = 0, czyli
r−s ∈ I. Jako »e I ⊂ J i s ∈ J oznacza to »e r ∈ J , czyli J = R. Je±li Jx = {0}
to mamy J = I. Razem oznacza to »e I jest ideaªem maksymalnym. �

Lemat 3.2 Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

• moduª M jest sum¡ prost¡ moduªów prostych

• moduª M jest sum¡ algebraicz¡ moduªów prostych

• ka»dy podmoduª V ⊂M ma podmoduª dopeªniczy b¦d¡cy sum¡ prost¡ mo-

duªów prostych

• ka»dy podmoduª V ⊂M ma podmoduª dopeªniczy

Moduª speªniaj¡cy jeden (a wi¦c i wszystkie) warunki wy»ej nazywamy moduªem
póªprostym.
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Dowód: Warunek pierwszy jest oczywi±cie silniejszy ni» drugi. Warunek
trzeci jest oczywi±cie silniejszy ni» czwarty. Dla V = {0} warunek trzeci impli-
kuje warunek pierwszy. Pozostaje pokaza¢ »e warunek drugi implikuje trzeci i
»e warunek czwarty implikuje drugi.

Aby otrzyma¢ warunek trzeci z drugiego rozwa»my rodzin¦ S skªadaj¡c¡
si¦ z takich moduªów N »e N jest sum¡ prost¡ moduªów prostych i V ∩ N =
∅. Na mocy lematu o maksymalnym ªa«cuchu w rodzinie S istnieje element
maksymalny, tzn. taki moduª N »e dla ka»dego moduªu prostego P ⊂M mamy
P ∩V 6= ∅ lub P ∩N 6= ∅. W pierwszym przypadku jako »e P jest prosty mamy
P = P ∩ V , czyli P ⊂ V . W drugim P = P ∩ N , czyli P ⊂ N . A wi¦c dla
dowolnego moduªu prostego P mamy P ⊂ V + N , czyli jako »e M jest sum¡
moduªów prostych toM = V +N . Z de�nicji rodziny S wy»ej mamy V ∩N = ∅,
czyliM jest sum¡ prost¡ V i N . Ponadto N jest sum¡ prost¡ moduªów prostych
co daje warunek trzeci.

Aby zako«czy¢ dowód lematu musimy pokaza¢ »e warunek czwarty implikuje
drugi.

Zauwa»my najpierw »e je±li warunek czwarty jest speªniony dla M i U jest
podmoduªem M to warunek czwarty zachodzi dla M zast¡pionego przez U .
Mianowicie, je±li V jest podmoduªem U to jest te» podmoduªem M . U»ywa-
j¡c warunek dla M dostajemy moduª N dopeªniczy do V w M . Lecz wtedy
N ∩ U jest moduªem dopeªniczym do V w U . Poka»emy teraz »e dowolny
moduª M speªniaj¡cy warunek czwarty zawiera podmoduª prosty. Mianowicie,
bez utraty ogólno±ci mo»na przyj¡¢ »e M = Rx dla pewnego x ∈ M . Niech
J = {r ∈ R : rx = 0}. J jest ideaªem lewostronnym w R. Na mocy pew-
nika wyboru (lematu o maksymalnym ªa«cuchu) istnieje ideaª maksymalny I
zawieraj¡cy J . Wtedy N = Ix jest podmoduªem w M = Rx takim »e M/N
jest izomor�czne z R/I, czyli iloraz jest moduªem prostym. Na mocy warunku
czwartego istnieje podmoduª P dopeªniczy doM , czyli Rx = P ⊕N czyli P jest
izomor�czne z Rx/N czyli P jest moduªem prostym. Jako »e dowolny podmo-
duª M zawiera moduª prosty to M jest sum¡ moduªów prostych czyli zachodzi
warunek drugi. �
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