1 Suma prosta

Suma prosta potencjalnie nieskoriczonej rodziny modutéw M, a € I jest pod-
zbiér produktu kartezjanskiego M, , a € I sktadajacy sie z tych elementéw ktore
maja tylko skonczenie wiele sktadowych réznych od zera. Oznaczenie:
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Kazdy z modultéow M, jest naturalnie izomorficzny z podmodutem M, dla-
tego zwykle mozemy zaktada¢ ze M, C M. Przy takim zalozeniu dla o # S
mamy M, N Mg = 0.

Jesli M jest modulem a M, o € I sa podmodutami M to suma M, nazy-
wamy najmniejszy podmodul N C M taki ze dla kazdego o € I mamy M, C N.

Jesli M jest suma M,, a € I oraz dla o # f mamy M, N Mg = 0, to wtedy
M jest izomorficzny z sumg prosta My, a € I. W tej sytuacji dalej bedziemy
moéwié ze M jest suma prosta.

Jesli M jest suma prosta My @ My swoich podmodutéw M; i Ms to moéwimy
ze My jest modulem dopetniczym do Mj.

2 Lemat Schura, wersja algebraiczna

Lemat 2.1 Jesli M i N sq modutami, zas ¢ jest niezerowym homomorfizmem
zM w N to

e jesli M jest prosty to ¢ jest réznowartosciowy
e jesli N jest prosty to ¢ jest na
e jesli M i N sq proste to ¢ jest izomorfizmem

Dowdd: Jadro ker(¢) jest podmodutem M, jesli M jest prosty to ker(¢) =
{0} lub ker(¢) = M. W drugim przypadku ¢ bylby zerowy, co jest wykluczone
z zatozenia. A wiec gdy M jest prosty to ker(¢) = {0} czyli ¢ jest roznowar-
tosciowy. Podobnie, obraz ¢(M) jest podmodulem N i jesli N jest prosty to
musimy mie¢ ¢(M) = N. O

Lemat 2.2 Algebra endomorfizméow R-modutu prostego jest algebrq z dziele-
niem. Jesli R jest skoniczenie wymiarowq algebrg nad ciatem algebraicznie do-
mknietym K to kazidy endomorfizm modutu prostego jest operatorem mmnozenia
przez element K.

Dowdd: Na mocy poprzedniego lematu niezerowe endomorfzmy sy odwra-
calne, co daje pierwsza czes¢é. Dla dowodu drugiej cze$ci zauwazmy ze wtedy
modutl prosty M jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatlem
K. Endomorfizm ¢ mozemy przedstawi¢ przy pomocy macierzy. Wiadomo ze



nad cialem algebraicznie domknietym macierz ma wartosé¢ wlasna A i odpowia-
jacy jej wektor wlasny v, tzn.

ov = v
czyli
(6= N =0
Jako 7ze M jest modulem prostym oznacza to ze (¢ — \)w = 0 dla dowolnego
we M. O

3 Moduly pélproste

Najpierw potrzebujemy lemat opisujacy moduly proste

Lemat 3.1 Modut M jest prosty wtedy @ tylko wtedy gdy M jest izomorficzy z
modutem postaci R/I gdzie I jest lewostronnym ideatem maksymalnym w R.

Dowdd. Niech I bedzie lewostronnym idealem maksymalnym w R i N bedzie
podmodutem w R/I. Wtedy J ={r € R:r+ I C N} jest idealem lewostron-
nym zawierajacym I. Jako ze I jest idealem maksymalnym oznacza to ze J = R
lub J = I. W pierwszym przypadky mamy N = R/I, w drugim N = {0}, a
wiec R/I jest modutem prostym. Jesli M jest modutem prostym iz € M,z # 0
to przyjmujemy I = {r : ro = 0}. Wtedy I jest idealem lewostronnym w R.
Zauwazmy ze Rx jest niezerowym podmodutem w M, czyli Rx = M. Innymi
stowy M jest izomorficzne z R/I. Jesli J jest idealem lewostronnym i I C J
to Jz jest podmodutem w M, czyli Jx = M lub Jx = {0}. Jesli Jx = M to
dla dowolnego r € R istnieje s € J takie ze rx = sx, czyli (r — s)x = 0, czyli
r—se€l. Jakoze I C Jis € Joznaczatozer € J, czyli J = R. Jedli Jx = {0}
to mamy J = I. Razem oznacza to ze I jest idealem maksymalnym. O

Lemat 3.2 Nastepujgce warunki sq¢ rownowazne
o modut M jest sumg prostq modutow prostych
o modut M jest sumg algebraiczg modutow prostych

o kazdy podmodut V- C M ma podmodut dopetniczy bedgcy sumg prostqg mo-
dutow prostych

e kazdy podmodut V-.C M ma podmodul dopetniczy

Modut spelniajacy jeden (a wiec i wszystkie) warunki wyzej nazywamy modutem
potprostym.



Dowo6d: Warunek pierwszy jest oczywiscie silniejszy niz drugi. Warunek
trzeci jest oczywiscie silniejszy niz czwarty. Dla V' = {0} warunek trzeci impli-
kuje warunek pierwszy. Pozostaje pokazaé ze warunek drugi implikuje trzeci i
ze warunek czwarty implikuje drugi.

Aby otrzyma¢ warunek trzeci z drugiego rozwazmy rodzine S skladajaca
sie z takich moduléw N ze N jest suma prosta modutéw prostychi VNN =
¢. Na mocy lematu o maksymalnym laricuchu w rodzinie S istnieje element
maksymalny, tzn. taki modut N ze dla kazdego modutu prostego P C M mamy
PNV #Qlub PNN # (). W pierwszym przypadku jako ze P jest prosty mamy
P=PnV,czyi PC V. Wdrugim P = PN N, czyli P C N. A wiec dla
dowolnego modutu prostego P mamy P C V + N, czyli jako ze M jest suma
moduléw prostych to M = V+ N. Z definicji rodziny S wyzej mamy VNN = (),
czyli M jest suma prosta V' i N. Ponadto NN jest suma prosta modutéw prostych
co daje warunek trzeci.

Aby zakoriczy¢ dowod lematu musimy pokazaé ze warunek czwarty implikuje
drugi.

Zauwazmy najpierw ze jeSli warunek czwarty jest spelniony dla M i U jest
podmodulem M to warunek czwarty zachodzi dla M zastapionego przez U.
Mianowicie, jesli V' jest podmodulem U to jest tez podmodutem M. Uzywa-
jac warunek dla M dostajemy modul N dopetniczy do V- w M. Lecz wtedy
N NU jest modutem dopetniczym do V' w U. Pokazemy teraz ze dowolny
modul M speliajacy warunek czwarty zawiera podmodut prosty. Mianowicie,
bez utraty ogélno$ci mozna przyja¢ ze M = Rx dla pewnego x € M. Niech
J={r € R:re =0} Jjest idealem lewostronnym w R. Na mocy pew-
nika wyboru (lematu o maksymalnym lancuchu) istnieje ideal maksymalny I
zawierajacy J. Wtedy N = Iz jest podmodulem w M = Rx takim ze M/N
jest izomorficzne z R/I, czyli iloraz jest modutem prostym. Na mocy warunku
czwartego istnieje podmodul P dopelniczy do M, czyli Rx = P& N czyli P jest
izomorficzne z Rx/N czyli P jest modutem prostym. Jako ze dowolny podmo-
dul M zawiera modul prosty to M jest suma moduléw prostych czyli zachodzi
warunek drugi. O



