1 Lemat o gestosci

Jesli M jest modulem to endomorfizmy M tworza piericien ktéry oznaczymy
przez E. M mozemy potraktowac¢ jako modul nad F. Dla zaznaczenia ze
pierscieniem jest E bedziemy pisa¢ Mg. Istotny dla nas jest opis endomorfizméw
Mg.

Lemat 1.1 Jesli M jest modutem potprostym, ¢ jest endomorfizmem Mg zas
xr € M to istnieje o € R takie Ze ¢(x) = azx.

Dowéd: N = Rz jest podmodulem M, a wiec na mocy pélprostoty jest
sktadnikiem prostym M. A wiec rzut wx z M na N nalezy do E. Wtedy

TN (¢(x)) = d(mn(2)) = ¢(x)
czyli ¢(z) € N, co daje wynik. O

Lemat 1.2 (Jacobsona o gestosci) Jesli M jest modutem pdtprostym, ¢ jest
endomorfizmem Mg za$ S jest skoriczonym podzbiorem M. Wtedy istnieje o €
R takie ze dla dowolnego x € S mamy ¢(x) = azx.

Dowo6d: Niech n = |S] czyli S = {z1,...,2,}. Rozwazmy n-krotna sume
prosta M™. Na M™ rozpatrujemy odwzorowanie ¢ zadane wzorem

W15+ yn) = (D(91), -5 Dyn))-

Niech E(™ bedzie pierScieniem endomorfizméw M™. Zauwazmy ze elementy
E(™) to macierze n na n o wspotczynnikach bedacych endomorfizmami M. Ze
wzoru na ¢ wynika wiec ze ¢(™) jest homomorfizmem M" jako modutu nad
E™_ Modul M™ jest oczywiscie potprosty. Z poprzedniego lematu istnieje
element o € R taki ze ¢ (x1,...,2,) = a(z1,...,x,). Lecz to oznacza 7e
o(x;) = ax;. O

Lemat 1.3 (Twierdzenie Burnsida) Jesli M jest skoriczenie wymiarowq prze-
strzeniq wektorowq nad ciatem algebraicznie domknietym k, R jest podpierscie-
niem pierscienia Endy (M) ktdry jest przestrzenia wektorowq nad k i M jest
R-modutem prostym nad k to R = Endg(M).

Dowoéd. Jesli M jest R-modulem prostym to mocy lematu Schura pier§cien F
R-endomorfozmoéow M to k. Niech f € Endg (M) = Endg(M) i niech z1,..., 2,
bedzie baza M jako przetrzeni wektorowej nad k. Wtedy na mocy lematu o ge-
stodci istnieje « € R takie ze ax; = f(x;). Jako ze x1,...,x, jest baza oznacza
to ze a = f. Jako ze f byl dowolny oznacza to ze R = Endy(M). O



2 Twierdzenie Wedderburna

R nazywamy pier§cieniem potprostym jesli jest modutem poétprostym jako lewy
modul nad soba.

Lemat 2.1 Jesli R jest piersScieniem potprostym to kazdy R-modul jest potpro-
sty.

Dowéd: Dowolny modut jest suma prosta modutéw postaci Rx. Modut po-
staci Rz jest ilorazem R a wiec na mocy poélprostoty R modul Rz jest suma
prosta modutéw prostych. A wiec dowolny R-modul jest sumg modutéw pro-
stych. O

Lemat 2.2 Jesli R jest pierscieniem polprostym to istnieje tylko skoriczenie
wiele klas izomorfizmu R-modutéw prostych.

Dowéd. Kazdy reprezentant klasy izomorfizmu R-moduléw prostych jest
postaci M = R/I gdzie I jest idealem maksymalnym. Na mocy polprostoty R
ideal I bedac podmodutem ma podmodutl dopetniczy, czyli R = M @ I. Niech
R = @, M, bedzie rozktadem R na sume prosta moduléw prostych. Mamy
1l=21® &z gdzie z; € M,,. Zauwazmy ze My, @& --- & M,, jest pod-
modutem R takim ze 1 € R, a wiegc R = My, ®--- ® M,,. Latwo zauwazy¢
ze kazdy podmodut prosty M zawarty w R jest izomorficzny z jednym z M,,.
Mianowicie, dla pewnego ¢ rzutowanie z M na M,, musi by¢ niezerowe i na
mocy lematu Schura jest izomorfizmem. O

Na mocy poprzednich lematéw modul M nad pierScieniem pédlprostym R
ma rozktad postaci
M =&; &b, M;
gdzie M; przebiega zbiér reprezentantéw klas réwnowaznosci R-modutéw pro-
stych. Liczby k; nazywamy krotnosciami, tzn. méwimy ze modut M; wystepuje
w M z krotno$cia M;.

Lemat 2.3 Jesli R jest algebrq potprostg nad ciatem algebraicznie domknietym
k to istniejqg skoniczenie wymiarowe przestrzenie wektorowe My, ..., M; nad k
takie zZe

R = Endk(Ml) D---D Endk(Ml)

Dowod. Niech My, ..., M; beda reprezentatami klas izomorfizmu R-moduléw
prostych. Rozwazmy homomorfizm h z R w

R = Endk(Ml) D--- @Endk(Ml)

h jest roznowartosciowy, bo jesli « jest w jadrze h to mnozenie przez « daje
odwzorowanie zerowe dla dowolnego modutu prostego M;. Jako ze R jest suma



prosta moduléw prostych to mnozenie przez o daje odwzorowanie zerowe na
R. Lecz a = « - 1, czyli wtedy a = 0. Na mocy lematu o gestosci h jest na.
Mianowicie, na mocy lematu Schura endomorfizmy M; to cialo k. Dla i # j
moduty M; i M; sa nieizomorficze, wiec jedyny homomorfizm miedzy nimi jest
zerowy. A wiec pierScien endomorfizméw E modutu M; & --- @ M; to suma
[-kopii ciata k z dzialaniami po sktadowych. Czyli jesli ¢ € R to ¢ wyznacza
endomorfizm (M; & --- & M) .

A wiec, jesli ;5,4 = 1,...,1, j = 1,...,n; sa takie ze x; ; € M; i przy
ustalonym 7 wektory z;; tworza baze M; i ¢ € R to istnieje o € R takie ze
ax; ; = ¢xi,j~ O

Uwaga. Bez zaloznia ze cialo podstawowe jest algebraicznie domkniete pier-
Scien E = Dy @ ...D; gdzie D; sa algebrami z dzieleniem i w sumie wyzej
musimy braé¢ algebry endomorfizméw nad D;.

Whiosek:

dimg R = Z dimy, (M;)?

gdzie M, przebiegaja klasy R moduléw prostych. Innymi stowy M; wystepuje
w R z krotnoscia dimy (M;).

Przyklad: Niech G = S(3) (grupa permutacji trzech elementéw). G jest
izomorficzna z grupa symetrii trojkata i tatwo sprawdzié¢ ze naturalne dziatanie
G na trojkacie daje reprezentacje nieprzywiedlna czyli prosty k[G] modut. Czyli
k[G] ma modul prosty ktory jest przestrzenia wymiaru 2 nad k. Ponadto G ma
dwie reprezentacje wymiaru 1: reprezentacje trywialng i znak permutacji. G
ma 6 elementow, czyli

6 = dimy, k[G] =1+ 1422
czyli podane reprezentacje to wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne G z do-
ktadnoscia do réwnowaznosci.
3 Rozklad kanoniczy reprezentacji
Ustalmy izomorfizm
R =~ Endy(M;) @ - - © Endg (M)

Niech R; oznacza Endy(M;) za$ e; element taki ze e; = 1 w R; oraz e; = 0 w
R; dla j #1i. Wtedy
=Y

2
€;

oraz
= ei

Ponadto e; leza w centrum R.



Lemat 3.1 Jesli M jest R modutem to e;M to suma podmodutéow M izomor-
ficznych z M;

Dowdd. Na M; element e; dziala jako identycznosé. Dla j # i element e;
dziata jako 0. Czyli jesli N to suma podmodutéw M izomorficznych z M; to e;
dziata na N jako identycznosé. Jesli W to modul dopekliczy do N to W jest
izomorficzny z suma prosta modutéw M; z j # i. A wiec e; dziala na W jako
0. Razem, e;x =x dlaz e Niex=0dlaie W. O

Mamy
M = EBeiM

Daje to rozklad kanoniczny M. W rozkladzie kanonicznym sktadniki sa wyzna-
czone jednoznacznie. e; wyzej nazywamy idempotentem zwigzanym z M;.

Lemat 3.2 Krotno$ci M; w M sq¢ wyznaczone jednoznacznie
Dowdéd: Na mocy poprzedniego lematu mamy
e:M = @, M,
i modutl e; M jest wyznaczony jednoznacznie. Lecz
dimy(e; M) = k; dimy (M;)

czyli k; jest wyznaczone jednoznacznie przez wymiary nad k.
Uwaga: Jesli k; > 1 to przedstawienie e; M jako sumy prostej M; jest bardzo
niejednoznaczne.

4 Charaktery

Definicja: Charakterem reprezentacji (modutu) nazywamy odwzorowanie ¢(a) =
Tr(a) gdzie Tr oznacza $lad odwzorowania liniowego.
Inwolucje w k[G] i iloczyn skalarny dla f = 37 ccag0, 1 h = 30 5bgdg

definiujemy
F=> ag6,
geG
1
(f h) = @ > aghg

geG

Ponizej bedziemy zaklada¢ ze charakterystyka ciala k nie dzieli |G|, dzieki
czemu (f, h) jest dobrze zdefiniowane.

Lemat 4.1 fh=hf



Dowod: Sprawdzamy dla f = 64, h = dy:
fh= 0400 = gu = S(guy-1 = Oy-14-1 = 8,-16,1
5.8, = .

W ogélnym przypadku wynik otrzymujemy przez liniowosc. ]

Lemat 4.2 (Wzdr Plancherela) Niech \ bedzie reprezentacjg regqularng k|[G].
Mamy

1
(fih) = @Tr(/\(fh))

Dowé6d: Dla f =6, i h =46, mamy (f,h) =0dlag#u~'i(f h)= ﬁ dla

g = u~'. Podobnie, fh = &4, czyli Tt(A(fh)) = 0dla g # u~' i Tr(A(fh)) = |G|
dla g = u~!. A wiec réownosé zachodzi dla elementéw bazy czyli przez liniowosé
réwnos$é zachodzi na k[G]. O

Lemat 4.3 Jesli k jest algebraicznie domkniete, M; jest k[G] modutem prostym,
e; idempotentem odpowiadajgcym M; zas x; charakterem modutu M; to dla f €
k[G] mamy

dimy, Mix; (f) = |G*(f, e:)

Dowod: Na mocy twierdzenia Wedderburna M; wystepuje w reprezentacji
regularnej z krotnoscig dimy M;. A wiec mamy

dimy, Mxi(f) = Tr(M(fei)) = |G](f, ei)

gdzie ostatnia réwnosé to wzor Plancherela. O

Lemat 4.4 Jesli k jest algebraicznie domkniete, za$ M; jest k[G]-modutem pro-
stym to jako funkcja na grupie
o_le
! dlmk(M7) ’

gdzie e; jest idempotentem zwigzanym z M;. W szczegdlnosci charakterystyka
K nie dzieli dimg(M;) (zaktadamy zZe charakterystyka K nie dzieli |G|).

Dowéd. Dla f =, mamy |G|(f,e;) = &;(g). A wiec

dimy, (M;)x;(9) = dimy (M;)x;(f) = |GI*(f,e:) = |Gléi(g)



Jako ze |G|¢é;(g) jest niezerowe dla pewnego g to wynika stad ze charakterystyka
k nie dzieli dimy (M;). O

Wniosek: (xi, x;) = 0ij, gdzie 6;; = 1 zas 6;; = 0 dla i # j. Mianowicie

GJ?

1 ~
= dimy, (Ml) dimy, (Mj) Tr()\(ejei))_

Gdy i # j to eje; = 0 czyli (xi,x;) = 0. Dla ¢ = j element e;e; = e; prze-
chodzi na identycznosé w e;k[G] ktore jest suma prosta dimg(M;) kopii M;. A
wiec &; przechodzi na identyczno$é¢ w &;k[G] ktére ma wymiar dimy(M;)?, czyli
Tr()\(éi)) = dimk(Mi)Q CcO daje <X1‘,X,’> =1.

Lemat 4.5 Jesli ciato k jest charakterystki O to k[G] moduly sq izomorficzne
wtedy i tylko wtedy gdy ich charaktery sq rowne. W szczegdlnosci gdy ciato k
jest algebraicznie domkniete, n jest charakterem k[G] modutu M za$ M; jest
k[G]-modutem prostym z charakterem x; to M, wystepuje w M z krotnosScig

(Xi1)-



