
1 Lemat o g¦sto±ci

Je±li M jest moduªem to endomor�zmy M tworz¡ pier±cie« który oznaczymy
przez E. M mo»emy potraktowa¢ jako moduª nad E. Dla zaznaczenia »e
pier±cieniem jest E b¦dziemy pisa¢ME . Istotny dla nas jest opis endomor�zmów
ME .

Lemat 1.1 Je±li M jest moduªem póªprostym, φ jest endomor�zmem ME za±
x ∈M to istnieje α ∈ R takie »e φ(x) = αx.

Dowód: N = Rx jest podmoduªem M , a wi¦c na mocy póªprostoty jest
skªadnikiem prostym M . A wi¦c rzut πN z M na N nale»y do E. Wtedy

πN (φ(x)) = φ(πN (x)) = φ(x)

czyli φ(x) ∈ N , co daje wynik. �

Lemat 1.2 (Jacobsona o g¦sto±ci) Je±li M jest moduªem póªprostym, φ jest
endomor�zmem ME za± S jest sko«czonym podzbiorem M . Wtedy istnieje α ∈
R takie »e dla dowolnego x ∈ S mamy φ(x) = αx.

Dowód: Niech n = |S| czyli S = {x1, . . . , xn}. Rozwa»my n-krotn¡ sum¦
prost¡ Mn. Na Mn rozpatrujemy odwzorowanie φ(n) zadane wzorem

(y1, . . . , yn) 7→ (φ(y1), . . . , φ(yn)).

Niech E(n) b¦dzie pier±cieniem endomor�zmów Mn. Zauwa»my »e elementy
E(n) to macierze n na n o wspóªczynnikach b¦d¡cych endomor�zmami M . Ze
wzoru na φ(n) wynika wi¦c »e φ(n) jest homomor�zmem Mn jako moduªu nad
E(n). Moduª Mn jest oczywi±cie póªprosty. Z poprzedniego lematu istnieje
element α ∈ R taki »e φ(n)(x1, . . . , xn) = α(x1, . . . , xn). Lecz to oznacza »e
φ(xi) = αxi. �

Lemat 1.3 (Twierdzenie Burnsida) Je±li M jest sko«czenie wymiarow¡ prze-
strzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym k, R jest podpier±cie-
niem pier±cienia Endk(M) który jest przestrzenia wektorow¡ nad k i M jest
R-moduªem prostym nad k to R = Endk(M).

Dowód. Je±li M jest R-moduªem prostym to mocy lematu Schura pier±cie« E
R-endomorfozmów M to k. Niech f ∈ Endk(M) = EndE(M) i niech x1, . . . , xn
b¦dzie baz¡ M jako przetrzeni wektorowej nad k. Wtedy na mocy lematu o g¦-
sto±ci istnieje α ∈ R takie »e αxi = f(xi). Jako »e x1, . . . , xn jest baz¡ oznacza
to »e α = f . Jako »e f byª dowolny oznacza to »e R = Endk(M). �
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2 Twierdzenie Wedderburna

R nazywamy pier±cieniem póªprostym je±li jest moduªem póªprostym jako lewy
moduª nad sob¡.

Lemat 2.1 Je±li R jest pier±cieniem póªprostym to ka»dy R-moduª jest póªpro-
sty.

Dowód: Dowolny moduª jest sum¡ prost¡ moduªów postaci Rx. Moduª po-
staci Rx jest ilorazem R a wi¦c na mocy póªprostoty R moduª Rx jest sum¡
prost¡ moduªów prostych. A wi¦c dowolny R-moduª jest sum¡ moduªów pro-
stych. �

Lemat 2.2 Je±li R jest pier±cieniem póªprostym to istnieje tylko sko«czenie
wiele klas izomor�zmu R-moduªów prostych.

Dowód. Ka»dy reprezentant klasy izomor�zmu R-moduªów prostych jest
postaci M = R/I gdzie I jest ideaªem maksymalnym. Na mocy póªprostoty R
ideaª I b¦d¡c podmoduªem ma podmoduª dopeªniczy, czyli R = M ⊕ I. Niech
R =

⊕
αMα b¦dzie rozkªadem R na sum¦ prost¡ moduªów prostych. Mamy

1 = x1 ⊕ · · · ⊕ xl gdzie xi ∈ Mαi
. Zauwa»my »e Mα1

⊕ · · · ⊕Mαl
jest pod-

moduªem R takim »e 1 ∈ R, a wi¦c R = Mα1 ⊕ · · · ⊕Mαl
. �atwo zauwa»y¢

»e ka»dy podmoduª prosty M zawarty w R jest izomor�czny z jednym z Mαi .
Mianowicie, dla pewnego i rzutowanie z M na Mαi

musi by¢ niezerowe i na
mocy lematu Schura jest izomor�zmem. �

Na mocy poprzednich lematów moduª M nad pier±cieniem póªprostym R
ma rozkªad postaci

M = ⊕i ⊕kij=1 Mi

gdzie Mi przebiega zbiór reprezentantów klas równowa»no±ci R-moduªów pro-
stych. Liczby ki nazywamy krotno±ciami, tzn. mówimy »e moduª Mi wyst¦puje
w M z krotno±ci¡ Mi.

Lemat 2.3 Je±li R jest algebr¡ póªprost¡ nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym
k to istniej¡ sko«czenie wymiarowe przestrzenie wektorowe M1, . . . ,Ml nad k
takie »e

R ≈ Endk(M1)⊕ · · · ⊕ Endk(Ml)

Dowód. NiechM1, . . . ,Ml b¦d¡ reprezentatami klas izomor�zmuR-moduªów
prostych. Rozwa»my homomor�zm h z R w

R̃ = Endk(M1)⊕ · · · ⊕ Endk(Ml).

h jest ró»nowarto±ciowy, bo je±li α jest w j¡drze h to mno»enie przez α daje
odwzorowanie zerowe dla dowolnego moduªu prostego Mi. Jako »e R jest sum¡
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prost¡ moduªów prostych to mno»enie przez α daje odwzorowanie zerowe na
R. Lecz α = α · 1, czyli wtedy α = 0. Na mocy lematu o g¦sto±ci h jest na.
Mianowicie, na mocy lematu Schura endomor�zmy Mi to ciaªo k. Dla i 6= j
moduªy Mi i Mj s¡ nieizomor�cze, wi¦c jedyny homomor�zm mi¦dzy nimi jest
zerowy. A wi¦c pier±cie« endomor�zmów E moduªu M1 ⊕ · · · ⊕Ml to suma
l-kopii ciaªa k z dziaªaniami po skªadowych. Czyli je±li φ ∈ R̃ to φ wyznacza
endomor�zm (M1 ⊕ · · · ⊕Ml)E .

A wi¦c, je±li xi,j , i = 1, . . . , l, j = 1, . . . , nl s¡ takie »e xi,j ∈ Mi i przy

ustalonym i wektory xi,j tworz¡ baz¦ Mi i φ ∈ R̃ to istnieje α ∈ R takie »e
αxi,j = φxi,j . �

Uwaga. Bez zaªo»nia »e ciaªo podstawowe jest algebraicznie domkni¦te pier-
±cie« E = D1 ⊕ . . . Dl gdzie Di s¡ algebrami z dzieleniem i w sumie wy»ej
musimy bra¢ algebry endomor�zmów nad Di.

Wniosek:
dimk R =

∑
dimk(Mi)

2

gdzie Mi przebiegaj¡ klasy R moduªów prostych. Innymi sªowy Mi wyst¦puje
w R z krotno±ci¡ dimk(Mi).

Przykªad: Niech G = S(3) (grupa permutacji trzech elementów). G jest
izomor�czna z grup¡ symetrii trójk¡ta i ªatwo sprawdzi¢ »e naturalne dziaªanie
G na trójk¡cie daje reprezentacj¦ nieprzywiedln¡ czyli prosty k[G] moduª. Czyli
k[G] ma moduª prosty który jest przestrzeni¡ wymiaru 2 nad k. Ponadto G ma
dwie reprezentacje wymiaru 1: reprezentacj¦ trywialn¡ i znak permutacji. G
ma 6 elementów, czyli

6 = dimk k[G] = 1 + 1 + 22

czyli podane reprezentacje to wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne G z do-
kªadno±ci¡ do równowa»no±ci.

3 Rozkªad kanoniczy reprezentacji

Ustalmy izomor�zm

R ≈ Endk(M1)⊕ · · · ⊕ Endk(Ml)

Niech Ri oznacza Endk(Mi) za± ei element taki »e ei = 1 w Ri oraz ei = 0 w
Rj dla j 6= i. Wtedy

1 =
∑

ei

oraz
e2i = ei

Ponadto ei le»¡ w centrum R.
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Lemat 3.1 Je±li M jest R moduªem to eiM to suma podmoduªów M izomor-
�cznych z Mi

Dowód. Na Mi element ei dziaªa jako identyczno±¢. Dla j 6= i element ei
dziaªa jako 0. Czyli je±li N to suma podmoduªów M izomor�cznych z Mi to ei
dziaªa na N jako identyczno±¢. Je±li W to moduª dopeªniczy do N to W jest
izomor�czny z sum¡ prost¡ moduªów Mj z j 6= i. A wi¦c ei dziaªa na W jako
0. Razem, eix = x dla x ∈ N i eix = 0 dla i ∈W . �

Mamy
M = ⊕eiM

Daje to rozkªad kanoniczny M . W rozkªadzie kanonicznym skªadniki s¡ wyzna-
czone jednoznacznie. ei wy»ej nazywamy idempotentem zwi¡zanym z Mi.

Lemat 3.2 Krotno±ci Mi w M s¡ wyznaczone jednoznacznie

Dowód: Na mocy poprzedniego lematu mamy

eiM = ⊕kij=1Mi

i moduª eiM jest wyznaczony jednoznacznie. Lecz

dimk(eiM) = ki dimk(Mi)

czyli ki jest wyznaczone jednoznacznie przez wymiary nad k.
Uwaga: Je±li ki > 1 to przedstawienie eiM jako sumy prostejMi jest bardzo

niejednoznaczne.

4 Charaktery

De�nicja: Charakterem reprezentacji (moduªu) nazywamy odwzorowanie φ(a) =
Tr(a) gdzie Tr oznacza ±lad odwzorowania liniowego.

Inwolucj¦ w k[G] i iloczyn skalarny dla f =
∑
g∈G agδg i h =

∑
g∈G bgδg

de�niujemy

f̌ =
∑
g∈G

agδg−1

〈f, h〉 =
1

|G|
∑
g∈G

agbg−1

Poni»ej b¦dziemy zakªada¢ »e charakterystyka ciaªa k nie dzieli |G|, dzi¦ki
czemu 〈f, h〉 jest dobrze zde�niowane.

Lemat 4.1 f̌h = ȟf̌
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Dowód: Sprawdzamy dla f = δg, h = δu:

f̌h = ˇδgδu = δ̌gu = δ(gu)−1 = δu−1g−1 = δu−1δg−1

= δ̌uδ̌g = ȟf̌ .

W ogólnym przypadku wynik otrzymujemy przez liniowo±¢. �

Lemat 4.2 (Wzór Plancherela) Niech λ b¦dzie reprezentacj¡ regularn¡ k[G].
Mamy

〈f, h〉 =
1

|G|2
Tr(λ(fh))

Dowód: Dla f = δg i h = δu mamy 〈f, h〉 = 0 dla g 6= u−1 i 〈f, h〉 = 1
|G| dla

g = u−1. Podobnie, fȟ = δgu czyli Tr(λ(fh)) = 0 dla g 6= u−1 i Tr(λ(fh)) = |G|
dla g = u−1. A wi¦c równo±¢ zachodzi dla elementów bazy czyli przez liniowo±¢
równo±¢ zachodzi na k[G]. �

Lemat 4.3 Je±li k jest algebraicznie domkni¦te,Mi jest k[G] moduªem prostym,
ei idempotentem odpowiadaj¡cym Mi za± χi charakterem moduªu Mi to dla f ∈
k[G] mamy

dimkMiχi(f) = |G|2〈f, ei〉

Dowód: Na mocy twierdzenia Wedderburna Mi wyst¦puje w reprezentacji
regularnej z krotno±ci¡ dimkMi. A wi¦c mamy

dimkMiχi(f) = Tr(λ(fei)) = |G|2〈f, ei〉

gdzie ostatnia równo±¢ to wzór Plancherela. �

Lemat 4.4 Je±li k jest algebraicznie domkni¦te, za± Mi jest k[G]-moduªem pro-
stym to jako funkcja na grupie

χi =
|G|

dimk(Mi)
ěi

gdzie ei jest idempotentem zwi¡zanym z Mi. W szczególno±ci charakterystyka
K nie dzieli dimk(Mi) (zakªadamy »e charakterystyka K nie dzieli |G|).

Dowód. Dla f = δg mamy |G|〈f, ei〉 = ěi(g). A wi¦c

dimk(Mi)χi(g) = dimk(Mi)χi(f) = |G|2〈f, ei〉 = |G|ěi(g)
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Jako »e |G|ěi(g) jest niezerowe dla pewnego g to wynika st¡d »e charakterystyka
k nie dzieli dimk(Mi). �

Wniosek: 〈χi, χj〉 = δij , gdzie δii = 1 za± δij = 0 dla i 6= j. Mianowicie

〈χi, χj〉 =
|G|2

dimk(Mi) dimk(Mj)
〈ěi, ěj〉

=
1

dimk(Mi) dimk(Mj)
Tr(λ( ˇejei)).

Gdy i 6= j to ejei = 0 czyli 〈χi, χj〉 = 0. Dla i = j element eiei = ei prze-
chodzi na identyczno±¢ w eik[G] które jest sum¡ prost¡ dimk(Mi) kopii Mi. A
wi¦c ěi przechodzi na identyczno±¢ w ěik[G] które ma wymiar dimk(Mi)

2, czyli
Tr(λ(ěi)) = dimk(Mi)

2 co daje 〈χi, χi〉 = 1.

Lemat 4.5 Je±li ciaªo k jest charakterystki 0 to k[G] moduªy s¡ izomor�czne
wtedy i tylko wtedy gdy ich charaktery s¡ równe. W szczególno±ci gdy ciaªo k
jest algebraicznie domkni¦te, η jest charakterem k[G] moduªu M za± Mi jest
k[G]-moduªem prostym z charakterem χi to Mi wyst¦puje w M z krotno±ci¡
〈χi, η〉.
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