1 Iloczyn tensorowy

Niech R bedzie pier§cieniem przemiennym, za§ M i N beda R-modutami. Po-
wiemy ze modut V jest iloczynem tensorowym modutéw M i N (co oznaczamy
piszac V = M ® N) jesli zadana jest operacja dwuliniowa oznaczana przez &
z M x N w V majaca nastepujaca wltasnosé: jesli n jest operacja dwuliniowa z
M x N w pewien R-modul W to istnieje dokladnie jedna operacja liniowa ¢ z
V w W taka ze

n(m,n) = ¢(m @n).

Zauwazmy najpierw ze z definicji wyzej wynika ze jesli produkt tensorowy ist-
nieje to jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do izomorfizmu. Miano-
wicie, jesli V1 z ®1 oraz V5 z ®2 sa dwoma réznymi produktami tensorowymi to
na mocy witasnosci definicyjnej istnieja jednyne odwzorowania liniowe ¢1 i ¢o
takie ze

m®asn=¢(men)

m e n = ¢(man)

Wtedy
m @1 n = ¢g2(P1(m @1 n)).

Lecz na mocy definicji istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe majace
wlasnos¢ wyzej czyli ¢ap1 to identycznosé. Podobnie ¢1¢2 to identycznosé,
czyli V7 jest izomorficzne z V5.

Lemat 1.1 Produkt tensorowy istnieje.

Dowod. Niech H bedzie modutem wolnym z baza M x N. By oznacznia byty
bardziej sugestywne zamiast (m,n) bedziemy pisa¢ m ® n. W module H defi-
nujemy podmodut I jako podmodul generowany przez elementy nastepujacych
postaci:

(a1m1 + agmg) Xn—ami XN —axme @n

m® (a1ny + agng) —am @ ny — a1m @ ng

i przyjmujemy M @ N = H/I. Operacje ® definujemy jako klase m@n = (m,n)
w module ilorazowym H/I. Latwo spradzi¢ ze ® jest operacja dwuliniowa: wy-
dzielenie przez podmodut I zapewnia potrzebne réwnosci. Jesli W jest modutem
z definicji iloczynu tensorowego zas 7 jest operacja dwuliniowg z M x N w W
to definujemy ¢ w ten sposéb ze

$(m @ n) = n(m,n)

Aby ¢ bylo dobrze zdefiniowane musimy sprawdzi¢ ze ¢ znika na I. Lecz to
wynika z dwuliniowosci 7. Zauwazmy ze powyzsza defincja ¢ jest wymuszona
przez defincje iloczynu tensorowego, skad wynika ze ¢ jest wyznaczone jedno-
znacznie. (]



Lemat 1.2 Jesli M, N, K sq R-modutami to M @ N jest izomorficzne z N® M,
(M®N)RK jest izomorficzne z MR(NQK). Jesli M = My®&Ms i N = N1dN,
to M @ N jest izomorficzne z (M1 Q N)® (My®@ N) i M @ N jest izomorficzne
z(M® N1)® (M ® Ny).

Dowo6d. Wynika to uzywajac wiasnos¢ definicyjna. Np. dla (M3 @ N) @
(Ms; ® N) mamy operacje ®; z M; x N w M; @ N i jest spelmiona wlasnosé
produktu tensorowego dla M; x N. Pokazemy ze (M; ® N) @& (My ® N) spelnia
wlasnos¢ produktu tensorowego. Operacje ® definujemy wzorem

(m1 ®&me) @n = (m1 @1 n) B (M2 2 n).

Rozwazamy teraz operacje dwuliniowg n z M x N w W. Ograniczenie 1 do
My x N daje operacje 1 z M1 x N w W. Podobnie ograniczenie n do My x N
daje operacje 12 z My x N w W. Z wtasnodci iloczynu tensorowego dla M; ® N
istnieja ¢; takie ze

ni(m,n) = ¢;(m ®; n)
dlam € M; in € N. Wtedy definujac ¢ wzorem

P(t1 @ t2) = ¢1(t1) + Pa(t2)
gdzie t; € M; ® N mamy
n(my & ma,n) = ni(my,n) + n2(ma,n) = ¢1(m1 @1 n) + p2(m2 2 n)

= ¢((m1 @1 1) ® (M2 ®2n)) = ¢((m1 & ma) @n)

gdzie ostatnia rownosé to definicja ® z M x N w (M1 @ N)® (My @ N). A wiec
dla (M; ® N) ® (My ® N) z powyzej zdefiniowanym ® spelniona jest wlasnosé
iloczynu tensorowego, czyli mamy izomorfizm z M @ N. Pozostale izomorfizmy
maja podobne dowody, wiec je pominiemy. O

Lemat 1.3 Jesli M = &M, to M QN jest izomorficzny z ®o (Mo @ N). Jesli
N =®.N, to M ® N jest izomorficzny z ®o(M @ N,).

Dowod jest podobny do poprzedniego.

Lemat 1.4 M ® R jest izomorficzne z M. Podobnie R ® M jest izomorficzne
z M.

Dowdd. Operacje ® z M x R w M definiuje wzorem m ® a = am. Niech n
bedzie operacja dwuliniowa z M x R w W i niech ¢(m) = n(m,1). Oczywiscie
¢ jest operacja liniowa. Mam

n(m,a) = n(am, 1) = ¢(am) = ¢(m @ a)

czyli jest spelniona wtasno$¢ iloczynu tensorowego. (]



Lemat 1.5 Jesli M jest modutem wolnym z bazq {en} za§ N jest modutem
wolnym z bazg {fz} to M ® N jest modutem wolnym z bazq {eq ® f3}

Dowod: jest to bezposredni wniosek z poprzedniego lematu. O

Whiosek: Jesli R to cialo to dim(M ® N) = dim(M) dim(N).

Przyktad: Jesli R = Z, zas p i ¢ to wzglednie pierwsze liczby calkowite
dodatnie to R/(pR) ® R/(¢R) to modul zerowy. Mianowicie skoro p i ¢ sa
wzglednie pierwsze to istnieja liczby catkowite a i b takie ze 1 = ap + bq. Teraz
dlau®v € R/(pR) ® R/(¢R) mamy

w® v = (ap +bg)(u® v) = ap(u ® v) + bg(u @ v)

=a(pu®v) + b(u ® qu).

Lecz pu = 0w R/(pR) i quv =0 w R/(qR) czyli powyzszy element to 0. Jako
ze elementy postaci u ® v generuja R/(pR) ® R/(¢R) to produkt tensorowy jest
ZETOWY.

Lemat 1.6 Jesli dla + = 1,2 M;, N; s¢ R-modutami, zas ¢; : M; — N; sq
homomorfizmami to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : (M7 ® M) —
(N1 ® Na) taki ze

d(m1 ® ma) = ¢1(m1) @ da(ma)

Dowod: ¢1(mq) @ ¢a(msz) jest odwzorowaniem dwuliniowym z My x My w
N1 ® Ny a wiec ¢ istnieje i jest jednoznaczne z wlasnosci definicyjnej iloczynu
tensorowego M ® Ms. O

W dalszym ciggu odwzorowanie ¢ wyzej bedziemy oznaczaé przez ¢1 @ ¢s.

Lemat 1.7 Jesli dla ¢« = 1,2 M;, N;,V; sqg R-modutami, za$ ¢; : M; — N; 1@
¥; : Ny — Vi sq homomorfizmami to

(Y1 @ Y2) (91 ® d2) = (Y11) ® (Y2ib2)

Dowdd: Bezposrednie sprawdzenie z wlasnosci definicyjnej. O

Lemat 1.8 Jesli M;, N; wyzej sq skoniczenie wymiarowymsi przestrzeniami wek-
torowymi nad ciatem k i M; = N; to

Tr(¢1 ® ¢2) = Tr(¢1)Tr(¢2)



Dowod. Niech {e;} bedzie baza My, {f;} baza My zas {ef} i {f}} beda
bazami dualnymi. Wtedy {e; ® f’} jest baza M{ ® M3 dualna do {e; ® f;}.
Mamy

Tr(dr @ ¢2) = > (01 @ ¢2) (e ® fy), €5 @ f7) = D _((d1(er) ® da(fr), €] @ f7)

%7 2,

J

= S (Br(er), o), £1) = <Z<¢1<ei>,ez‘>> S (6o (F). £

%7 %

= Tr(¢1)Tr(d2).

2 Produkt tensorowy reprezentacji

Jesl Ri S sa algebrami nad k to na R®y, S (gdzie ®j oznacza ze produkt tenso-
rowy liczymy biorac k jako pierscien) mozna wprowadzié strukture pierscienia
wzorem

(11 ® 51)(r2 @k 52) = (r172) Q1 (5152)

Wtasno$é produktu tensorowgo pozwala pokazaé ze tak okre§lone mnozenie jed-
noznacznie rozszerza sie na R ®y S i spelnia aksjomaty mnozenia w pier§cieniu.

Lemat 2.1 Jesli G i H sq grupami to k[G)®yk[H] jest izomorficzne z k|G x H].

Dowod: Elementy 64, g € G daja baze k[G], elementy 65, h € H daja
baze k[H]|, za$ elementy 04, g € G,h € H daja baze w k[G x H]. Na mocy
wezesniejszego lematu d,® 0y, daje baze k[G|®,k[H]. A wiec przyporzadkowanie

(59 ® op — 5gh

daje izomorfizm k[G] ®;, k[H] z k[G x H] jako przestrzeni liniowych. Trzeba
sprawdzi¢ ze zachowuje sie mnozenie. Lecz

(591 ® 5h1)(592 ® 6h2) = 6!}192 ® 5}11 ha

iw G x H mamy (g1h1)(g92h2) = (9192)(h1h2) czyli faktycznie mnozenie jest
zachowane. U

Jesli M jest R-modutem za$ N jest S-modutem to na M ®; N mamy natu-
ralng strukture R ®; S-modutu:

(res)(men)=rm® sn.



Lemat 2.2 Niech ciato k bedzie algebraicznie domkniete, R bedzie skoriczenie
wymiarowg algebrg nad k za$ M prostym R-modutem. Jesli V jest niezerowym
podmodutem w M @& M to albo V.= M & M albo V = {0} & M albo istnieje
a € k takie ze V to zbior elementow postaci v & av gdzie v € M.

Dowoéd: Rozwazmy rzut z V' na pierwszy skladnik sumy prostej. Jako ze M
jest modutem prostym to obraz to modutl zerowy albo cate M. Jedli obraz to
modut zerowy to V jest zawarte w {0} & M ktore jest izomorfczne z M. Czyli V
jako niezerowy podmodul modutu prostego {0} @ M jest rowne {0} & M. A wiec
pozostaje rozpatrze¢ przypadek gdy obraz V przez rzut na pierwszy skladnik
sumy to M, czyli dla kazdego v; € M istnieje vo € M takie ze v1 B vy € V.
Przy ustalonym vy @ vy € V elementy w € M takie ze v1 @ (w + v2) € V tworza
podmodul H w M. Zauwazmy ze H nie zalezy od v1, bo w € H wtedy i tylko
wtedy gdy 0 dw € V. Jedli H to cale M to V. =M & M. A wiec pozostaje
rozpatrzeé przypadek gdy H to modul zerowy. Wtedy V jest wykresem odwzo-
rowania liniowego z M w M. Na mocy lematu Schura takie odwzorowanie to
munozenie przez element a € k (to jest jedyne miejsce gdzie w tym lemacie uzy-
wamy skoriczono$¢é wymiaru M i algebraiczna domknietos¢ k). Czyli elementy
V' sa postaci v @ av. O

Lemat 2.3 Jesli k jest algebraicznie domkniete, M jest prostym R-modutem
ktory ma skoriczony wymiar nad k za§ N jest prostym S-modutem to M ®) N
jest prostym R ®j S-modutem.

Dowdd: Niech V' bedzie podmodutem M ®; N. Ustalmy baze {f,} prze-
strzeni N nad k. Wtedy V zawiera element v postaci

Zma®foz

Jesli wszystkie m,, sa proporcjonalne nad k tzn. jesli istnieje m i a, takie ze
Mo = oM t0 moge napisac

V=D Ma®fa=Y aam®fo=) mOacfo=men

gdzie n = > anfo. Jako ze M i N sa modulami prostymi to podmodul nad
R generowany przez m to cate M, podmodut nad S generowany przez n to
cale N czyli podmodut nad R ®; S generowany przez m ® n to cale M ®; N.
Jedli istnieja o i § takie ze m, i mg nie sa proporcjonalne nad k£ to na mocy
poprzedniego lematu podmodul nad R generowany przez mq, ® mg to M & M
i w szczegolnodci zawiera element postaci 0 @ m. Wtedy biorac odpowiednia
kombinacje liniowa v dostane niezerowy element z mniejsza iloscig sktadnikéw
w sumie. A wiec indukcyjnie dostane w V' element postaci m ® n. (]



Jesli G jest grupa zas M i N sa k[G] modutami to na M ®; N (gdzie
®yp oznacza ze produkt tensorowy liczymy biorac k jako piericien) mozna w
naturalny sposob wprowadzi¢ strukture k[G] modulu. Mianowicie niech A(g)
oznacza operator mnozenia przez §, w M za$ n(g) oznacza operator mnozenia
przez 64 w N. Wtedy przyporzadkowanie

g — Ag) ®@n(g)

zadaje reprezentacje G na M ®; N, czyli zadaje strukture k[G]-modutu.

Lemat 2.4 Jesli dlai= 1,2 \; sq reprezentacjami G nad k za$ x; sq¢ odpowied-
nimi charakterami to x(g) = x1(g)x2(g) jest charakterem dla Ay ® Ao. Podobnie
x(9) = x1(g) + x2(g) jest charakterem dla Ay ® As.

Dow6d. Mamy

x(9) = Tr(A ® Xa(g)) = Tr(A1(g))Tr(A2(9)) = x1(9)x2(9)

Dla sumy jest podobnie. O

Z lematu wynika ze charaktery tworza poélpiersciem. Niekiedy wygodnie
jest rozszerzy¢ ten poélpierécien do pierScienia, tzn. rozpatrze¢ modul nad Z
generowany przez charaktery moduléw prostych z naturalnym mnozeniem.

Produkt tensorowy reprezentacji czesto jest rozkladalny. W szczegélnosci w
M ® M podmodul generowany przez elementy postaci v ® v (oznaczany przez
S2(M)) jest niezmienniczy na dzialanie G. Podobnie (M ® M)/S?(M) (ozna-
czane przez A%(M)) jest izomorficzne z podmodutem (M @ M).

Bez dowodu podamy

Lemat 2.5 Jesli x jest charakterem M, n jest charakterem S*(M) za$ ¢ jest
charakterem A?(M) to

n(g) = (x(9)* + x(g°))/2

3 Reprezentacje indukowane

Dotychczas rozpatrywaliémy produkty tensorowe nad pier§cieniem przemien-
nym. Bylo to spowodowane tym ze zwykla definicja odwzorowania dwulinio-
wego prowadzi do warunku typu przemienno$ci na pierécienn. Nad pierscieniem
nieprzemiennym potrzebujemy stabszy warunek. Po pierwsze rozwazamy prawy
R-modut M i lewy R-modul N. Bez dodatkowych zalozenn nad piersciem nie-
przemiennym M ® N jest tylko grupa abelowa. Powiemy ze odwzorowanie 7
z M x N w grupe abelowa W jest prawie dwuliniowe jesli spelnia nastepujace
warunki:



e 7 jest addytywne ze wzgledu na pierwszy argument
e 7 jest addytywne ze wzgledu na drugi argument
e n(ma,n) = n(m,an)

Powiemy ze para grupa abelowa V i odwzorowamie prawie dwuliniowe ® z
M x N w V jest iloczynem tensorowym M i N wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego odwzorowania prawie dwuliniowego nn z M x N w grupe abelowg W
istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup abelowych ¢ taki ze

n(m,n) = ¢(m @ n)

Tak jak w przypadku pierscienia przemiennego pokazujemy ze tak okreslony
iloczyn tensorowy jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu
grup abelowych.

Lemat 3.1 Wyzej okreslony iloczyn tensorowy istnieje.

Dowdd. Grupa abelowa to modut nad Z. Niech H = N ®z N gdzie Z
traktujemy jako podpierécienn R generowany przez 1. Miech I bedzie podgrupa
W generowana przez elementy postaci (ma)®@n—m® (an) gdziem € M, n € N,
a € R. Bierzemy V = H/I. Latwo sprawdzi¢ ze ® jako operacjaz M x N w V
jest prawie dwuliniowe. Jak poprzednio, dla prawie dwuliniowego 7 definiuje ¢
wzorem

o(m @ n) = n(m, n).

Jako ze 7 jest prawie dwuliniowe to ¢ znika na I, czyli mamy dobrze zdefiniwany
homomorfizm grup abelowych z V- w W. Okreslenie ¢ jest wymuszone przez
definicje iloczynu tensorowego czyli ¢ jest wyznaczone jednoznacznie. O

Jesli M jest dodatkowo lewym modutem nad pier§cieniem S to na M ® N mozna
wprowadzié¢ strukture lewego S modulu wzorem

s(m®n) = (sm)Qmn.

Podobnie jesli N jest dodatkowo prawym modutem nad pier§cieniem S to na
M @ N mozna wprowadzi¢ strukture prawego S modutu wzorem

(m®n)s =m® (ns).

Lemat 3.2 Jesli M jest prawym S modutem, N jest lewym S modutem i pra-
wym R-modutem zasV jest lewym R-modutem to (M @ N)®gV jest izomor-
ficzne z M @ (N @r V).

Dowod: Przez wlasnos¢ definicyjna. O

Jesli pierécien R jest przemienny to lewy R-modul mozna traktowaé jako
prawy R modul i odwrotnie. Wtedy nasza konstrukcja produktu tensorowego



nad R daje R modul i mozna sprawdzi¢ ze ® jest dwuliniowe. Podobnie dla
dwuliniowego 7 rowniez ¢ bedzie dwuliniowe. A wiec w przypadku pierScienia
przemiennego nowa defincjia daje ten sam wynik co stara. Ogélniej, jesli R
zawiera w centrum pier§cien przemienny S (czyli R jest algebra nad S) to w
konstrukeji wyzej mozemy zastapi¢ Z przez S: jako modul H bierzemy M ®g
N, I definijemy jak poprzednio ale teraz jest modutem nad S iV = H/I.
Tak zbudowane V spelnia warunek definicyjny iloczynu tensorowego czyli jest
izomorficzne z iloczynem tensorowym.

Gdy M = S za$ R jest podpierscieniem S to M ma naturalng strukture
lewego i prawego S-modutu czyli tez prawego R-modutu. W takim przypadku
powyzsza konstrukcja jest nazywana rozszerzeniem skalarow z R do S. Miano-
wicie, z R-modutu N dostajemy S modut S ®z N.

W kontekscie teorii reprezentacji, gdy H jest podgrupa G to k[H] jest pod-
pierécieniem k[G] i modul otrzymany przez rozszerzanie skalarow z k[H] do k[G]
nazywamy modutem indukowanym (lub reprezentacja indukowana).

Lemat 3.3 (Indukcja etapami) Jesli U jest podgrupg H, H jest podgrupg G zas
M jest k[U] modutem to k[G] @y M jest izomorficzne z k[G] @pm) (K[ H] @pjon

Dowdd: k[G]®y g1k [H] jest izomorficzne z k[G] za$ reszta wynika z tacznosci
iloczynu tensorowego. U

Podamy teraz bardziej konkretna konstrukcje reprezentacji indukowanej w
przypadku gdy podgrupa S grupy G jest skoriczona. Niech M bedzie k[S] mo-
dulem czyli reprezentacja S. Niech H bedzie przestrzenia funkcji na G o war-
toSciach w M takich ze przyjmuja tylko skoiniczenie wiele niezerowych wartosci
za$ V bedzie podprzestrzenia H funkcji spetniajacych warunek

v(gs™) = dsv(g)

gdzie mnozenie przez §5 to dzialanie reprezentacji. Mozna sprawdzi¢ ze V jest
podprzestrzenia dopelniczg do I gdzie I jest podprzestrznia H generowang przez
elementy postaci

U(gsil) — d5v(g).
(tu istotne jest ze S jest skoniczone). Zauwazmy teraz ze H jest izomorficzne z

k[G) ®r M zas I jest podmodutem z konstrukeji iloczynu tensorowego. Doktad-
niej, w k[G] mamy

co daje

(v01)(g) = v(gs™)
A wiec rzeczywiscie I to podprzestrzen z definicji iloczynu tensorowego. Te-
raz V jest izomorficzne z H/I, czyli faktycznie V' daje nam iloczyn tensorowy
K[G] ®g[s) M. Podobnie jak dla I sprawdzamy ze

(640)(h) = v(g™"h)



co daje jawnie dzialanie G w przestrzeni reprezentacji indukowane;j.

Druga konstrukcja reprezentacji indukowanej pozwala pokaza¢ ze ma ona
dodatkowa wlasno$¢. Mianowicie, rozwazmy podzial G na warstwy lewostronne
wzgledem podgrupy S. Przestrzeri warstw oznaczamy przez G/S. Wtedy jesli
01,09 € G/S, przy ustalonym g € G dla pewnego u € o1 mamy gu € oy to
dla dowolnego u € o1 mamy gu € o9. A wiec biorac jako V, podprzestrzen V/
sktadajaca sie z funkcji ktoére sa zerem poza warstwa o mamy 0(g)V,, = V.
Innymi stowy G permutuje przestrzenie V,,. Ponadto

V=,V,.

Dodatkowo, warunek natozony na V' oznacza ze reprezentacja S w przestrzeni
V. jest réwnowazna z wyjsSciowa reprezentacja M.

Lemat 3.4 Niech bedzie dana reprezentacja A grupy G na W, W =&, W, i G
tranzytywnie permutuje przestrzenie W,. Ustalmy pewne og i niech

S={g€G:5,Wy =Wy}

Wtedy reprezentacja na W jest izomorficzna z reprezentacjq indukowang z re-
prezentacji S na W, .

Dowdd. Zauwazmy ze poniewaz G tranzytywnie permutuje przestrzenie W,
to zbiér o mozna utozsamic ze zbiorem warstw lewostronnych G/S. Oznaczmy
przez 7 dzialanie reprezentacji indukowanej na V. Zdefininujemy odwzorowanie
liniowe ¢ z W do V. Robimy to dla kazdej podprzestrzeni W, z osobna. Niech
u € o. Bierzemy

$(a) = n(u)A(u™")z

dla z € W,. Ten wzér ma sens bo AM(u™1)z € W, = V.. Wida¢ 7e ¢(z) € V.
Jesli us jest innym elementem o to

N(us)A((us) ™) = n(u)n(s)A(s~HA(u™)

Lecz na W, = V, dla s € S dzialania n i X sa réwne, czyli n(s)A\(s7!) to
identycznosé i warto$¢ ¢ nie zalezy od wyboru w. Jesli g € G to bioragc gu jako
reprezentant go mam

$(A(9)z) = n(gu)A((gu) "M g)z = n(g)n(w)Aw™)A(g~)A(g)z

= n(g)n(w)A(u")z = n(g)¢(z)

czyli ¢ zadaje homomorfizm reprezentacji (operator splatajacy). Lecz z okre-
Slenia wida¢ ze ¢ na kazdym W, jest izomorfizmem przestrzeni liniowych czyli
skoro W i V sg sumami prostymi to ¢ jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.
czyli jest izomorfizmem (réwnowazno$cia) reprezentacji. O



Lemat 3.5 Jesli R jest zbiorem reprezentantéw G /S, x jest charakterem repre-
zentacyi S na M rozszerzonym przez 0 na G, zas n jest charakterem reprezentacyi
indukowanej to

:ZX gr SZ x(u™ gu
r€ER ‘ |uEG

Dowdd: Niech V = &4, M bedzie przestrzenia reprezentacji indukowanej.
Zauwazmy ze albo §,6,M = 6, M albo 6,6,M N§.M = {0}, W drugim przy-
padku podprzestrzen §, M daje zerowy wktad do sladu. W pierwszym mamy

Te(8g)s, 11 = Te(8,-10507) | nr = Tr(dr-14r)[ar = x(r~"gr)-

Przy tym w pierwszym przypadku r—lgr € S, w drugim r~lgr ¢ S, czyli
x(r~tgr) =0. A wiec

n9)=Te(l) = > Tllsau= Y x(r~ Zx 'gr)
rir—lgres rir—lgres

co daje pierwsza rownoé¢. Druga wynika z pierwszej zapisujac elementy u € G
w postaci u = rs i sumujac najpierw po s:

D oxwTgu) =" x(s i lgrs) =YY x(r'g |S|ZX Lgr).
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