
1 Iloczyn tensorowy

Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym, za± M i N b¦d¡ R-moduªami. Po-
wiemy »e moduª V jest iloczynem tensorowym moduªów M i N (co oznaczamy
pisz¡c V = M ⊗ N) je±li zadana jest operacja dwuliniowa oznaczana przez ⊗
z M ×N w V maj¡ca nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: je±li η jest operacj¡ dwuliniow¡ z
M ×N w pewien R-moduª W to istnieje dokªadnie jedna operacja liniowa φ z
V w W taka »e

η(m,n) = φ(m⊗ n).

Zauwa»my najpierw »e z de�nicji wy»ej wynika »e je±li produkt tensorowy ist-
nieje to jest wyznaczony jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Miano-
wicie, je±li V1 z ⊗1 oraz V2 z ⊗2 s¡ dwoma ró»nymi produktami tensorowymi to
na mocy wªasno±ci de�nicyjnej istniej¡ jednyne odwzorowania liniowe φ1 i φ2
takie »e

m⊗2 n = φ1(m⊗1 n)

i
m⊗1 n = φ2(m⊗2 n)

Wtedy
m⊗1 n = φ2(φ1(m⊗1 n)).

Lecz na mocy de�nicji istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie liniowe maj¡ce
wªasno±¢ wy»ej czyli φ2φ1 to identyczno±¢. Podobnie φ1φ2 to identyczno±¢,
czyli V1 jest izomor�czne z V2.

Lemat 1.1 Produkt tensorowy istnieje.

Dowód. Niech H b¦dzie moduªem wolnym z baz¡M×N . By oznacznia byªy
bardziej sugestywne zamiast (m,n) b¦dziemy pisa¢ m ⊗ n. W module H de�-
nujemy podmoduª I jako podmoduª generowany przez elementy nast¦puj¡cych
postaci:

(a1m1 + a2m2)⊗ n− a1m1 ⊗ n− a2m2 ⊗ n
m⊗ (a1n1 + a2n2)− a1m⊗ n1 − a1m⊗ n2

i przyjmujemyM⊗N = H/I. Operacje ⊗ de�nujemy jako klas¦ m⊗n = (m,n)
w module ilorazowym H/I. �atwo spradzi¢ »e ⊗ jest operacj¡ dwuliniow¡: wy-
dzielenie przez podmoduª I zapewnia potrzebne równo±ci. Je±liW jest moduªem
z de�nicji iloczynu tensorowego za± η jest operacj¡ dwuliniow¡ z M ×N w W
to de�nujemy φ w ten sposób »e

φ(m⊗ n) = η(m,n)

Aby φ byªo dobrze zde�niowane musimy sprawdzi¢ »e φ znika na I. Lecz to
wynika z dwuliniowo±ci η. Zauwa»my »e powy»sza de�ncja φ jest wymuszona
przez de�ncj¦ iloczynu tensorowego, sk¡d wynika »e φ jest wyznaczone jedno-
znacznie. �
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Lemat 1.2 Je±li M,N,K s¡ R-moduªami to M⊗N jest izomor�czne z N⊗M ,
(M⊗N)⊗K jest izomor�czne zM⊗(N⊗K). Je±liM = M1⊕M2 i N = N1⊕N2

to M ⊗N jest izomor�czne z (M1 ⊗N)⊕ (M2 ⊗N) i M ⊗N jest izomor�czne
z (M ⊗N1)⊕ (M ⊗N2).

Dowód. Wynika to u»ywaj¡c wªasno±¢ de�nicyjn¡. Np. dla (M1 ⊗ N) ⊕
(M2 ⊗ N) mamy operacje ⊗i z Mi × N w Mi ⊗ N i jest speªniona wªasno±¢
produktu tensorowego dla Mi×N . Poka»emy »e (M1⊗N)⊕ (M2⊗N) speªnia
wªasno±¢ produktu tensorowego. Operacj¦ ⊗ de�nujemy wzorem

(m1 ⊕m2)⊗ n = (m1 ⊗1 n)⊕ (m2 ⊗2 n).

Rozwa»amy teraz operacj¦ dwuliniow¡ η z M × N w W . Ograniczenie η do
M1 ×N daje operacj¦ η1 z M1 ×N w W . Podobnie ograniczenie η do M2 ×N
daje operacj¦ η2 z M2×N w W . Z wªasno±ci iloczynu tensorowego dla Mi⊗N
istniej¡ φi takie »e

ηi(m,n) = φi(m⊗i n)

dla m ∈Mi i n ∈ N . Wtedy de�nuj¡c φ wzorem

φ(t1 ⊕ t2) = φ1(t1) + φ2(t2)

gdzie ti ∈Mi ⊗N mamy

η(m1 ⊕m2, n) = η1(m1, n) + η2(m2, n) = φ1(m1 ⊗1 n) + φ2(m2 ⊗2 n)

= φ((m1 ⊗1 n)⊕ (m2 ⊗2 n)) = φ((m1 ⊕m2)⊗ n)

gdzie ostatnia równo±¢ to de�nicja ⊗ z M ×N w (M1⊗N)⊕ (M2⊗N). A wi¦c
dla (M1 ⊗N)⊕ (M2 ⊗N) z powy»ej zde�niowanym ⊗ speªniona jest wªasno±¢
iloczynu tensorowego, czyli mamy izomor�zm z M ⊗N . Pozostaªe izomor�zmy
maj¡ podobne dowody, wi¦c je pominiemy. �

Lemat 1.3 Je±li M = ⊕αMα to M⊗N jest izomor�czny z ⊕α(Mα⊗N). Je±li
N = ⊕αNα to M ⊗N jest izomor�czny z ⊕α(M ⊗Nα).

Dowód jest podobny do poprzedniego.

Lemat 1.4 M ⊗ R jest izomor�czne z M . Podobnie R ⊗M jest izomor�czne
z M .

Dowód. Operacj¦ ⊗ z M × R w M de�niuj¦ wzorem m⊗ a = am. Niech η
b¦dzie operacj¡ dwuliniow¡ z M × R w W i niech φ(m) = η(m, 1). Oczywi±cie
φ jest operacj¡ liniow¡. Mam

η(m, a) = η(am, 1) = φ(am) = φ(m⊗ a)

czyli jest speªniona wªasno±¢ iloczynu tensorowego. �
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Lemat 1.5 Je±li M jest moduªem wolnym z baz¡ {eα} za± N jest moduªem
wolnym z baz¡ {fβ} to M ⊗N jest moduªem wolnym z baz¡ {eα ⊗ fβ}

Dowód: jest to bezpo±redni wniosek z poprzedniego lematu. �

Wniosek: Je±li R to ciaªo to dim(M ⊗N) = dim(M) dim(N).
Przykªad: Je±li R = Z, za± p i q to wzgl¦dnie pierwsze liczby caªkowite

dodatnie to R/(pR) ⊗ R/(qR) to moduª zerowy. Mianowicie skoro p i q s¡
wzgl¦dnie pierwsze to istniej¡ liczby caªkowite a i b takie »e 1 = ap+ bq. Teraz
dla u⊗ v ∈ R/(pR)⊗R/(qR) mamy

u⊗ v = (ap+ bq)(u⊗ v) = ap(u⊗ v) + bq(u⊗ v)

= a(pu⊗ v) + b(u⊗ qv).

Lecz pu = 0 w R/(pR) i qv = 0 w R/(qR) czyli powy»szy element to 0. Jako
»e elementy postaci u⊗ v generuj¡ R/(pR)⊗R/(qR) to produkt tensorowy jest
zerowy.

Lemat 1.6 Je±li dla i = 1, 2 Mi, Ni s¡ R-moduªami, za± φi : Mi → Ni s¡
homomor�zmami to istnieje dokªadnie jeden homomor�zm φ : (M1 ⊗M2) →
(N1 ⊗N2) taki »e

φ(m1 ⊗m2) = φ1(m1)⊗ φ2(m2)

Dowód: φ1(m1) ⊗ φ2(m2) jest odwzorowaniem dwuliniowym z M1 ×M2 w
N1 ⊗ N2 a wi¦c φ istnieje i jest jednoznaczne z wªasno±ci de�nicyjnej iloczynu
tensorowego M1 ⊗M2. �

W dalszym ci¡gu odwzorowanie φ wy»ej b¦dziemy oznacza¢ przez φ1 ⊗ φ2.

Lemat 1.7 Je±li dla i = 1, 2 Mi, Ni, Vi s¡ R-moduªami, za± φi : Mi → Ni i
ψi : Ni → Vi s¡ homomor�zmami to

(ψ1 ⊗ ψ2)(φ1 ⊗ φ2) = (ψ1φ1)⊗ (ψ2φ2)

Dowód: Bezpo±rednie sprawdzenie z wªasno±ci de�nicyjnej. �

Lemat 1.8 Je±li Mi, Ni wy»ej s¡ sko«czenie wymiarowymi przestrzeniami wek-
torowymi nad ciaªem k i Mi = Ni to

Tr(φ1 ⊗ φ2) = Tr(φ1)Tr(φ2)
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Dowód. Niech {ei} b¦dzie baz¡ M1, {fj} baz¡ M2 za± {e∗i } i {f∗j } b¦d¡
bazami dualnymi. Wtedy {e∗i ⊗ f∗j } jest baz¡ M∗1 ⊗M∗2 dualn¡ do {ei ⊗ fj}.
Mamy

Tr(φ1 ⊗ φ2) =
∑
i,j

〈(φ1 ⊗ φ2)(ei ⊗ fj), e∗i ⊗ f∗j 〉 =
∑
i,j

〈(φ1(ei)⊗ φ2(f1), e∗i ⊗ f∗j 〉

=
∑
i,j

〈φ1(ei), e
∗
i 〉〈φ2(fj), f

∗
j 〉 =

(∑
i

〈φ1(ei), e
∗
i 〉

)∑
j

〈φ2(fj), f
∗
j 〉


= Tr(φ1)Tr(φ2).

�

2 Produkt tensorowy reprezentacji

Je±l R i S s¡ algebrami nad k to na R⊗k S (gdzie ⊗k oznacza »e produkt tenso-
rowy liczymy bior¡c k jako pier±cie«) mo»na wprowadzi¢ struktur¦ pier±cienia
wzorem

(r1 ⊗k s1)(r2 ⊗k s2) = (r1r2)⊗k (s1s2)

Wªasno±¢ produktu tensorowgo pozwala pokaza¢ »e tak okre±lone mno»enie jed-
noznacznie rozszerza si¦ na R⊗k S i speªnia aksjomaty mno»enia w pier±cieniu.

Lemat 2.1 Je±li G i H s¡ grupami to k[G]⊗kk[H] jest izomor�czne z k[G×H].

Dowód: Elementy δg, g ∈ G daj¡ baz¦ k[G], elementy δh, h ∈ H daj¡
baz¦ k[H], za± elementy δgh, g ∈ G, h ∈ H daj¡ baz¦ w k[G × H]. Na mocy
wcze±niejszego lematu δg⊗δh daje baz¦ k[G]⊗kk[H]. A wi¦c przyporz¡dkowanie

δg ⊗ δh 7→ δgh

daje izomor�zm k[G] ⊗k k[H] z k[G × H] jako przestrzeni liniowych. Trzeba
sprawdzi¢ »e zachowuje si¦ mno»enie. Lecz

(δg1 ⊗ δh1
)(δg2 ⊗ δh2

) = δg1g2 ⊗ δh1h2

i w G × H mamy (g1h1)(g2h2) = (g1g2)(h1h2) czyli faktycznie mno»enie jest
zachowane. �

Je±li M jest R-moduªem za± N jest S-moduªem to na M ⊗k N mamy natu-
raln¡ struktur¦ R⊗k S-moduªu:

(r ⊗ s)(m⊗ n) = rm⊗ sn.
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Lemat 2.2 Niech ciaªo k b¦dzie algebraicznie domkni¦te, R b¦dzie sko«czenie
wymiarow¡ algebr¡ nad k za± M prostym R-moduªem. Je±li V jest niezerowym
podmoduªem w M ⊕M to albo V = M ⊕M albo V = {0} ⊕M albo istnieje
a ∈ k takie »e V to zbiór elementów postaci v ⊕ av gdzie v ∈M .

Dowód: Rozwa»my rzut z V na pierwszy skªadnik sumy prostej. Jako »e M
jest moduªem prostym to obraz to moduª zerowy albo caªe M . Je±li obraz to
moduª zerowy to V jest zawarte w {0}⊕M które jest izomorfczne zM . Czyli V
jako niezerowy podmoduª moduªu prostego {0}⊕M jest równe {0}⊕M . A wi¦c
pozostaje rozpatrze¢ przypadek gdy obraz V przez rzut na pierwszy skªadnik
sumy to M , czyli dla ka»dego v1 ∈ M istnieje v2 ∈ M takie »e v1 ⊕ v2 ∈ V .
Przy ustalonym v1⊕ v2 ∈ V elementy w ∈M takie »e v1⊕ (w+ v2) ∈ V tworz¡
podmoduª H w M . Zauwa»my »e H nie zale»y od v1, bo w ∈ H wtedy i tylko
wtedy gdy 0 ⊕ w ∈ V . Je±li H to caªe M to V = M ⊕M . A wi¦c pozostaje
rozpatrze¢ przypadek gdy H to moduª zerowy. Wtedy V jest wykresem odwzo-
rowania liniowego z M w M . Na mocy lematu Schura takie odwzorowanie to
mno»enie przez element a ∈ k (to jest jedyne miejsce gdzie w tym lemacie u»y-
wamy sko«czono±¢ wymiaru M i algebraiczn¡ domkni¦to±¢ k). Czyli elementy
V s¡ postaci v ⊕ av. �

Lemat 2.3 Je±li k jest algebraicznie domkni¦te, M jest prostym R-moduªem
który ma sko«czony wymiar nad k za± N jest prostym S-moduªem to M ⊗k N
jest prostym R⊗k S-moduªem.

Dowód: Niech V b¦dzie podmoduªem M ⊗k N . Ustalmy baz¦ {fα} prze-
strzeni N nad k. Wtedy V zawiera element v postaci∑

mα ⊗ fα

Jesli wszystkie mα s¡ proporcjonalne nad k tzn. je±li istnieje m i aα takie »e
mα = aαm to mog¦ napisa¢

v =
∑

mα ⊗ fα =
∑

aαm⊗ fα =
∑

m⊗ aαfα = m⊗ n

gdzie n =
∑
aαfα. Jako »e M i N s¡ moduªami prostymi to podmoduª nad

R generowany przez m to caªe M , podmoduª nad S generowany przez n to
caªe N czyli podmoduª nad R ⊗k S generowany przez m ⊗ n to caªe M ⊗k N .
Je±li istniej¡ α i β takie »e mα i mβ nie s¡ proporcjonalne nad k to na mocy
poprzedniego lematu podmoduª nad R generowany przez mα ⊕mβ to M ⊕M
i w szczegolno±ci zawiera element postaci 0 ⊕ m. Wtedy bior¡c odpowiedni¡
kombinacj¦ liniow¡ v dostan¦ niezerowy element z mniejsz¡ ilo±ci¡ skªadników
w sumie. A wi¦c indukcyjnie dostan¦ w V element postaci m⊗ n. �
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Je±li G jest grup¡ za± M i N s¡ k[G] moduªami to na M ⊗k N (gdzie
⊗k oznacza »e produkt tensorowy liczymy bior¡c k jako pier±cie«) mo»na w
naturalny sposób wprowadzi¢ struktur¦ k[G] moduªu. Mianowicie niech λ(g)
oznacza operator mno»enia przez δg w M za± η(g) oznacza operator mno»enia
przez δg w N . Wtedy przyporz¡dkowanie

g 7→ λ(g)⊗ η(g)

zadaje reprezentacj¦ G na M ⊗k N , czyli zadaje struktur¦ k[G]-moduªu.

Lemat 2.4 Je±li dla i = 1, 2 λi s¡ reprezentacjami G nad k za± χi s¡ odpowied-
nimi charakterami to χ(g) = χ1(g)χ2(g) jest charakterem dla λ1⊗λ2. Podobnie
χ(g) = χ1(g) + χ2(g) jest charakterem dla λ1 ⊕ λ2.

Dowód. Mamy

χ(g) = Tr(λ1 ⊗ λ2(g)) = Tr(λ1(g))Tr(λ2(g)) = χ1(g)χ2(g)

Dla sumy jest podobnie. �

Z lematu wynika »e charaktery tworz¡ póªpier±ciem. Niekiedy wygodnie
jest rozszerzy¢ ten póªpier±cie« do pier±cienia, tzn. rozpatrze¢ moduª nad Z
generowany przez charaktery moduªów prostych z naturalnym mno»eniem.

Produkt tensorowy reprezentacji cz¦sto jest rozkªadalny. W szczególno±ci w
M ⊗M podmoduª generowany przez elementy postaci v ⊗ v (oznaczany przez
S2(M)) jest niezmienniczy na dziaªanie G. Podobnie (M ⊗M)/S2(M) (ozna-
czane przez Λ2(M)) jest izomor�czne z podmoduªem (M ⊗M).

Bez dowodu podamy

Lemat 2.5 Je±li χ jest charakterem M , η jest charakterem S2(M) za± φ jest
charakterem Λ2(M) to

η(g) = (χ(g)2 + χ(g2))/2

φ(g) = (χ(g)2 − χ(g2))/2

3 Reprezentacje indukowane

Dotychczas rozpatrywali±my produkty tensorowe nad pier±cieniem przemien-
nym. Byªo to spowodowane tym »e zwykªa de�nicja odwzorowania dwulinio-
wego prowadzi do warunku typu przemienno±ci na pier±cie«. Nad pier±cieniem
nieprzemiennym potrzebujemy sªabszy warunek. Po pierwsze rozwa»amy prawy
R-moduª M i lewy R-moduª N . Bez dodatkowych zaªo»e« nad pier±ciem nie-
przemiennym M ⊗ N jest tylko grup¡ abelow¡. Powiemy »e odwzorowanie η
z M ×N w grup¦ abelow¡ W jest prawie dwuliniowe je±li speªnia nast¦puj¡ce
warunki:
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• η jest addytywne ze wzgl¦du na pierwszy argument

• η jest addytywne ze wzgl¦du na drugi argument

• η(ma, n) = η(m, an)

Powiemy »e para grupa abelowa V i odwzorowamie prawie dwuliniowe ⊗ z
M × N w V jest iloczynem tensorowym M i N wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnego odwzorowania prawie dwuliniowego η z M ×N w grup¦ abelow¡ W
istnieje dokªadnie jeden homomor�zm grup abelowych φ taki »e

η(m,n) = φ(m⊗ n)

Tak jak w przypadku pier±cienia przemiennego pokazujemy »e tak okreslony
iloczyn tensorowy jest wyznaczony jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu
grup abelowych.

Lemat 3.1 Wy»ej okre±lony iloczyn tensorowy istnieje.

Dowód. Grupa abelowa to moduª nad Z. Niech H = N ⊗Z N gdzie Z
traktujemy jako podpier±cie« R generowany przez 1. Miech I b¦dzie podgrup¡
W generowan¡ przez elementy postaci (ma)⊗n−m⊗(an) gdziem ∈M , n ∈ N ,
a ∈ R. Bierzemy V = H/I. �atwo sprawdzi¢ »e ⊗ jako operacja z M ×N w V
jest prawie dwuliniowe. Jak poprzednio, dla prawie dwuliniowego η de�niuj¦ φ
wzorem

φ(m⊗ n) = η(m,n).

Jako »e η jest prawie dwuliniowe to φ znika na I, czyli mamy dobrze zde�niwany
homomor�zm grup abelowych z V w W . Okre±lenie φ jest wymuszone przez
de�nicj¦ iloczynu tensorowego czyli φ jest wyznaczone jednoznacznie. �

Je±liM jest dodatkowo lewym moduªem nad pier±cieniem S to naM⊗N mo»na
wprowadzi¢ struktur¦ lewego S moduªu wzorem

s(m⊗ n) = (sm)⊗ n.

Podobnie jesli N jest dodatkowo prawym moduªem nad pier±cieniem S to na
M ⊗N mo»na wprowadzi¢ struktur¦ prawego S moduªu wzorem

(m⊗ n)s = m⊗ (ns).

Lemat 3.2 Je±li M jest prawym S moduªem, N jest lewym S moduªem i pra-
wym R-moduªem za± V jest lewym R-moduªem to (M ⊗S N)⊗R V jest izomor-
�czne z M ⊗S (N ⊗R V ).

Dowod: Przez wªasno±¢ de�nicyjn¡. �

Je±li pier±cie« R jest przemienny to lewy R-moduª mo»na traktowa¢ jako
prawy R moduª i odwrotnie. Wtedy nasza konstrukcja produktu tensorowego
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nad R daje R moduª i mo»na sprawdzi¢ »e ⊗ jest dwuliniowe. Podobnie dla
dwuliniowego η równie» φ b¦dzie dwuliniowe. A wi¦c w przypadku pier±cienia
przemiennego nowa de�ncjia daje ten sam wynik co stara. Ogólniej, je±li R
zawiera w centrum pier±cie« przemienny S (czyli R jest algebr¡ nad S) to w
konstrukcji wy»ej mo»emy zast¡pi¢ Z przez S: jako moduª H bierzemy M ⊗S
N , I de�nijemy jak poprzednio ale teraz jest moduªem nad S i V = H/I.
Tak zbudowane V speªnia warunek de�nicyjny iloczynu tensorowego czyli jest
izomor�czne z iloczynem tensorowym.

Gdy M = S za± R jest podpier±cieniem S to M ma naturaln¡ struktur¦
lewego i prawego S-moduªu czyli te» prawego R-moduªu. W takim przypadku
powy»sza konstrukcja jest nazywana rozszerzeniem skalarów z R do S. Miano-
wicie, z R-moduªu N dostajemy S moduª S ⊗R N .

W kontek±cie teorii reprezentacji, gdy H jest podgrup¡ G to k[H] jest pod-
pier±cieniem k[G] i moduª otrzymany przez rozszerzanie skalarów z k[H] do k[G]
nazywamy moduªem indukowanym (lub reprezentacj¡ indukowan¡).

Lemat 3.3 (Indukcja etapami) Je±li U jest podgrup¡ H, H jest podgrup¡ G za±
M jest k[U ] moduªem to k[G]⊗k[U ]M jest izomor�czne z k[G]⊗k[H] (k[H]⊗k[U ]

M).

Dowód: k[G]⊗k[H]k[H] jest izomor�czne z k[G] za± reszta wynika z ª¡czno±ci
iloczynu tensorowego. �

Podamy teraz bardziej konkretn¡ konstrukcj¦ reprezentacji indukowanej w
przypadku gdy podgrupa S grupy G jest sko«czona. Niech M b¦dzie k[S] mo-
duªem czyli reprezentacj¡ S. Niech H b¦dzie przestrzeni¡ funkcji na G o war-
to±ciach w M takich »e przyjmuj¡ tylko sko«czenie wiele niezerowych warto±ci
za± V b¦dzie podprzestrzeni¡ H funkcji speªniaj¡cych warunek

v(gs−1) = δsv(g)

gdzie mno»enie przez δs to dziaªanie reprezentacji. Mo»na sprawdzi¢ »e V jest
podprzestrzeni¡ dopeªnicz¡ do I gdzie I jest podprzestrzni¡H generowan¡ przez
elementy postaci

v(gs−1)− δsv(g).

(tu istotne jest »e S jest sko«czone). Zauwa»my teraz »e H jest izomor�czne z
k[G]⊗kM za± I jest podmoduªem z konstrukcji iloczynu tensorowego. Dokªad-
niej, w k[G] mamy

δgδs = δgs

co daje
(vδh)(g) = v(gs−1)

A wi¦c rzeczywi±cie I to podprzestrze« z de�nicji iloczynu tensorowego. Te-
raz V jest izomor�czne z H/I, czyli faktycznie V daje nam iloczyn tensorowy
K[G]⊗k[S] M . Podobnie jak dla I sprawdzamy »e

(δgv)(h) = v(g−1h)
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co daje jawnie dziaªanie G w przestrzeni reprezentacji indukowanej.
Druga konstrukcja reprezentacji indukowanej pozwala pokaza¢ »e ma ona

dodatkow¡ wªasno±¢. Mianowicie, rozwa»my podziaª G na warstwy lewostronne
wzgl¦dem podgrupy S. Przestrze« warstw oznaczamy przez G/S. Wtedy je±li
σ1, σ2 ∈ G/S, przy ustalonym g ∈ G dla pewnego u ∈ σ1 mamy gu ∈ σ2 to
dla dowolnego u ∈ σ1 mamy gu ∈ σ2. A wi¦c bior¡c jako Vσ podprzestrze« V
skªadaj¡c¡ si¦ z funkcji które s¡ zerem poza warstw¡ σ mamy δ(g)Vσ1

= Vσ2
.

Innymi sªowy G permutuje przestrzenie Vσ. Ponadto

V = ⊕σVσ.

Dodatkowo, warunek naªo»ony na V oznacza »e reprezentacja S w przestrzeni
Ve jest równowa»na z wyj±ciow¡ reprezentacj¡ M .

Lemat 3.4 Niech b¦dzie dana reprezentacja λ grupy G na W , W = ⊕σWσ i G
tranzytywnie permutuje przestrzenie Wσ. Ustalmy pewne σ0 i niech

S = {g ∈ G : δgWσ0 = Wσ0}.

Wtedy reprezentacja na W jest izomor�czna z reprezentacj¡ indukowan¡ z re-
prezentacji S na Wσ0 .

Dowód. Zauwa»my »e poniewa» G tranzytywnie permutuje przestrzenie Wσ

to zbiór σ mo»na uto»sami¢ ze zbiorem warstw lewostronnych G/S. Oznaczmy
przez η dziaªanie reprezentacji indukowanej na V . Zde�ninujemy odwzorowanie
liniowe φ z W do V . Robimy to dla ka»dej podprzestrzeni Wσ z osobna. Niech
u ∈ σ. Bierzemy

φ(x) = η(u)λ(u−1)x

dla x ∈ Wσ. Ten wzór ma sens bo λ(u−1)x ∈ We = Ve. Wida¢ »e φ(x) ∈ Vσ.
Je±li us jest innym elementem σ to

η(us)λ((us)−1) = η(u)η(s)λ(s−1)λ(u−1)

Lecz na We = Ve dla s ∈ S dziaªania η i λ s¡ równe, czyli η(s)λ(s−1) to
identyczno±¢ i warto±¢ φ nie zale»y od wyboru u. Je±li g ∈ G to bior¡c gu jako
reprezentant gσ mam

φ(λ(g)x) = η(gu)λ((gu)−1)λ(g)x = η(g)η(u)λ(u−1)λ(g−1)λ(g)x

= η(g)η(u)λ(u−1)x = η(g)φ(x)

czyli φ zadaje homomor�zm reprezentacji (operator splataj¡cy). Lecz z okre-
±lenia wida¢ »e φ na ka»dym Wσ jest izomor�zmem przestrzeni liniowych czyli
skoro W i V s¡ sumami prostymi to φ jest izomor�zmem przestrzeni liniowych.
czyli jest izomor�zmem (równowa»no±ci¡) reprezentacji. �
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Lemat 3.5 Je±li R jest zbiorem reprezentantów G/S, χ jest charakterem repre-
zentacji S naM rozszerzonym przez 0 na G, za± η jest charakterem reprezentacji
indukowanej to

η(g) =
∑
r∈R

χ(r−1gr) =
1

|S|
∑
u∈G

χ(u−1gu)

Dowód: Niech V = ⊕δrM b¦dzie przestrzeni¡ reprezentacji indukowanej.
Zauwa»my »e albo δgδrM = δrM albo δgδrM ∩ δrM = {0}. W drugim przy-
padku podprzestrze« δrM daje zerowy wkªad do ±ladu. W pierwszym mamy

Tr(δg)|δrM = Tr(δr−1δgδr)|M = Tr(δr−1gr)|M = χ(r−1gr).

Przy tym w pierwszym przypadku r−1gr ∈ S, w drugim r−1gr /∈ S, czyli
χ(r−1gr) = 0. A wi¦c

η(g) = Tr(δg) =
∑

r:r−1gr∈S

Tr(δg)|δrM =
∑

r:r−1gr∈S

χ(r−1gr) =
∑
r

χ(r−1gr)

co daje pierwsz¡ równo±¢. Druga wynika z pierwszej zapisuj¡c elementy u ∈ G
w postaci u = rs i sumuj¡c najpierw po s:∑

u

χ(u−1gu) =
∑
r

∑
s

χ(s−1r−1grs) =
∑
r

∑
s

χ(r−1gr) = |S|
∑
r

χ(r−1gr).

�
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