
1 Reprezentacje indukowane

Funkcj¦ φ na G nazywamy centraln¡ je±li dla dowolnego u ∈ G mamy φ(g) =
φ(u−1gu). Jak pokazali±my wcze±niej charaktery s¡ funkcjami centralnymi.

Niech S b¦dzie podgrup¡ grupy sko«czonej G. Dla funkcji centalnej φ na
S oznaczymy przez Ind(φ) (lub IndGS (φ) je±li trzeba zaznaczy¢ grupy) funkcj¦
zadan¡ wzorem

Ind(φ)(g) =
∑
r∈R

χ(r−1gr)

gdzie R jest zbiorem reprezentantów dla G/S. Jako »e φ jest funkcj¡ centaln¡
χ(r−1gr) nie zale»y od wyboru reprezentanta r dla warstwy lewostronnej, czyli
Ind(φ) jest dobrze zde�niowane. Ponadto Ind(φ) jest funkcj¡ centaln¡: dla
u ∈ G zbiór {ur : r ∈ R} jest te» zbiorem reprezentatów dla warstw, wi¦c

Ind(φ)(u−1gu) =
∑
r∈R

χ(r−1u−1gur) =
∑
r∈R

χ((ur)−1g(ur))

=
∑
r∈R

χ(r−1gr) = Ind(φ)(g).

De�niujemy równie» operacj¦ Res która jest ograniczeniem funkcji z G do S,
tzn. dla φ b¦d¡cego funkcj¡ na G funkcja Res(φ) jest funkcj¡ na S i dla s ∈ S
mamy φ(s) = Res(φ).

Lemat 1.1 (Prawo wzajemno±ci Frobeniusa) Je±li ψ jest funkcj¡ centaln¡ na
S za± φ jest funkcj¡ centraln¡ na G to

〈ψ,Res(φ)〉 = 〈Ind(ψ), φ〉

Oznaczny przez R(G) pier±cie« z mno»eniem punktowym generowany przez
charaktery. Elementy R(G) nazywamy charakterami wirtualnymi.

Lemat 1.2 (Twierdzenia Artina) Ka»dy element φ ∈ R(G) jest wymiern¡ kom-
binacj¡ liniow¡ charakterów indukowanych z podgrup cyklicznych. Dokªadniej,
|G|φ jest caªkowit¡ kombinacj¡ liniow¡ charakterów indukowanych z podgrup
cyklicznych.

Komentarz: Powy»ej wystarczy wzi¡±¢ tylko maksymalne podgrupy cykliczne.
Ponadto wystarczy wzi¡±¢ tylko jeden reprezentant w klasie sprz¦»ono±ci pod-
grup cyklicznych. Dla grupy SL(2, q) oznacza to »e wystarcz¡ trzy albo cztery
podgrupy: podgrupa macierzy diagonalnych, podgrupa mocy q + 1 skªadaj¡ca
si¦ z macierzy diagonalizuj¡cych si¦ nad F (q2) i jedna lub dwie podgrupy ge-
nerowane przez elementy typu −N (je±li ka»dy element F (p) jest kwadratem
w F (q) to potrzebne s¡ dwie podgrupy, w przeciwnym razie wystarcza jedna).
Bezpo±redni rachunek pokazuje »e faktycznie wystarczy jedna podgrupa typu
−N . Przy tym dla q b¦d¡cego pot¦g¡ otrzymuje si¦ wielokrotno±ci charakterów
indukowanych z Ñ . Jako »e charaktery odpowiednich reprezentacji nieprzywie-
dlnych nie pojawiaj¡ si¦ w innych reprezentacjach to wida¢ »e potrzeba dzielenia
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by otrzyma¢ wszystkie charaktery. Patrz¡c na charaktery indukowane z pod-
grupy mocy q+1 wida¢ »e potrzebne jest odejmowanie by otrzyma¢ charaktery
nieprzywiedlne.

Lemat 1.3 Charaktery grupy S(n) permutacji zbioru n-elementowego przyj-
muj¡ warto±ci caªkowite wymierne.

Dowód: Charaktery przyjmuj¡ warto±ci b¦d¡ce caªkowitymi liczbami alge-
braicznymi. A wi¦c trzeba pokaza¢ »e warto±ci s¡ wymierne (caªkowita liczba
algebraiczna która jest wymierna jest liczb¡ caªkowit¡). Na mocy twierdzenia
Artina wystarczy pokaza¢ »e charaktery indukowane z podgrup cyklicznych s¡
wymierne. Poka»emy to w kilku krokach.

Krok 1. Je±li g jest generatorem podgrupy cyklicznej i ma wi¦cej ni» jeden
cykl w rozkªadzie na cykle rozª¡czne mo»emy u»y¢ indukcj¦ etapami. Mianowi-
cie rozwa»amy podgrup¦ S(n) która zachowuje cykle g jako zbiory. Ta podgrupa
jest produktem grup Gc permutacji elementów cyklu c. Robi¡c indukcj¦ eta-
pami wida¢ »e wystarczy pokaza¢ wynik dla Gc, czyli mo»na zakªada¢ »e g jest
pojedynczym cyklem.

Krok 2. Je±li generator g jest cyklem dªugo±ci l któr¡ mo»na zapisa¢ jako
produkt l = km z wzgl¦dnie perwszymi k i m to g mo»na potraktowa¢ jako per-
mutacj¡ produktu zbiorów k elementowego i m elementowego, tak »e g dziaªa
po skªadowych jako cykl dªugo±ci k i cykl dªugo±ci m. Znowu robimy induk-
cj¦ etapami, najpierw w produkcie grup permutacji zbioru k elementowego i m
elementowego, a potem do permutacji zbioru l elementowego. Indukcja w pro-
dukcie daje produkt charakterów, wi¦c to sprowadza problem do cyklu który
jest pot¦g¡ liczby pierwszej.

Krok 3. Niech cykl g dªugo±ci pk gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡ b¦dzie gene-
ratorem podgrupy cyklicznej C. Elementy C które nie s¡ generatorami tworz¡
podgrup¦ H mocy pk−1. Je±li h ∈ H i u−1hu ∈ C to u−1hu nie jest generatorm
C, czyli u−1hu ∈ H. Ponadto obci¦cie charakteru C do H jest charakterem H.
A wi¦c z wzoru na charakter indukowany wynika »e charakter indukowany na
klasie h z H b¦dzie wielokrotno±ci¡ charakteru indukowanego z C. Czyli przez
indukcj¦ po k wystarczy pokaza¢ »e charakter indukowany na klasie generatora
jest wymierny.

Krok 4. Niech g b¦dzi¦ generatorm podgrupy cyklicznej C mocy pk za± χ
b¦dzie charakterem C. u−1gu ∈ C oznacza »e u−1gu jest generatorem C. Z
wzoru na charakter indukowany wynika »e charkter indukowany jest wielokrot-
no±ci¡ sumy warto±ci χ na generatorach. Zauwa»my »e suma warto±ci χ po
caªym C jest wymierna bo je±li χ jest charakterem trywialnym to jest to liczba
caªkowita, je±li χ jest nietrywialny jest to wielokrotno±¢ sumy pierwiastków z 1
która wynosi 0. Suma warto±ci χ na generatorach to ró»nica sumy warto±ci χ
na C i sumy warto±ci χ na elementach nie b¦d¡cych generatorami. Ale elementy
nie b¦d¡ce generatorami tworz¡ podgrup¦ H, χ obciete do H jest charakterm
H, czyli suma po H jest wymierna. �
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Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Mówimy »e element g ∈ G jest p-elementem
je±li rz¡d g jest pot¦g¡ p. Mówimy »e g jest p-regularny je±li rz¡d p jest wzgl¦dnie
pierwszy z p.

Mówimy »e podgrupa grupy G jest p-elementarna je±li jest produktem grupy
cykliczniej rz¦du wzgl¦dnie pierwszego z p i podgrupy rz¦du b¦d¡cego poteg¡ p
(p-podgrupy).

Uwaga: p-podgrupa mo»e by¢ nieprzemienna. Jednak»e z de�nicji produktu
grup elementy grupy cyklicznej i p-podgrupy musz¡ komutowa¢ w podgrupie
p-elementarnej.

Lemat 1.4 (Twierdzenia Brauera) Ka»dy element R(G) jest kombinacj¡ li-
niow¡ z caªkowitymi wspóªczynnikami charakterów jednowymiarowych podgrup
p-elementarnych (z dowolnym p).

Uwaga: Istniej¡ nieprzemienne p-grupy. Takie grupy musz¡ mie¢ repre-
zentacje nieprzywiedlne wymiaru wi¦kszego ni» 1, a wi¦c w twierdzeniu Brau-
era trzeba uwzgl¦dnia¢ charaktery podgrup. Innymi sªowy, w przeciwie«stwie
do twierdzenia Artina nie mo»na si¦ ograniczyc do maksymalnych podgrup p-
elementarnych.

Uwaga: W praktyce przy wyznaczaniu klas sprz¦»ono±ci elementów rów-
nie» mo»na wyliczy¢ komutant (a przynajmniej jego moc). Cz¦sto podgrupy
p-elementarne s¡ maªymi rozszerzeniami podgrup cyklicznych i ªatwo je wyli-
czy¢. Wtedy stosowanie twierdzenia Brauera wymaga podobnego wysiªku jak
twiedzenie Artina a daje mocniejszy wynik. Ale czasami p-podgrupy s¡ du»e i
skomplikowane.

Dla grupy SL(2, q) z opisu komutantów elementów wida¢ »e je±li skªadnik cy-
kliczny zawiera nietrywialn¡ klas¦ sprz¦»ono±ci to caªa podgrupa p-elementarna
b¦dzie albo cykliczna albo b¦dzie podgrup¡ Ñ . Wida¢ »e wymienione podgrupy
s¡ p-elementarne. Dla nieparzystego q moc SL(2, q) jest podzielna przez 8, a
wi¦c SL(2, q) zawiera nieprzemienn¡ 2-podgrup¦.

Je±li dla ka»dego g ∈ G mamy równo±¢ gm = e i m jest najmniejsz¡ liczb¡
caªkowit¡ o tej wªasno±ci to m nazywamy wykªadnikiem G.

Lemat 1.5 Niech m b¦dzie wykªadnikiem G i ciaªo k charakterystyki 0 zawiera
pierwiastek pierwotny stopnia m z 1. Dowoln¡ reprezentacj¦ G mo»na zrealizo-
wa¢ nad k.

Dowód. Charaktery grupy G przyjmuj¡ warto±ci w k. Je±li K jest wi¦kszym
ciaªem, W jest K[G] moduªem to oznaczmy przez ψ charakter W . Na mocy
twierdzenia Brauera

ψ =
∑

njInd(φj)

gdzie φj s¡ jednowymiarowymi charakterami podgrup p-elementarnych. Moduª
Nj odpowiadaj¡cy charakterowi jednowymiarowemu φi oczywi±cie mo»na zreali-
zowa¢ nad k. Oznaczmy przez Ind(Nj) moduª indukowanym z Nj . Oczywi±cie
równie» Ind(Nj) mo»na zrealizowa¢ nad k. A wi¦c Ind(Nj) jest sum¡ prost¡
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kopii k[G]-moduªów prostych Mi. Niech χi b¦dzie charakterem Mi. Istniej¡
liczby caªkowite kj,i takie »e

Ind(φj) =
∑
i

kj,iχi.

Wtedy

ψ =
∑
j

nj(
∑
i

kj,iχi) =
∑
i

(
∑
j

njkj,i)χi

Z rozkªadu kanonicznego wynika »e suma |G| kopii W jest sum¡ prost¡ Mi,
czyli |G|ψ jest kombinacj¡ liniow¡ χi o wspólczynnikach b¦d¡cych nieujemnymi
liczbami caªkowitymi. Lecz χi s¡ liniowo niezale»nie nad Q wi¦c przedstawienie
ψ jako kombinacji liniowej χi jest jednoznaczne, wi¦c ci =

∑
j njkj,i s¡ licz-

bami dodatnimi. Jako sumy liczb caªkowitych s¡ caªkowite. A wi¦c W jest
izomor�czne z rozszerzeniem skalarów

⊕i ⊕ci1 Mi

czyli M mo»na zrealizowa¢ nad k. �

2 Kondensacja

Niech µ b¦dzie idempotentem w pier±cieniu A tzn. µ2 = µ. Wtedy Aµ = µAµ
jest podalgebr¡ w A za± Iµ = Aµ jest lewym ideaªem. Przy zaªo»eniu »e A jest
pier±cieniem z jedynk¡ Iµ jest skªadnikiem prostym A. W tym celu zauwa»my
»e (1− µ) te» jest idempotentem, bo

(1− µ)2 = 1− 2µ+ µ2 = 1− µ.

Mamy (1−µ)µ = µ−µ2 = 0. Teraz wida¢ »e (1−µ)A jest moduªem dopeªniczym
do µA w A. Mianowicie, dla a ∈ A mamy a = (1 − µ)a + µa, czyli A =
(1 − µ)A + µA. Je±li a ∈ µA to µa = a. Je±li a ∈ (1 − µ)A to µa = 0. Czyli
µA ∩ (1− µ)A = {0}, czyli suma jest prosta.

Mo»na te» pokaza¢ »e je±li A jest pier±cieniem z jedynk¡ za± ideaª I jest
skªadnikiem prostym w A to istnieje idempotent µ taki »e I = Aµ.

Iµ mo»emy potraktowa¢ jako prawy Aµ moduª:

(Aµ)(µAµ) ⊂ Aµ

czyli mno»enie z prawej strony elementów Iµ przez elementy Aµ daje elementy
Iµ.

Przypominam »e N i M s¡ lewymi A-moduªami to przez Hom(N,M) ozna-
czamy Z-moduª homomor�zmów z N w M .

4



Lemat 2.1 Je±li M jest lewym A-moduªem to Hom(Iµ,M) jest naturalnie izo-
momor�czne z Aµ-podmoduªem µM ⊂ M moduªu M . Izomor�zm przyporz¡d-
kowuje homomor�zmowi φ element φ(µ).

Dowód. Niech ι(φ) = φ(µ). ι zadaje homomor�zm z Hom(Iµ,M) w M .
Jako »e µ = µµ to φ(µ) = φ(µµ) = µφ(µ) czyli warto±ci s¡ w µM . µ jest gene-
ratorem Iµ, wi¦c to ι jest ró»nowarto±ciowe. Je±li m ∈ µM to de�nuj¦ φ wzorem
φ(aµ) = am. Takie φ jest dobrze zde�niowane, bo je±li aµ = 0 to aµM = {0}
a wi¦c am = 0. Oznacza to »e mamy odwzorowanie odwrotne do ι, czyli ι jest
izomor�zmem. �

Teraz de�niujemy dwa odzworowania mi¦dzy moduªami. Je±liM jest lewym
A-moduªem to przez Res(M) b¦dziemy oznacza¢ µM które traktujemy jako
lewy Aµ-moduª. Je±li N jest lewym Aµ-moduªem to przez Ind(N) oznaczamy
moduª Iµ ⊗Aµ N . Jako »e Iµ jest lewym A-moduªem (i prawym Aµ-moduªem)
to Ind(N) jest lewym A-moduªem.

Lemat 2.2 Je±li N jest Aµ moduªem to Res(Ind(N)) jest izomor�czne z N .

Dowód. Jako lewe Aµ moduªy mamy równo±¢

µInd(N) = µ(Iµ ⊗Aµ N) = µ((1− µ)Iµ ⊕ µIµ)⊗Aµ N

= µ((1− µ)Iµ ⊗Aµ N)⊕ µ((µIµ)⊗Aµ N).

Mno»enie przez µ daje zero w (1−µ)Iµ a wi¦c równie» w (1−µ)Iµ⊗Aµ N czyli
piewszy skªadnik sumy wy»ej to moduª zerowy. µIµ = Aµ czyli (µIµ) ⊗Aµ N
jest izomor�czne z N jako Aµ moduª. Na Aµ module mno»enie przez µ daje
identyczno±¢, czyli drugi skªadnik jest izmomor�czy z N . �

Lemat 2.3 Je±li M jest lewym A-moduªem to istnieje naturalne odwzorowanie
z Ind(Res(M)) na AµM . Je±li A = AµA to jest to izomor�zm z M .

Dowód. Na mocy wªasno±ci iloczynu tensorowego istnieje odzworowanie ψ
takie »e dla a ∈ Iµ i m ∈ µM mamy

ψ(a⊗ φ) = am

Wida¢ »e ψ jest A-liniowe. Jako »e m ∈ µM oznacza »e m = µm̃ dla m̃ ∈M to
am ∈ AµM , czyli obraz ψ jest zawarty w AµM . Je±li w ∈ AµM to istniej¡ ai i
mi takie »e w =

∑
aiµmi. Wtedy aiµ ∈ Iµ, µmi ∈ µM i

ψ(
∑

(aiµ)⊗ (µmi)) =
∑

aiµµmi = w

czyli obraz ψ to AµM . Je±li AµA = A to istniej¡ ai, bi takie »e 1 =
∑
aiµbi.

De�niujemy odwzorowanie prawie dwuliniowe⊗ z Iµ×µA w A wzorem aµ⊗µb =
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aµb. Niech η b¦dzie odwzorowaniem prawie dwuliniowym z Iµ × µA w grup¦
abelow¡W . De�niujemy homomor�zm φ z A jako grupy abelowej wW wzorem

φ(t) =
∑

η(taiµ, µbi).

Mamy

φ(aµ⊗ µb) = φ(aµb) =
∑

η(aµbaiµ, µbi)

Jako »e η jest prawie dwuliniowe to η(aµbaiµ, µbi) = η(aµ, µbaiµbi), czyli

φ(aµ⊗ µb) =
∑

η(aµ, µbaiµbi) = η(aµ, µb
∑

aiµbi) = η(aµ, µb)

A wi¦c φ speªnia równo±¢ z de�nicji iloczynu tensorowego. Jako »e elementy
aµ ⊗ µb = aµb generuj¡ A jako grup¦ abelow¡ takie φ jest jedyne, czyli A jest
izomor�czne z iloczynem tensorowym Iµ ⊗Aµ µA. Z de�nicji ψ wy»ej dla ai, bi
jak wy»ej mamy ∑

ψ(aiµ⊗ µbi) =
∑

aiµbi = 1

czyli zde�niowane wy»ej ψ jest identyczne z podanym izomor�zmem Iµ ⊗ µA
z A. Teraz z ª¡czno±ci iloczynu tensorowego dla dowolnego moduªu M mamy
izomor�zm M i Iµ ⊗Aµ µM . Przy tym z wªasno±ci tensorowania odwzorowa«
ten izomor�zm jest zadany przez ψ. �

Wniosek. Je±li A-moduªM jest prosty to Aµ moduª µM jest albo prosty albo
zerowy. Je±li AµA = A to jest 1-1 odpowiednio±¢ mi¦dzy prostymi A-moduªami
i prostymi Aµ moduªami.

Prostym przykªadem idempotenta jest element µ algebry grupowej grupy
sko«czonej taki »e µ(g) = 1

|S| dla g ∈ S i µ(g) = 0 dla g /∈ S gdzie S jest

podgrup¡ G. Wtedy algebra Aµ skªada si¦ z funkcji które s¡ dwustronnie nie-
zmiennicze na przesuni¦cia wzgl¦dem S.
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