1 Reprezentacje indukowane

Funkcje ¢ na G nazywamy centralng jesli dla dowolnego v € G mamy ¢(g) =

¢(u~tgu). Jak pokazalismy wczesniej charaktery sa funkcjami centralnymi.
Niech S bedzie podgrupa grupy skonczonej G. Dla funkcji centalnej ¢ na

S oznaczymy przez Ind(¢) (lub Indg(gb) jesli trzeba zaznaczy¢ grupy) funkcje

zadang wzorem
Ind(¢ Z x(r gr
rcR

gdzie R jest zbiorem reprezentantow dla G/S. Jako ze ¢ jest funkcja centalna
x(r~1gr) nie zalezy od wyboru reprezentanta r dla warstwy lewostronnej, czyli
Ind(¢) jest dobrze zdefiniowane. Ponadto Ind(¢) jest funkcja centalna: dla
u € G zbior {ur : r € R} jest tez zbiorem reprezentatow dla warstw, wiec

Ind(¢)(u""gu) ZX L=t gur) ZX((ur)—lg(uT))

recR reR
= x(r~'gr) =Tnd(¢)(g).
reR

Definiujemy réwniez operacje Res ktora jest ograniczeniem funkcji z G do S,
tzn. dla ¢ bedacego funkcja na G funkcja Res(¢) jest funkcja na S'idla s e S

mamy ¢(s) = Res(¢).

Lemat 1.1 (Prawo wzajemnosci Frobeniusa) Jesli ¢ jest funkcjg centalng na
S za$ ¢ jest funkcjq centralng na G to

(¢, Res(¢)) = (Ind(¢), ¢)

Oznaczny przez R(G) pierscient z mnozeniem punktowym generowany przez
charaktery. Elementy R(G) nazywamy charakterami wirtualnymi.

Lemat 1.2 (Twierdzenia Artina) Kazdy element ¢ € R(G) jest wymierng kom-
binacjg liniowq charakterow indukowanych z podgrup cyklicznych. Doktadniey,
|G|o jest catkowitq kombinacjg liniowq charakterow indukowanych z podgrup
cyklicznych.

Komentarz: Powyzej wystarczy wziasé tylko maksymalne podgrupy cykliczne.
Ponadto wystarczy wziasé tylko jeden reprezentant w klasie sprzezonosci pod-
grup cyklicznych. Dla grupy SL(2,q) oznacza to ze wystarcza trzy albo cztery
podgrupy: podgrupa macierzy diagonalnych, podgrupa mocy g + 1 sktadajaca
si¢ z macierzy diagonalizujacych si¢ nad F(¢?) i jedna lub dwie podgrupy ge-
nerowane przez elementy typu —N (jesli kazdy element F(p) jest kwadratem
w F(q) to potrzebne sa dwie podgrupy, w przeciwnym razie wystarcza jedna).
Bezposredni rachunek pokazuje ze faktycznie wystarczy jedna podgrupa typu
—N. Przy tym dla ¢ bedacego potega otrzymuje sie wielokrotnosci charakterow
indukowanych z N. Jako ze charaktery odpowiednich reprezentacji nieprzywie-
dlnych nie pojawiaja sie w innych reprezentacjach to widaé ze potrzeba dzielenia



by otrzymaé wszystkie charaktery. Patrzac na charaktery indukowane z pod-
grupy mocy q + 1 widaé ze potrzebne jest odejmowanie by otrzymaé charaktery
nieprzywiedlne.

Lemat 1.3 Charaktery grupy S(n) permutacji zbioru n-elementowego przyj-
mujg wartosci catkowite wymierne.

Dowdd: Charaktery przyjmuja wartosci bedace catkowitymi liczbami alge-
braicznymi. A wiec trzeba pokazaé ze warto$ci sa wymierne (catkowita liczba
algebraiczna ktéra jest wymierna jest liczba catkowita). Na mocy twierdzenia
Artina wystarczy pokaza¢ ze charaktery indukowane z podgrup cyklicznych sa
wymierne. Pokazemy to w kilku krokach.

Krok 1. Jesli g jest generatorem podgrupy cyklicznej i ma wiecej niz jeden
cykl w rozktadzie na cykle roztaczne mozemy uzy¢ indukcje etapami. Mianowi-
cie rozwazamy podgrupe S(n) ktora zachowuje cykle g jako zbiory. Ta podgrupa
jest produktem grup G, permutacji elementéw cyklu ¢. Robigc indukcje eta-
pami wida¢ ze wystarczy pokazaé¢ wynik dla G, czyli mozna zaktadaé ze g jest
pojedynczym cyklem.

Krok 2. Jesli generator g jest cyklem dlugosci ! ktéra mozna zapisa¢ jako
produkt | = km z wzglednie perwszymi k i m to g mozna potraktowaé jako per-
mutacja produktu zbioréw k elementowego i m elementowego, tak ze g dzialta
po sktadowych jako cykl dtugosci k i cykl dtugosci m. Znowu robimy induk-
cje etapami, najpierw w produkcie grup permutacji zbioru k elementowego i m
elementowego, a potem do permutacji zbioru ! elementowego. Indukcja w pro-
dukcie daje produkt charakteréw, wiec to sprowadza problem do cyklu ktéry
jest potega liczby pierwszej.

Krok 3. Niech cykl g dtugosci p* gdzie p jest liczba pierwsza bedzie gene-
ratorem podgrupy cyklicznej C'. Elementy C' ktore nie sa generatorami tworza
podgrupe H mocy p*~!. Jesli h € H i = 'hu € C to v~ hu nie jest generatorm
C, czyli w~thu € H. Ponadto obciecie charakteru C do H jest charakterem H.
A wiec z wzoru na charakter indukowany wynika ze charakter indukowany na
klasie h z H bedzie wielokrotnoscia charakteru indukowanego z C. Czyli przez
indukcje po k wystarczy pokazaé¢ ze charakter indukowany na klasie generatora
jest wymierny.

Krok 4. Niech g bedzie generatorm podgrupy cyklicznej C' mocy p* zas x
bedzie charakterem C. u~'gu € C oznacza 7e u~ 'gu jest generatorem C. 7Z
wzoru na charakter indukowany wynika ze charkter indukowany jest wielokrot-
noscig sumy wartodci y na generatorach. Zauwazmy ze suma wartosci x po
calym C' jest wymierna bo jesli x jest charakterem trywialnym to jest to liczba
calkowita, jesli x jest nietrywialny jest to wielokrotnos¢ sumy pierwiastkow z 1
ktora wynosi 0. Suma wartosci y na generatorach to réznica sumy wartosci x
na C'i sumy wartosci x na elementach nie bedacych generatorami. Ale elementy
nie bedace generatorami tworza podgrupe H, x obciete do H jest charakterm
H, czyli suma po H jest wymierna. O



Niech p bedzie liczba pierwsza. Mowimy ze element g € G jest p-elementem
jesli rzad g jest potega p. Mowimy ze g jest p-regularny jesli rzad p jest wzglednie
pierwszy z p.

Moéwimy ze podgrupa grupy G jest p-elementarna jesli jest produktem grupy
cykliczniej rzedu wzglednie pierwszego z p i podgrupy rzedu bedacego potega p
(p-podgrupy).

Uwaga: p-podgrupa moze by¢ nieprzemienna. Jednakze z definicji produktu
grup elementy grupy cyklicznej i p-podgrupy musza komutowaé¢ w podgrupie
p-elementarne;j.

Lemat 1.4 (Twierdzenia Brauera) Kazdy element R(G) jest kombinacjg li-
niowq z catkowitymi wspdtczynnikami charakteréw jednowymiarowych podgrup
p-elementarnych (z dowolnym p).

Uwaga: Istnieja nieprzemienne p-grupy. Takie grupy musza mieé¢ repre-
zentacje nieprzywiedlne wymiaru wiekszego niz 1, a wiec w twierdzeniu Brau-
era trzeba uwzglednia¢ charaktery podgrup. Innymi stowy, w przeciwienstwie
do twierdzenia Artina nie mozna sie ograniczyc do maksymalnych podgrup p-
elementarnych.

Uwaga: W praktyce przy wyznaczaniu klas sprzezonosci elementéw row-
niez mozna wyliczy¢ komutant (a przynajmniej jego moc). Czesto podgrupy
p-elementarne sa malymi rozszerzeniami podgrup cyklicznych i tatwo je wyli-
czy¢. Wtedy stosowanie twierdzenia Brauera wymaga podobnego wysitku jak
twiedzenie Artina a daje mocniejszy wynik. Ale czasami p-podgrupy sa duze i
skomplikowane.

Dla grupy SL(2, ¢) z opisu komutantéw elementow widac ze jesli sktadnik cy-
kliczny zawiera nietrywialna klase sprzezonosci to cata podgrupa p-elementarna
bedzie albo cykliczna albo bedzie podgrupa N. Wida¢ ze wymienione podgrupy
sa p-elementarne. Dla nieparzystego ¢ moc SL(2,q) jest podzielna przez 8, a
wiec SL(2,q) zawiera nieprzemienng 2-podgrupe.

Jesli dla kazdego g € G mamy réwnosé ¢g”* = e i m jest najmniejsza liczba
catkowita o tej wlasnosci to m nazywamy wykladnikiem G.

Lemat 1.5 Niech m bedzie wyktadnikiem G i ciato k charakterystyki O zawiera
pierwiastek pierwotny stopnia m z 1. Dowolng reprezentacje G mozna zrealizo-
waé nad k.

Dowdd. Charaktery grupy G przyjmuja wartosci w k. Jesli K jest wiekszym
cialem, W jest K[G] modutem to oznaczmy przez 1 charakter W. Na mocy

twierdzenia Brauera
¢ = n;Ind(¢;)

gdzie ¢; sg jednowymiarowymi charakterami podgrup p-elementarnych. Modut
N; odpowiadajacy charakterowi jednowymiarowemu ¢; oczywidcie mozna, zreali-
zowa¢ nad k. Oznaczmy przez Ind(N;) modut indukowanym z N;. Oczywiscie
réwniez Ind(N;) mozna zrealizowa¢ nad k. A wiec Ind(N;) jest sumg prosta



kopii k[G]-modutéw prostych M;. Niech x; bedzie charakterem M;. Istnieja
liczby catkowite k;; takie ze

Ind(¢;) = Z kjiXi-

Wtedy
v= m (Y kiaxi) = DY nikiixi
J g (]

Z rozkladu kanonicznego wynika ze suma |G| kopii W jest suma prosta M;,
czyli |G| jest kombinacja liniowa x; o wspolezynnikach bedacych nieujemnymi
liczbami catkowitymi. Lecz x; sa liniowo niezaleznie nad Q wiec przedstawienie
¥ jako kombinacji liniowej x; jest jednoznaczne, wiec ¢; = > ;nikji sa licz-
bami dodatnimi. Jako sumy liczb catkowitych sg catkowite. A wiec W jest
izomorficzne z rozszerzeniem skalarow

D; @ii M,;

czyli M mozna zrealizowaé nad k. (]

2 Kondensacja

Niech p bedzie idempotentem w pierscieniu A tzn. p? = p. Wtedy A, = pAp
jest podalgebra w A za$ I, = Ap jest lewym ideatem. Przy zalozeniu ze A jest
piericieniem z jedynka I, jest skladnikiem prostym A. W tym celu zauwazmy
ze (1 — u) tez jest idempotentem, bo

A—pP=1-2p+p>=1-p

Mamy (1—pu)p = p—p? = 0. Teraz widaé ze (1—pu) A jest modutem dopeticzym
do pA w A. Mianowicie, dla @ € A mamy a = (1 — p)a + pa, czyli A =
(1—pwA+ pA. Jeslia € pA to pa = a. Jesli a € (1 — pu)A to pa = 0. Czyli
pAN (1 —p)A = {0}, czyli suma jest prosta.

Mozna tez pokazaé ze jesli A jest pierScieniem z jedynka za$ ideal I jest
sktadnikiem prostym w A to istnieje idempotent u taki ze I = Ap.

I,, mozemy potraktowac jako prawy A, modut:

(Ap)(pAp) C Ap

czyli mnozenie z prawej strony elementéw I, przez elementy A, daje elementy
1,.

Przypominam ze N i M sa lewymi A-modutami to przez Hom(N, M) ozna-
czamy Z-modul homomorfizméw z N w M.



Lemat 2.1 Jesli M jest lewym A-modutem to Hom(I,,, M) jest naturalnie izo-
momorficzne z A,-podmodutem M C M modutu M. Izomorfizm przyporzqd-
kowugje homomorfizmowi ¢ element ¢().

Dowod. Niech «(¢) = ¢(pn). ¢ zadaje homomorfizm z Hom(1,, M) w M.
Jako ze p = pp to ¢(pn) = ¢(up) = pud(u) czyli wartosci sa w uM. u jest gene-
ratorem I,,, wiec to ¢ jest réznowartosciowe. Jesli m € uM to definuje ¢ wzorem
¢(ap) = am. Takie ¢ jest dobrze zdefiniowane, bo jesli ap = 0 to auM = {0}
a wiec am = 0. Oznacza to ze mamy odwzorowanie odwrotne do ¢, czyli ¢ jest
izomorfizmem. O

Teraz definiujemy dwa odzworowania miedzy modutami. Jesli M jest lewym
A-modutem to przez Res(M) bedziemy oznacza¢ pM ktoére traktujemy jako
lewy A,-modul. Jesli N jest lewym A,-modutem to przez Ind(N) oznaczamy
modut I, ®4, N. Jako ze I, jest lewym A-modutem (i prawym A, ,-modutem)
to Ind(V) jest lewym A-modulem.

Lemat 2.2 Jesli N jest A, modutem to Res(Ind(IN)) jest izomorficzne z N.
Dowod. Jako lewe A, moduly mamy réwnosé
pInd(N) = (L, @4, N) = (1 = @)1, © pl,)) @4, N

= p((L = ®a, N) @ p((ply) ®a, N).
Mnozenie przez p daje zero w (1 — p)I, a wiec réwniez w (1 —p)I, ®4, N czyli
piewszy sktadnik sumy wyzej to modut zerowy. wul, = A, czyli (ul,) ®a, N
jest izomorficzne z N jako A, modul. Na A, module mnozenie przez u daje
identyczno$é, czyli drugi sktadnik jest izmomorficzy z N. O

Lemat 2.3 Jesli M jest lewym A-modutem to istnieje naturalne odwzorowanie
z Ind(Res(M)) na AuM. Jesli A= AuA to jest to izomorfizm z M.

Dowoéd. Na mocy wlasnosci iloczynu tensorowego istnieje odzworowanie
takie ze dla a € I, i m € pM mamy

Y(a® ) =am

Widag¢ ze 1 jest A-liniowe. Jako ze m € uM oznacza ze m = pm dla m € M to
am € AuM, czyli obraz 1 jest zawarty w ApM. Jesli w € AuM to istnieja a; i
m; takie ze w =Y a;um,;. Wtedy a;u € I, pm; € pM i

¢(Z(aiﬂ) ® (um;)) = Zamumi =w

czyli obraz ¢ to AuM. Jesli AuA = A to istnieja a;, b; takie ze 1 = > a;ub;.
Definiujemy odwzorowanie prawie dwuliniowe ® z I, x yA w A wzorem au®ub =



apb. Niech n bedzie odwzorowaniem prawie dwuliniowym z I, x pA w grupe
abelowa W. Definiujemy homomorfizm ¢ z A jako grupy abelowej w W wzorem

$(t) = Y nltaip, ub;).

Mamy
$lap ® pb) = dlapb) = > nlapbaip, pbi)

Jako ze n jest prawie dwuliniowe to n(apba;p, ub;) = n(au, pba;ub;), czyli

$lap @ pb) = > nlap, pbaiub;) = nlap, ub >  aiub;) = n(ag, pb)

A wiec ¢ spetnia rownosé z definicji iloczynu tensorowego. Jako ze elementy
ap ® b = aub generuja A jako grupe abelowsa takie ¢ jest jedyne, czyli A jest
izomorficzne z iloczynem tensorowym I, ® 4, nA. Z definicji ¢ wyzej dla a;, b;
jak wyzej mamy

Zw(ai# ®@ pb;) = Zambi =1

czyli zdefiniowane wyzej v jest identyczne z podanym izomorfizmem I, ® pnA
z A. Teraz z tacznosci iloczynu tensorowego dla dowolnego modutu M mamy
izomorfizm M i I}, ® 4, pM. Przy tym z wlasnoSci tensorowania odwzorowan
ten izomorfizm jest zadany przez . O

Whiosek. Jedli A-modut M jest prosty to A, modul M jest albo prosty albo
zerowy. Jesli AuA = A to jest 1-1 odpowiednio$¢ miedzy prostymi A-modutami
i prostymi A, modutami.

Prostym przykladem idempotenta jest element p algebry grupowej grupy
skoniczonej taki ze u(g) = ITl?\ dla g € Siu(g) =0dlag ¢ S gdzie S jest
podgrupa G. Wtedy algebra A, sklada si¢ z funkcji ktére sa dwustronnie nie-
zmiennicze na przesuniecia wzgledem S.



