
1 Grupa SL(2, q)

Niech F (q) bedzie ciaªem sko«czonym o q elementach. Wtedy zde�niowali±my
grup¦ SL(2,K) jako grup¦ macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1.

Grupa SL(2, q) jest ciekawa bo jest to najprostsza grupa sko«czona typu
Liego. Dla maªych q SL(2, q) lub iloraz przez centum daje kilka klasycznych
grup (np. grup¦ alternuj¡c¡ na 5 elementach).

Dla q > 3 SL(2, q) po wydzieleniu przez centrum daje grup¦ prost¡. Znana
jest klasy�kacja sko«czonych grup prostych. W pewnym sensie prawie wszystkie
grupy proste to grupy typu Liego. Dokªadniej, jest 26 grup które s¡ wyj¡tkami
i nie wpisuj¡ si¦ niesko«czone rodziny (tak zwane grupy sporadyczne). S¡ dwie
niesko«czone rodziny grup nie-Liego: grupy abelowe Zp i grupy alternuj¡ce An.
Pozostaªa cz¦±¢ klasy�kacji to kilkana±cie rodzin grup typu Liego.

Grupa SL(2, q) poza tym »e jest przykªadem grupy typu Liego mo»e by¢
narz¦dziem bo mo»na j¡ znale¹¢ jako podgrup¦ wi¦kszych grup.

2 Grupy krystalogra�czne

Idealny krysztaª to periodyczna kolekcja atomów. Interesuj¡ nas symetrie krysz-
taªu. Fizycznie najwa»niejsze s¡ krysztaªy w przestrzeni trójwymiarowej. Mate-
matycznie mo»emy rozwa»a¢ dowolne Rn jako przestrze«. Z de�nicji symetriami
s¡ przesuni¦cia o okresy co daje Zn jako podgrup¦ grupy symetrii G. Jest to
podgrupa normalna. Iloraz H grupy G przez Zn jest grup¡ sko«czon¡. Dzia-
ªanie G na Zn przez automor�zmy wewn¦trzne daje reprezentacj¦ H na Zn.
Przy tym jest to reprezentacja wierna, bo przeksztaªcenie a�niczne komutuj¡ce
z przesuni¦ciami jest samo przesuni¦ciem.

Pierwszym krokiem do wyznaczenia mo»liwych grup symetrii jest wyznacze-
nie grup sko«czonych które maj¡ wiern¡ reprezentacje na Zn.

Tradycyjne podej±cie dla R3 wygl¡daªo nast¦puj¡co:

• wyznaczenie grup maj¡cych reprezentacje na R3

• sprawdzenie które z nich maj¡ reprezentacje na Z3

• wyznaczenie klas równowa»no±ci reprezentacji na Z3

Znaj¡c reprezentacje pozostawaªo wyznaczy¢ mo»liwe struktury G, co we
wspóªczesym j¦zyku sprowadza si¦ do policzenia odpowiednich grup homologii
H.

Wyniki tej analizy s¡ do±¢ dªugie i dost¦pne w ksi¡»kach, nie b¦dziemy ich
tu powtarza¢.

Jest prosta sztuczka która pozwala uzyska¢ istotn¡ informacj¦ o grupie H.
MianowicieH zachowuje 2Zn co prowadzi do reprezentacjiH nad Z2 (mo»na te»
wzi¡±¢ inn¡ liczb¦ pierwsz¡). J¡dro tego homomor�zmu jest grup¡ rozwi¡zaln¡.
Dla n = 3 obraz to podgrupa grupy SL(3, 2). Grupa SL(3, 2) jest grup¡ prost¡
� mo»na pokaza¢ »e jest izomor�czna z ilorazem grupy SL(2, 7) przez centrum.
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Jednak obraz H musi by¢ wªa±ciw¡ podgrup¡ SL(3, 2) która jest rozwi¡zalna.
Taki argument pozwala to pokaza¢ »e dla Z3 caªe H jest rozwi¡zalne.

3 Reprezentacje charakterystyki sko«czonej

W przypadku gdy charakterystyka p ciaªa nie dzieli mocy grupy i ciaªo jest do-
statecznie du»e teoria w charakterystyce p jest izomor�czna z teori¡ w charak-
terystyce 0. Dokªadniej, niech m b¦dzie wykªadnikiem G, tzn. tak¡ najmniejsz¡
liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡ »e dla ka»dego g ∈ G mamy gm = e. Pokazali±my »e
wtedy ka»da reprezentacja grupy G daje si¦ zrealizowa¢ nad ciaªem K = Q(em)
gdzie em jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia m z 1. Niech A b¦dzie pod-
pier±cieniem w K generowanym przez Z i em i niech m b¦dzie ideaªem maksy-
malnym w A zawieraj¡cym p. Wtedy pier±cie« ilorazowy A/m jest ciaªem F
charakterystyki p zawieraj¡cym pierwiastek pierwotny stopnia em z 1.

Lemat 3.1 Redukcja modulo m zadaje wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢

mi¦dzy charakterami reprezentacji nieprzywiedlnych G nad K i charakterami

reprezentacji nieprzywiedlnych G nad F .

Szkic dowodu: K jest ciaªem uªamków A. Niech B b¦dzie podpier±cieniem
K skªadaj¡cym si¦ z elementów które mo»na zapisa¢ jako uªamek z mianowni-
kiem nie nale»¡cym do m. Redukacja modulo m jest dobrze zde�niowana na B
(jest to najwi¦kszy podpier±cie« K na którym redukcja modulo m jest dobrze
zde�niowana). B jest tak zwanym pier±cieniem lokalnym. Co istotniejsze B
jest pier±cieniem ideaªów gªównych. Niech G dziaªa na przestrzeni wektorowej
V nad K. Jak w zadaniu 2 z listy 6 istnieje w V sko«czenie generowalny pod-
moduª M nad B który generuje V jako przestrze« wektorow¡. Jako »e B jest
pier±cieniem ideaªów gªównych M jest moduªem wolnym tego samego wymiaru
co V . W = M/(mM) jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad F i G dziaªa na W .
Czyli reprezentacji nad K odpowiada co najmniej jedna reprezentacja nad F .
Charakter tak otrzymanej reprezentacji jest redukcj¡ modulo m charakteru re-
prezentacji nadK, czyli charakter redukcji jest wyznaczony jednoznacznie. Je±li
V ma wymiar l to V to W te» ma wymiar l. V wyst¦puje z krotno±ci¡ l w K[G],
wi¦c W te» wyst¦puj¦ z krotno±ci¡ l w F [G] czyli skªadniki nieprzywiedlne W
wyst¦puj¡ w F [G] z krotno±ci¡ co najmniej l. A wi¦c na mocy twierdzenia Wed-
derburna dowolny niezerowy skªadnik nieprzywiedlny W musi mie¢ wymiar co
najmniej l. Jako »e W ma wymiar l oznacza to »e W jest reprezentacj¡ nieprzy-
wiedln¡. �
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