1 Grupa SL(2,q)

Niech F(q) bedzie ciatem skonczonym o ¢ elementach. Wtedy zdefiniowalismy
grupe SL(2, K) jako grupe macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1.

Grupa SL(2,q) jest ciekawa bo jest to najprostsza grupa skoriczona typu
Liego. Dla maltych ¢ SL(2,q) lub iloraz przez centum daje kilka klasycznych
grup (np. grupe alternujaca na 5 elementach).

Dla ¢ > 3 SL(2,q) po wydzieleniu przez centrum daje grupe prosta. Znana
jest klasyfikacja skoriczonych grup prostych. W pewnym sensie prawie wszystkie
grupy proste to grupy typu Liego. Dokladniej, jest 26 grup ktore sa wyjatkami
i nie wpisuja sie nieskoniczone rodziny (tak zwane grupy sporadyczne). Sa dwie
nieskoriczone rodziny grup nie-Liego: grupy abelowe Z, i grupy alternujace A,,.
Pozostala czesé klasyfikacji to kilkanascie rodzin grup typu Liego.

Grupa SL(2,q) poza tym ze jest przykladem grupy typu Liego moze by¢
narzedziem bo mozna ja znalezé jako podgrupe wiekszych grup.

2 Grupy krystalograficzne

Idealny krysztal to periodyczna kolekcja atoméw. Interesujg nas symetrie krysz-
tatu. Fizycznie najwazniejsze sg krysztaly w przestrzeni trojwymiarowej. Mate-
matycznie mozemy rozwazaé¢ dowolne R™ jako przestrzen. Z definicji symetriami
sa przesuniecia o okresy co daje Z™ jako podgrupe grupy symetrii G. Jest to
podgrupa normalna. Iloraz H grupy G przez Z" jest grupa skoiiczona. Dzia-
tanie G na Z™ przez automorfizmy wewnetrzne daje reprezentacje H na Z".
Przy tym jest to reprezentacja wierna, bo przeksztatcenie afiniczne komutujgce
7 przesunieciami jest samo przesunieciem.

Pierwszym krokiem do wyznaczenia mozliwych grup symetrii jest wyznacze-
nie grup skonczonych ktére maja wierna reprezentacje na Z".

Tradycyjne podejscie dla R? wygladato nastepujaco:

e wyznaczenie grup majacych reprezentacje na R?
e sprawdzenie ktore z nich maja reprezentacje na Z>
e wyznaczenie klas réwnowaznosci reprezentacji na 73

Zmnajac reprezentacje pozostawalo wyznaczyé mozliwe struktury G, co we
wspoélczesym jezyku sprowadza sie do policzenia odpowiednich grup homologii
H.

Wyniki tej analizy sa do$¢ dlugie i dostepne w ksigzkach, nie bedziemy ich
tu powtarzac.

Jest prosta sztuczka ktora pozwala uzyskaé istotng informacje o grupie H.
Mianowicie H zachowuje 2Z™ co prowadzi do reprezentacji H nad Zs (mozna tez
wzias¢ inng liczbe pierwsza). Jadro tego homomorfizmu jest grupa rozwiazalna.
Dla n = 3 obraz to podgrupa grupy SL(3,2). Grupa SL(3,2) jest grupa prosta
— mozna pokazac ze jest izomorficzna z ilorazem grupy SL(2,7) przez centrum.



Jednak obraz H musi byé¢ wlasciwa podgrupa SL(3,2) ktora jest rozwigzalna.
Taki argument pozwala to pokazac¢ ze dla Z3 cale H jest rozwigzalne.

3 Reprezentacje charakterystyki skornczonej

W przypadku gdy charakterystyka p ciala nie dzieli mocy grupy i ciato jest do-
statecznie duze teoria w charakterystyce p jest izomorficzna z teorig w charak-
terystyce 0. Dokladniej, niech m bedzie wykladnikiem G, tzn. taka najmniejsza
liczba calkowita dodatnia ze dla kazdego g € G mamy ¢ = e. Pokazalidmy ze
wtedy kazda reprezentacja grupy G daje sie zrealizowa¢ nad cialem K = Q(e,,)
gdzie e,, jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia m z 1. Niech A bedzie pod-
pier§cieniem w K generowanym przez Z i e,, i niech m bedzie idealem maksy-
malnym w A zawierajacym p. Wtedy pierscien ilorazowy A/m jest ciatem F'
charakterystyki p zawierajacym pierwiastek pierwotny stopnia e, z 1.

Lemat 3.1 Redukcja modulo m zadaje wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é
miedzy charakterami reprezentacji nieprzywiedinych G nad K i charakterami
reprezentacyi nieprzywiedlnych G nad F.

Szkic dowodu: K jest cialem utlamkéw A. Niech B bedzie podpiericieniem
K skladajacym sie z elementéw ktoére mozna zapisaé¢ jako utamek z mianowni-
kiem nie nalezagcym do m. Redukacja modulo m jest dobrze zdefiniowana na B
(jest to najwiekszy podpierscien K na ktorym redukcja modulo m jest dobrze
zdefiniowana). B jest tak zwanym pierscieniem lokalnym. Co istotniejsze B
jest pierScieniem idealéw gltéwnych. Niech G dziala na przestrzeni wektorowej
V nad K. Jak w zadaniu 2 z listy 6 istnieje w V' skonczenie generowalny pod-
modul M nad B ktéry generuje V jako przestrzen wektorowa. Jako ze B jest
pierscieniem ideatéw gléwnych M jest modulem wolnym tego samego wymiaru
coV. W = M/(mM) jest przestrzenia wektorowa nad F' i G dziala na W.
Czyli reprezentacji nad K odpowiada co najmniej jedna reprezentacja nad F'.
Charakter tak otrzymanej reprezentacji jest redukcja modulo m charakteru re-
prezentacji nad K, czyli charakter redukcji jest wyznaczony jednoznacznie. Jesli
V ma wymiar [ to V to W tez ma wymiar [. V wystepuje z krotnoscia [ w K[G],
wiec W tez wystepuje z krotnoscia | w F[G] czyli sktadniki nieprzywiedlne W
wystepuja w F[G] z krotnoscia co najmniej . A wiec na mocy twierdzenia Wed-
derburna dowolny niezerowy skladnik nieprzywiedlny W musi mie¢ wymiar co
najmniej [. Jako ze W ma wymiar [ oznacza to ze W jest reprezentacja nieprzy-
wiedlng. O



