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Grupa SL(2, q)
Niech K bedzie pier±cieniem przemiennym. Wtedy de�niniujemy

grup¦ SL(2,K ) jako grup¦ macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1

(macierz o wyznaczniku 1 jest odwracalna, wi¦c faktycznie

dostaniemy grup¦). W dalszym ci¡gu b¦dziemy rozwa»a¢ SL(2,K )
dla K = F (q) gdzie F (q) jest ciaªem sko«czonym o q elementach.

Wi¦kszo±¢ metod poni»ej dziaªa dla dowolnego q, ale wyniki si¦

ró»ni¡ i gdy trzeba b¦dziemy zakªada¢ »e q jest nieparzyste (czyli

1 6= −1). Wtedy SL(2,K ) jest grup¡ sko«czon¡ któr¡ oznaczymy

przez SL(2, q).
Dowolny element SL(2, q) mo»emy otrzyma¢ w nast¦puj¡cy

sposób: najpierw wybieramy niezerowy wektor z K 2 jako pierwszy

wiersz macierzy. Nast¦pnie wybieramy drugi wiersz tak by

wyznacznik byª 1. Wyznacznik jest liniow¡ funkcj¡ drugiego

wiersza, przy tym je±li pierwszy wiersz jest niezerowy to jest to

funkcja niezerowa, czyli wybór jest zawsze mo»liwy. Pierwszy wybór

daje q2 − 1 mo»liwo±ci na pierwszy wiersz, przy drugim wyborze

zbiór rozwi¡za« to warstwa podprzestrzeni wymiaru 1, czyli mamy q
mo»liwo±ci. A wi¦c |SL(2, q)| = q(q2 − 1) = (q − 1)q(q + 1).



Grupa SL(2, q)

Grupa SL(2, q) jest ciekawa bo jest to najprostsza grupa sko«czona

typu Liego. Dla maªych q SL(2, q) lub iloraz przez centum daje

kilka klasycznych grup (np. grup¦ alternuj¡c¡ na 5 elementach.

Dla q > 3 SL(2, q) daje grup¦ prost¡. Znana jest klasy�kacja

sko«czonych grup prostych. W pewnym sencie prawie wszystkie

grupy proste to grupy typu Liego. Dokªadniej, jest 26 grup które s¡

wyj¡tkami i nie wpisuj¡ si¦ niesko«czone rodziny (tak zwane grupy

sporadyczne). S¡ dwie niesko«czone rodziny grup nie-Liego: grupy

abelowe Zp i grupy alternuj¡ce An. Pozostaªa cz¦±¢ klasy�kacji to

kilkana±cie rodzin grup typu Liego.

Grupa SL(2, q) poza tym »e jest przykªadem grupy typu Liego mo»e

by¢ narz¦dziem bo mo»na j¡ znale¹¢ jako podgrup¦ wi¦kszych grup.



Grupa SL(2, q)
Element g ∈ SL(2, q) speªnia jeden z warunków ni»ej:

I g ma dwie ró»ne warto±ci wªasne w F (q)
I g ma dwie ró»ne warto±ci wªasne w F (q2)− F (q)
I g ma równe warto±ci wªasne

Je±li dodatkowo g si¦ diagonalizuje to g = ±I gdzie I to macierz

jednostkowa. Daje to dwie jednoelementowe klasy sprz¦»ono±ci.

W przeciwnym razie g jest sprze»one z elementem postaci ±nc
gdzie

nc =

(
1 c
0 1

)
z niezerowym c .
Niech N = {nc : c ∈ F (q)}. �atwo zauwa»y¢ »e nc jest sprz¦»one z

na2c dla niezerowego a. Mo»na pokaza¢ »e takie elementy daj¡

przekrój klasy sprz¦»ono±ci nc z N.

Zauwa»ny »e a2c = (−a)2c , czyli dla nieparzystego q warto±¢ a2c
osi¡gniemy na dwa sposoby. Czyli a2c przebiega (q − 1)/2 warto±ci

i mamy dwie orbity. Uwzgl¦dniaj¡c »e λ = ±1 to mamy 4 kasy

sprz¦»ono±ci powy»szej postaci.



Grupa SL(2, q)

Je±li g ma dwie ró»ne warto±ci wªasne to g jest sprz¦»one z

macierz¡ postaci (
λ 0

0 λ−1

)
Przy tym dowolna macierz komutuj¡ca z g si¦ diagonalizuje, czyli

komutant ma (q − 1) elementów, a wi¦c klasa sprz¦»ono±ci ma

q(q + 1) elementów. Wida¢ »e λ i λ−1 daj¡ t¡ sam¡ klas¦. Z

drugiej strony, macierze które s¡ sprz¦»one w SL(2, q) maj¡ ten

sam zbiór warto±ci wªasnych. Czyli {λ, λ−1} wyznacza dokªadnie

jedn¡ klas¦ sprze»ono±ci. Tutaj wykluczone jest 0 (nie ma

odwrotno±ci), 1 i −1 (wtedy warto±ci wªasne s¡ równe). A wi¦c

mamy (q − 3)/2 klasy tego typu.



Grupa SL(2, q)

Nieco bardziej skomplikowane rozumowanie pokazuje »e je±li g ma

dwie ró»ne warto±ci wªasne z F (q2)− F (q) to elementy komutuj¡ce

z g tworz¡ podgrup¦ cykliczn¡ mocy q + 1 której elementy to I , −I
a pozostaªe elementy maj¡ dwie ró»ne warto±ci wªasne z

F (q2)− F (q). Wynika st¡d »e klasa sprz¦»ono±ci g ma (q − 1)q
elementów. Jest (q − 1)/2 takich klas sprz¦»ono±ci, przy tym g−1

jest sprz¦»one z g i jest to jedyny element komutanta g sprz¦»ony z

g .



Grupa SL(2, q)

Podsumujmy nasze wyliczenia klas w tabelce:
rodzaj moc klasy liczba klas moc sumy klas

±I 1 2 2

±nc (q2 − 1)/2 4 2(q2 − 1)

λ ∈ F (q)− {0, 1,−1} q(q + 1) (q − 3)/2 (q − 3)q(q + 1)/2

λ ∈ F (q2)− F (q) (q − 1)q (q − 1)/2 q(q − 1)2/2

Razem q + 4 (q − 1)q(q + 1)
Na mocy twierdzenia Wedderburna grupa SL(2, q) ma q + 4 klasy

równowa»no±ci reprezentacji nieprzywiedlnych nad C.



Grupa SL(2, q)

Z podanego opisu klas sprz¦»ono±ci wynika

Lemat

Dla q > 3 jedynym nietrywialnym dzielnikiem normalnym SL(2, q)
jest centrum. Dla q = 3 jest jeszcze dzielnik normalny mocy

(q + 1)(q − 1) = 8 z ilorazem mocy 3.

Dowód w notatkach.

Wniosek: Dla q > 3 jedyn¡ reprezentacj¡ jednowymiarow¡ SL(2, q)
jest reprezentacja trywialna. SL(2, 3) ma dwie reprezentacje

jednowymiarowe.



Podgrupa M

Rozwa»my podgrup¦ M grupy SL(2, q) skªadaj¡c¡ si¦ z macierzy

postaci

A(λ, c) =

(
λ c
0 λ−1

)
M ma dzielnik normaly N skªadaj¡cy si¦ z macierzy dla których

λ = 1. Dziel¡c M przez N otrzymujemy grup¦ izomor�czn¡ z grup¡

multyplikatywn¡ ciaªa F (q). Jest to grupa cykliczna maj¡ca q − 1

elementów. Skªadaj¡c odwzorowanie ilorazowe z jednowymiarowymi

reprezentacjami otrzymamy q − 1 reprezentacji jednowymiarowych

M, a wi¦c i q − 1 charakterów jednowymiarowych.



Podgrupa M

N jest izomor�czne z grup¡ addytywn¡ ciaªa F (q), a wi¦c

reprezentacje nieprzywiedlne N s¡ jednowymiarowe. Nasuwa si¦

pytanie o reprezentacje indukowane z N. Zauwa»my »e w M jest

wi¦kszy dzielnik normaly Ñ generowany przez N i ±I . Ñ jest grup¡

abelow¡, a wi¦c preprezentacje indukowane z N rozkªadaj¡ si¦ na

sum¦ prost¡ reprezentacji jednowymiarowych Ñ. Aby móc otrzyma¢

reprezentacje nieprzywiedlne rozwa»ny wi¦c reprezentacje

indukowane z Ñ. Taka reprezentacja ma wymiar (q − 1)/2. Niech
χ b¦dzie charakterem reprezentacji Ñ. Reprezentacja indukowana

po obci¦ciu do N jest sum¡ prost¡ (q − 1)/2 reprezentacji z

charakterami χa zadanymi wzorem χa(n) = χ(a2n) gdzie a
przebiega warto±ci z F (q) daj¡ce reprezentanty warstw. Poniewa»

bierzemy tylko jedno z a i −a otrzymane charaktery s¡ ró»ne. To

oznacza »e faktycznie otrzymamy w ten sposób reprezentacj¦

nieprzywiedln¡ M (ka»da nietrywialna podprzestrze« niezmiennicza

zawiera jednowymiarow¡ podprzestrze« z charakterem χa, a z jednej

takiej podprzestrzeni dziaªanie M da caª¡ przestrze« reprezentacji).



Podgrupa M
Je±li dwa charaktery Ñ s¡ zwi¡zane wzorem χ2(n) = χ1(a−1na) to

otrzymane reprezentacje s¡ równowa»ne. Charaktery Ñ daj¡ cztery

klasy równowa»no±ci wzgledem tej relacji, wi¦c otrzymamy cztery

nierównowa»ne reprezentacje. Obliczmy charakter η reprezentacji

indukowanej. Dla m /∈ Ñ mamy η(m) = 0. Dla m = −In z n ∈ N
mamy η(m) = χ(−I )η(n). A wi¦c kluczowe jest obliczenie η(n).
Dla nc mamy

η(nc) =
1

2

∑
a∈F (q)−{0}

χ(na2c).

Dalsze obliczenie jest do±¢ skomplikowane (szczegóªy w notatkach),

tu podamy tylko wynik. Mianowicie, je±li −1 nie jest kwadratem w

F (q) to η(nc) = −1
2

+
i
√
q

2
. Je±li −1 jest kwadratem w F (q) to

η(nc) = −1
2

+
√
q
2
. Uwzgl¦dniaj¡c to kiedy −1 jest kwadratem w

F (q) wynik mo»na zapisa¢ jako η(nc) = −1
2

+ γ gdzie

γ =

√
(−1)(q−1)/2q

2



Reprezentacje indukowane

M ma q − 1 reprezentacji jednowymiarowych odpowadaj¡cych

charakterom podgrupy skªadaj¡cej si¦ z macierzy diagonalnych.

Innymi sªowy te reprezentacje pochodz¡ z wydzielenia M przez

podgrup¦ macierzy postaci Nc i wzi¦cia reprezentacji

jednowymiarowych ilorazu. Niech χ b¦dzie charakterem M
odpowiaj¡cym takiej reprezentacji jednowymiarowej. Wtedy

charakter Ind(χ) reprezentacji indukowanej liczymy u»ywaj¡c

podany wcze±niej lemat, bior¡c sum¦ po reprezentantach wartstw

SL(2, q)/M. Mo»na pokaza¢ »e s¡ dokªadnie dwa reprezentanty

warstw r ∈ SL(2, q)/M takie »e r−1mr ∈ M, przy tym przy jednym

wyborze χ(r−1mr) = χ(m), przy drugim χ(r−1mr) = χ(m)−1. A
wi¦c Ind(χ)(m) = χ(m) + χ(m)−1 dla m w postaci diagonalnej.



Reprezentacje indukowane
Dla m postaci ±Nc mo»emy rozumowa¢ nast¦puj¡co: je±li

r−1mr ∈ M to r−1mr jest postaci ±Nc2 . Ka»dy wektor wªasny m
jest wielokrotno±ci¡ e1, czyli re1 jest wielokrotno±ci¡ e1. A wi¦c

r ∈ M, czyli jest dokªadnie jedno r takie »e r−1mr ∈ M. A wi¦c

Ind(χ)(m) = χ(m).
Je±li m = ±I to r−1mr = m i ka»dy reprezentant daje ten sam

wkªad, czyli Ind(χ)(m) = (q + 1)χ(m).
Licz¡c 〈Res(Ind(χ)), χ〉 obliczamy sum¦ po grupie M. Rutynowy

rachunek daje

〈Res(Ind(χ)), χ〉 = 〈χ+ χ̌, χ〉
gdzie jak wcze±niej χ̌(m) = χ(m−1). Je±li χ(m) 6= χ(m−1) to z

ortogonalno±ci charakterów (wniosek po lemacie 4.4 z wykªadu 4)

wynika »e

〈Res(Ind(χ)), χ〉 = 1

czyli Ind(χ) zawiera tylko jedn¡ kopi¦ reprezentacji M z

charakterem χ, a to oznacza »e Ind(χ) jest reprezentacj¡

nieprzywiedln¡. Przy tym takie reprezentacje otrzymane z χ1 i χ2
s¡ równowa»ne wtedy i tylko wtedy gdy χ1 = χ2 lub χ̌1 = χ2 (tylko

wtedy charaktery s¡ równe).



Reprezentacje indukowane
χ̌ = χ oznacza »e χ(m) = χ(m−1) = χ(m)−1, czyli χ przyjmuje

tylko warto±ci ze zbioru {−1, 1}. Grupa multyplikatywna ciaªa F (q)
jest cykliczna, wi¦c s¡ tylko dwa takie charaktery. A wi¦c powy»sza

procedura indukcji daje (q − 3)/2 ró»ne reprezentacje

nieprzywiedlne wymiaru q + 1.

Gdy χ(m) = χ(m−1) mo»na wyliczy¢ »e

〈Ind(χ), Ind(χ)〉 = 2

Czyli Ind(χ) jest sum¡ dwu reprezentacji nieprzywiedlnych.

Ponadto 〈Res(Ind(χ))χ〉 = 2. Dla χ = 1 na mocy wzajemno±ci

Frobeniusa jedn¡ ze skªadowych reprezentacji jest reprezentacja

trywialna, druga reprezentacja ma wymiar q. W drugim przypadku,

gdy χ(A(λ, c)) = −1 dla λ b¦dacego generatorem grupy

multyplikatywnej ciaªa F (q) otrzymamy dwie reprezentacje wymiaru

(q + 1)/2. Mianowicie, jako ako reprezentacja M Ind(chi) jest

sum¡ dwu reprezentacji jednowymiarowych (trywialnych na N) i

dwu reprezentacji wymiaru (q − 1)/2 (nietrywialnych na N) podziaª

na dwie reprezentacje wymiaru (q + 1)/2 jest to jedyny mo»liwy

podziaª tych reprezentacji mi¦dzy reprezentacje nieprzywiedlne

SL(2, q).



Reprezentacje indukowane

Reguªa wzajemno±ci Frobeniusa mówi »e w ten sposób opisali±my

wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne SL(2, q) których obci¦cie do

M zawiera reprezentacj¦ jednowymiarow¡ M (trywialn¡ na N).

Pozostaªe reprezentacje po obci¦ciu do M s¡ sumami reprezentacji

wymiaru (q − 1)/2 (nietrywialnych na N). Analizuj¡c to dokªadniej

mo»na opisa¢ wszystkie reprezentacje SL(2, q) (szczegóªy w

notatkach).



Reprezentacje indukowane

Ni»ej podajemy w tabelce wynik naszych oblicze«. By zaoszcz¦dzi¢

miejsca u»ywamy uproszczonych oznacze«. Jako »e charakter na

elementach typu −nc jest wyznaczony przez warto±¢ na nc i

warto±¢ na −I pomijamy klasy typu −nc . Warto±ci na dwu klasach

typu nc s¡ ze sob¡ zwi¡zane wi¦c podajemy tylko dla jednej. Dla

charakterów wymiaru (q + 1)/2 i (q − 1)/2 wystarczy podanie

jednego z pary.
Charakter I znak −I λ ∈ F (q) λ ∈ F (q2) N

tryw. 1 + 1 1 1

χ = 1 q + 1 −1 0

χ 6= χ̌ q + 1 χ(−1) χ(λ) + χ(λ)−1 0 1

χ = χ̌ (q + 1)/2 χ(−1) χ(λ) 0 1

2
+ γ

ψ 6= ψ̌ q − 1 ψ(−I ) 0 −ψ(λ)− ψ(λ)−1 0

ψ = ψ̌ (q − 1)/2 ψ(−I ) 0 −ψ(λ) −1
2

+ γ



Grupy krystalogra�czne

Idealny krysztaª to periodyczna kolekcja atomów. Interesuj¡ nas

symetrie krysztaªu. Fizycznie najwa»niejsze s¡ krysztaªy w

przestrzeni trójwymiarowej. Matematycznie mo»emy rozwa»a¢

dowolen Rn jako przestrze«. Z de�nicji symetriami s¡ przesuni¦cia

o okresy co daje Zn jako podgrup¦ grupy symetrii G . Jest to

podgrupa normalna. Iloraz H grupy G przez Zn jest grup¡

sko«czon¡. Dziaªanie G na Zn przez automor�zmy wewn¦trzne

daje reprezentacj¦ H na Zn. Przy tym jest to reprezentacja wierna,

bo przeksztaªcenie a�niczne komutuj¡ce z przesuni¦ciami jest samo

przesuni¦ciem.

Pierwszym krokiem do wyznaczenia mo»liwych grup symetrii jest

wyznaczenie grup sko«czonych które maj¡ wiern¡ reprezentacje na

Zn.



Grupy krystalogra�czne

Tradycyjne podej±cie dla R3 wygl¡daªo nast¦puj¡co:

I wyznaczenie grup maj¡cych reprezentacje na R3

I sprawdzenie które z nich maj¡ reprezentacje na Z3

I wyznaczenie klas równowa»no±ci reprezentacji na Z3

Znaj¡c reprezentacje pozostawaªo wyznaczy¢ mo»liwe struktury G ,

co we wspóªczesym j¦zyku sprowadza si¦ do policzenia

odpowiednich grup homologii H.

Wyniki tej analizy s¡ do±¢ dªugie i dost¦pne w ksi¡»kach, nie

b¦dziemy ich tu powtarza¢.

Jest prosta sztuczka która pozwala uzyska¢ istotn¡ informacj¦ o

grupie H. Mianowicie H zachowuje 2Zn co prowadzi do

reprezentacji H nad Z2 (mo»na te» wzi¡±¢ inn¡ liczb¦ pierwsz¡).

J¡dro tego homomor�zmu jest grup¡ rozwi¡zaln¡. Dla Z3 pozwala

to pokaza¢ »e caªe H jest rozwi¡zalne.



Reprezentacje indukowane

Oznaczny przez R(G ) pier±cie« z mno»eniem punktowym

generowany przez charaktery. Elementy R(G ) nazywamy

charakterami wirtualnymi.

Je±li ψ jest funkcj¡ centaln¡ na S za± φ jest funkcj¡ centraln¡ na G
to

Ind(φψ) = φInd(ψ).

A wi¦c elementy R(G ) indukowane z S tworz¡ ideaª w R(G ).

Lemat

(Twierdzenia Artina) Ka»dy element φ ∈ R(G ) jest wymiern¡

kombinacj¡ liniow¡ charakterów indukowanych z podgrup

cyklicznych. Dokªadniej, |G |φ jest caªkowit¡ kombinacj¡ liniow¡

charakterów indukowanych z podgrup cyklicznych.



Reprezentacje indukowane

Komentarz: Powy»ej wystarczy wzi¡±¢ tylko maksymalne podgrupy

cykliczne. Ponadto wystarczy wzi¡±¢ tylko jeden reprezentant w

klasie sprz¦»ono±ci podgrup cyklicznych. Dla grupy SL(2, q)
oznacza to »e wystarcz¡ trzy albo cztery podgrupy: podgrupa

macierzy diagonalnych, podgrupa mocy q + 1 skªadaj¡ca si¦ z

macierzy diagonalizuj¡cych si¦ nad F (q2) i jedna lub dwie podgrupy

generowane przez elementy typu −N (je±li ka»dy element F (p) jest

kwadratem w F (q) to potrzebne s¡ dwie podgrupy, w przeciwnym

razie wystarcza jedna). Bezpo±redni rachunek pokazuje »e

faktycznie wystarczy jedna podgrupa typu −N. Przy tym dla q
b¦d¡cego pot¦g¡ otrzymuje si¦ wielokrotno±ci charakterów

indukowanych z Ñ. Jako »e charaktery odpowiednich reprezentacji

nieprzywiedlnych nie pojawiaj¡ si¦ w innych reprezentacjach to

wida¢ »e potrzeba dzielenia by otrzyma¢ wszystkie charaktery.

Patrz¡c na charaktery indukowane z podgrupy mocy q + 1 wida¢ »e

potrzebne jest odejmowanie by otrzyma¢ charaktery nieprzywiedlne.



Reprezentacje indukowane

Lemat

Charaktery grupy S(n) permutacji zbioru n-elementowego

przyjmuj¡ warto±ci caªkowite wymierne.

Dowód: Charaktery przyjmuj¡ warto±ci b¦d¡ce caªkowitymi liczbami

algebraicznymi. A wi¦c trzeba pokaza¢ »e warto±ci s¡ wymierne

(caªkowita liczba algebraiczna która jest wymierna jest liczb¡

caªkowit¡). Na mocy twierdzenia Artina wystarczy pokaza¢ »e

charaktery indukowane z podgrup cyklicznych s¡ wymierne.

Poka»emy to w kilku krokach.

Krok 1. Je±li g jest generatorem podgrupy cyklicznej i ma wi¦cej

ni» jeden cykl w rozkªadzie na cykle rozª¡czne mo»emy u»y¢

indukcj¦ etapami. Mianowicie rozwa»amy podgrup¦ S(n) która

zachowuje cykle g jako zbiory. Ta podgrupa jest produktem grup

Gc permutacji elementów cyklu c . Robi¡c indukcj¦ etapami wida¢

»e wystarczy pokaza¢ wynik dla Gc , czyli mo»na zakªada¢ »e g jest

pojedynczym cyklem.



Reprezentacje indukowane
Krok 2. Je±li generator g jest cyklem dªugo±ci l któr¡ mo»na

zapisa¢ jako produkt l = km z wzgl¦dnie perwszymi k i m to g
mo»na potraktowa¢ jako permutacj¡ produktu zbiorów k
elementowego i m elementowego, tak »e g dziaªa po skªadowych

jako cykl dªugo±ci k i cykl dªugo±ci m. Znowu robimy indukcj¦

etapami, najpierw w produkcie grup permutacji zbioru k
elementowego i m elementowego, a potem do permutacji zbioru l
elementowego. Indukcja w produkcie daje produkt charakterów,

wi¦c to sprowadza problem do cyklu który jest pot¦g¡ liczby

pierwszej.

Krok 3. Niech cykl g dªugo±ci pk gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡

b¦dzie generatorem podgrupy cyklicznej C . Elementy C które nie

s¡ generatorami tworz¡ podgrup¦ H mocy pk−1. Je±li h ∈ H i

u−1hu ∈ C to u−1hu nie jest generatorm C , czyli u−1hu ∈ H.

Ponadto obci¦cie charakteru C do H jest charakterem H. A wi¦c z

wzoru na charakter indukowany wynika »e charakter indukowany na

klasie h z H b¦dzie wielokrotno±ci¡ charakteru indukowanego z C .

Czyli przez indukcj¦ po k wystarczy pokaza¢ »e charakter

indukowany na klasie generatora jest wymierny.



Reprezentacje indukowane

Krok 4. Niech g b¦dzi¦ generatorm podgrupy cyklicznej C mocy pk

za± χ b¦dzie charakterem C . u−1gu ∈ C oznacza »e u−1gu jest

generatorem C . Z wzoru na charakter indukowany wynika »e

charkter indukowany jest wielokrotno±ci¡ sumy warto±ci χ na

generatorach. Zauwa»my »e suma warto±ci χ po caªym C jest

wymierna bo je±li χ jest charakterem trywialnym to jest to liczba

caªkowita, je±li χ jest nietrywialny jest to wielokrotno±¢ sumy

pierwiastków z 1 która wynosi 0. Suma warto±ci χ na generatorach

to ró»nica sumy warto±ci χ na C i sumy warto±ci χ na elementach

nie b¦d¡cych generatorami. Ale elementy nie b¦d¡ce generatorami

tworz¡ podgrup¦ H, χ obciete do H jest charakterm H, czyli suma

po H jest wymierna.



Reprezentacje indukowane

Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Mówimy »e element g ∈ G jest

p-elementem je±li rz¡d g jest pot¦g¡ p. Mówimy »e g jest

p-regularny je±li rz¡d p jest wzgl¦dnie pierwszy z p.
Mówimy »e podgrupa G jest p-elementarna je±li jest produktem

grupy cykliczniej rz¦du wzgl¦dnie pierwszego z p i podgrupy rz¦du

b¦d¡cego poteg¡ p (p-podgrupy).

Lemat

(Twierdzenia Brauera) Ka»dy element R(G ) jest kombinacj¡ liniow¡

z caªkowitymi wspóªczynnikami charakterów jednowymiarowych

podgrup p-elementarnych (z dowolnym p).

Uwaga: Istniej¡ nieprzemienne p-grupy. Takie grupy musz¡ mie¢

reprezentacje nieprzywiedlne wymiaru wi¦kszego ni» 1, a wi¦c w

twierdzeniu Brauera trzeba uwzgl¦dnia¢ charaktery podgrup.

Innymi sªowy, w przeciwie«stwie do twierdzenia Artina nie mo»na

si¦ ograniczyc do maksymalnych podgrup p-elementarnych.



Reprezentacje indukowane

Uwaga: W praktyce przy wyznaczaniu klas sprz¦»ono±ci elementów

równie» mo»na wyliczy¢ komutant (a przynajmniej jego moc).

Cz¦sto podgrupy p-elementarne s¡ maªymi rozszerzeniami podgrup

cyklicznych i ªatwo je wyliczy¢. Wtedy stosowanie twierdzenia

Brauera wymaga podobnego wysiªku jak twiedzenie Artina a daje

mocniejszy wynik. Ale czasami p-podgrupy s¡ du»e i

skomplikowane.

Dla grupy SL(2, q) z opisu komutantów elementów wida¢ »e je±li

skªadnik cykliczny zawiera nietrywialn¡ klas¦ sprz¦»ono±ci to caªa

podgrupa p-elementarna b¦dzie albo cykliczna albo b¦dzie

podgrup¡ Ñ. Wida¢ »e wymienione podgrupy s¡ p-elementarne.

Dla nieparzystego q moc SL(2, q) jest podzielna przez 8, a wi¦c

SL(2, q) zawiera nieprzemienn¡ 2-podgrup¦.


