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Grupa SL(2, q)

Niech K bedzie pierscieniem przemiennym. Wtedy defininiujemy
grupe SL(2, K) jako grupe macierzy 2 na 2 o wyznaczniku 1
(macierz o wyznaczniku 1 jest odwracalna, wiec faktycznie
dostaniemy grupe). W dalszym ciggu bedziemy rozwaza¢ SL(2, K)
dla K = F(q) gdzie F(q) jest ciatem skoficzonym o g elementach.
Wiekszo$¢ metod ponizej dziata dla dowolnego g, ale wyniki sie
réznig i gdy trzeba bedziemy zaktadaé ze g jest nieparzyste (czyli

1 # —1). Wtedy SL(2, K) jest grupa skoriczong ktéra oznaczymy
przez SL(2, q).

Dowolny element SL(2,q) mozemy otrzymaé w nastepujacy
sposéb: najpierw wybieramy niezerowy wektor z K2 jako pierwszy
wiersz macierzy. Nastepnie wybieramy drugi wiersz tak by
wyznacznik byt 1. Wyznacznik jest liniowa funkcja drugiego
wiersza, przy tym jesli pierwszy wiersz jest niezerowy to jest to
funkcja niezerowa, czyli wybér jest zawsze mozliwy. Pierwszy wybor
daje g2 — 1 mozliwosci na pierwszy wiersz, przy drugim wyborze
zbidr rozwigzan to warstwa podprzestrzeni wymiaru 1, czyli mamy g
mozliwosci. A wiec |SL(2,q)| = q(q*> — 1) = (9 — 1)q(q + 1)



Grupa SL(2, q)

Grupa SL(2, q) jest ciekawa bo jest to najprostsza grupa skofczona
typu Liego. Dla matych g SL(2, q) lub iloraz przez centum daje
kilka klasycznych grup (np. grupe alternujaca na 5 elementach.

Dla g > 3 SL(2, q) daje grupe prosta. Znana jest klasyfikacja
skofczonych grup prostych. W pewnym sencie prawie wszystkie
grupy proste to grupy typu Liego. Doktadniej, jest 26 grup ktére s3
wyjatkami i nie wpisuja sie nieskoficzone rodziny (tak zwane grupy
sporadyczne). S3 dwie nieskoriczone rodziny grup nie-Liego: grupy
abelowe Z, i grupy alternujace A,. Pozostata czes¢ klasyfikacji to
kilkanascie rodzin grup typu Liego.

Grupa SL(2, q) poza tym ze jest przyktadem grupy typu Liego moze
by¢ narzedziem bo mozna ja znalez¢ jako podgrupe wiekszych grup.



Grupa SL(2, q)

Element g € SL(2, q) spetnia jeden z warunkéw nizej:

» g ma dwie rézne wartosci wtasne w F(q)

» g ma dwie rézne wartosci wtasne w F(q%) — F(q)

> g ma réwne wartosci wlasne
Jesli dodatkowo g sie diagonalizuje to g = £/ gdzie | to macierz
jednostkowa. Daje to dwie jednoelementowe klasy sprzezonosci.
W przeciwnym razie g jest sprzezone z elementem postaci +n,

gdzie
(1 c
e \o 1
Z niezerowym c.

Niech N = {n.: c € F(q)}. tatwo zauwazy¢ ze n. jest sprzezone z
n,2. dla niezerowego a. Mozna pokazac ze takie elementy daja
przekrdj klasy sprzezonosci n. z V.

Zauwazny ze a’c = (—a)?c, czyli dla nieparzystego g wartos¢ a’c
osiagniemy na dwa sposoby. Czyli a’c przebiega (g — 1)/2 wartosci
i mamy dwie orbity. Uwzgledniajac ze A = +1 to mamy 4 kasy
sprzezonosci powyzsze] postaci.



Grupa SL(2, q)

Jesli g ma dwie rézne wartosci wtasne to g jest sprzezone z

macierzg postaci
A0
0 A1

Przy tym dowolna macierz komutujaca z g sie diagonalizuje, czyli
komutant ma (g — 1) elementéw, a wiec klasa sprzezonosci ma
q(q + 1) elementéw. Widaé¢ ze X i A™! daja ta sama klase. Z
drugiej strony, macierze ktére sa sprzezone w SL(2, g) maja ten
sam zbiér wartoéci whasnych. Czyli {\, \"1} wyznacza doktadnie
jedna klase sprzezonosci. Tutaj wykluczone jest 0 (nie ma
odwrotnosci), 1 i —1 (wtedy wartosci wtasne sa réwne). A wiec
mamy (g — 3)/2 klasy tego typu.



Grupa SL(2, q)

Nieco bardziej skomplikowane rozumowanie pokazuje ze jesli g ma
dwie rézne wartosci whasne z F(q%) — F(q) to elementy komutujace
z g tworza podgrupe cykliczna mocy g + 1 ktérej elementy to /, —/
a pozostate elementy maja dwie rézne wartosci wtasne z

F(q?) — F(q). Wynika stad ze klasa sprzezonosci g ma (g — 1)g
elementéw. Jest (q — 1)/2 takich klas sprzezonosci, przy tym g1
jest sprzezone z g i jest to jedyny element komutanta g sprzezony z
g.



Grupa SL(2, q)

Podsumujmy nasze wyliczenia klas w tabelce:

rodzaj moc klasy | liczba klas | moc sumy klas

+/ 1 2 2

+nc (° —1)/2 | 4 2(q* —1)
AeF(q)—{0,1,-1} | g(q+1) |(9—3)/2 | (9—3)q(g+1)/2
A € F(¢°) — F(q) (—1)q |(g—1)/2 [ q(qg—1)*/2
Razem q+4 (g—1)g(g+1)

Na mocy twierdzenia Wedderburna grupa SL(2, q) ma q + 4 klasy
réwnowaznos$ci reprezentacji nieprzywiedlnych nad C.




Grupa SL(2, q)

Z podanego opisu klas sprzezonosci wynika

Lemat

Dla q > 3 jedynym nietrywialnym dzielnikiem normalnym SL(2, q)
Jest centrum. Dla q = 3 jest jeszcze dzielnik normalny mocy

(g +1)(g—1) =8 z ilorazem mocy 3.

Dowéd w notatkach.

Whiosek: Dla g > 3 jedyna reprezentacja jednowymiarowa SL(2, q)
jest reprezentacja trywialna. SL(2,3) ma dwie reprezentacje
jednowymiarowe.



Podgrupa M

Rozwazmy podgrupe M grupy SL(2, q) sktadajaca sie z macierzy

postaci
A cC
A\ ) = < 0 -1 >

M ma dzielnik normaly N sktadajacy sie z macierzy dla ktérych

A = 1. Dzielac M przez N otrzymujemy grupe izomorficzng z grupa
multyplikatywna ciata F(q). Jest to grupa cykliczna majaca g — 1
elementéw. Sktadajac odwzorowanie ilorazowe z jednowymiarowymi
reprezentacjami otrzymamy g — 1 reprezentacji jednowymiarowych
M, a wiec i g — 1 charakteréw jednowymiarowych.



Podgrupa M

N jest izomorficzne z grupa addytywna ciata F(q), a wiec
reprezentacje nieprzywiedine N sa jednowymiarowe. Nasuwa sie
pytanie o reprezentacje indukowane z N. Zauwazmy ze w M jest
wiekszy dzielnik normaly N generowany przez N i +/. N jest grupa
abelowa, a wiec preprezentacje indukowane z N rozktadaja sie na
sume prosta reprezentacji jednowymiarowych N. Aby méc otrzymaé
reprezentacje nieprzywiedlne rozwazny wiec reprezentacje
indukowane z N. Taka reprezentacja ma wymiar (g — 1)/2. Niech
x bedzie charakterem reprezentacji N. Reprezentacja indukowana
po obcieciu do N jest suma prosta (g — 1)/2 reprezentacji z
charakterami x, zadanymi wzorem y,(n) = x(a®n) gdzie a
przebiega wartosci z F(q) dajace reprezentanty warstw. Poniewaz
bierzemy tylko jedno z a i —a otrzymane charaktery s3 rézne. To
oznacza ze faktycznie otrzymamy w ten sposéb reprezentacje
nieprzywiedlng M (kazda nietrywialna podprzestrzen niezmiennicza
zawiera jednowymiarowg podprzestrzen z charakterem x5, a z jednej
takiej podprzestrzeni dziatanie M da cata przestrzen reprezentacji).



Podgrupa M
Jesli dwa charaktery N s3 zwiazane wzorem x»(n) = x1(a~'na) to
otrzymane reprezentacje sa réwnowazne. Charaktery N daja cztery
klasy réwnowaznosci wzgledem tej relacji, wiec otrzymamy cztery
nieréwnowazne reprezentacje. Obliczmy charakter n reprezentacji
indukowanej. Dla m ¢ N mamy n(m)=0. Dlam=—Inzne N
mamy n(m) = x(—/)n(n). A wiec kluczowe jest obliczenie n(n).
Dla n. mamy
77(”6) = % Z X(nazc)'
a€F(q)—{0}
Dalsze obliczenie jest dos¢ skomplikowane (szczegéty w notatkach),
tu podamy tylko wynik. Mianowicie, jesli —1 nie jest kwadratem w
F(q) to n(nc) = %1 + %. Jesli —1 jest kwadratem w F(q) to
n(ne) = _71 + @. Uwzgledniajac to kiedy —1 jest kwadratem w
F(q) wynik mozna zapisa¢ jako n(nc) = _71 + v gdzie

(D)@ D/2g

Y= 5



Reprezentacje indukowane

M ma g — 1 reprezentacji jednowymiarowych odpowadajacych
charakterom podgrupy skfadajacej sie z macierzy diagonalnych.
Innymi stowy te reprezentacje pochodza z wydzielenia M przez
podgrupe macierzy postaci N, i wziecia reprezentacji
jednowymiarowych ilorazu. Niech x bedzie charakterem M
odpowiajgcym takiej reprezentacji jednowymiarowej. Wtedy
charakter Ind(x) reprezentacji indukowanej liczymy uzywajac
podany wczesniej lemat, bioragc sume po reprezentantach wartstw
SL(2,q)/M. Mozna pokazac ze sa doktadnie dwa reprezentanty
warstw r € SL(2,q)/M takie ze r—tmr € M, przy tym przy jednym
wyborze x(r~tmr) = x(m), przy drugim x(r~tmr) = x(m)~1. A
wiec Ind(x)(m) = x(m) + x(m)~! dla m w postaci diagonalne;.



Reprezentacje indukowane
Dla m postaci + N, mozemy rozumowac nastepujaco: jesli
r~Ymr € M to r~Ymr jest postaci +N,,. Kazdy wektor wiasny m
jest wielokrotnoscig er, czyli re; jest wielokrotnoscig e;. A wiec
r € M, czyli jest doktadnie jedno r takie ze r—tmr € M. A wiec
Ind(x)(m) = x(m)
Jesli m = £/ to r'mr = m i kazdy reprezentant daje ten sam
wkiad, czyli Ind(x)(m) = (g + 1)x(m).
Liczac (Res(Ind(x)), x) obliczamy sume po grupie M. Rutynowy
rachunek daje

(Res(Ind(x)), x) = (X + X, x)
gdzie jak wczesniej X(m) = x(m™1). Jesli x(m) # x(m™1) to z
ortogonalnosci charakteréw (wniosek po lemacie 4.4 z wyktadu 4)
wynika ze

(Res(Ind(x)), x) =1

czyli Ind(x) zawiera tylko jedna kopie reprezentacji M z
charakterem , a to oznacza ze Ind(x) jest reprezentacja
nieprzywiedIng. Przy tym takie reprezentacje otrzymane z x1-i X2



Reprezentacje indukowane
X = x oznacza ze x(m) = x(m™1) = x(m)~1, czyli x przyjmuje
tylko wartosci ze zbioru {—1,1}. Grupa multyplikatywna ciata F(q)
jest cykliczna, wiec s3 tylko dwa takie charaktery. A wiec powyzsza
procedura indukcji daje (g — 3)/2 rézne reprezentacje
nieprzywiedIne wymiaru g + 1.
Gdy x(m) = x(m™1) mozna wyliczy¢ ze

(Ind(x), Ind(x)) = 2

Czyli Ind(x) jest suma dwu reprezentacji nieprzywiedInych.
Ponadto (Res(Ind(x))x) =2. Dla x = 1 na mocy wzajemnosci
Frobeniusa jedna ze sktadowych reprezentacji jest reprezentacja
trywialna, druga reprezentacja ma wymiar gq. W drugim przypadku,
gdy x(A(X, c¢)) = —1 dla A bedacego generatorem grupy
multyplikatywnej ciata F(q) otrzymamy dwie reprezentacje wymiaru
(g 4+ 1)/2. Mianowicie, jako ako reprezentacja M Ind(chi) jest
suma dwu reprezentacji jednowymiarowych (trywialnych na N) i
dwu reprezentacji wymiaru (g — 1)/2 (nietrywialnych na N) podziat
na dwie reprezentacje wymiaru (g + 1)/2 jest to jedyny mozliwy



Reprezentacje indukowane

Reguta wzajemnosci Frobeniusa méwi ze w ten sposéb opisalismy
wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne SL(2, q) ktérych obciecie do
M zawiera reprezentacje jednowymiarowa M (trywialna na N).
Pozostate reprezentacje po obcieciu do M s3 sumami reprezentacji
wymiaru (g — 1)/2 (nietrywialnych na N). Analizujac to doktadniej
mozna opisaC wszystkie reprezentacje SL(2, q) (szczegdty w
notatkach).



Reprezentacje indukowane

Nizej podajemy w tabelce wynik naszych obliczen. By zaoszczedzi¢
miejsca uzywamy uproszczonych oznaczen. Jako ze charakter na
elementach typu —n. jest wyznaczony przez warto$¢ na nc |
wartos¢ na —/ pomijamy klasy typu —n.. Wartosci na dwu klasach
typu nc sa ze sobg zwigzane wiec podajemy tylko dla jednej. Dla
charakteréw wymiaru (g +1)/2 i (g — 1)/2 wystarczy podanie
jednego z pary.

Charakter | / znak —/ | XA € F(q) M€ F(q%)

tryw. 1 + 1 1

x =1 q + 1 -1

X#X  |q+1 X(=1) [x()+x()']o

X =X (@+1)/2 | x(=1) | x(A) 0

Y F g-1 Y(=1) |0 —p(A) — (V)"
Y =1 (g—1)/2 [ y(=1) |0 —p(A)




Grupy krystalograficzne

Idealny krysztat to periodyczna kolekcja atoméw. Interesuja nas
symetrie krysztatu. Fizycznie najwazniejsze sg krysztaty w
przestrzeni tréjwymiarowej. Matematycznie mozemy rozwazac
dowolen R" jako przestrzen. Z definicji symetriami s3 przesuniecia
o okresy co daje Z" jako podgrupe grupy symetrii G. Jest to
podgrupa normalna. lloraz H grupy G przez Z" jest grupa
skonczona. Dziatanie G na Z" przez automorfizmy wewnetrzne
daje reprezentacje H na Z". Przy tym jest to reprezentacja wierna,
bo przeksztatcenie afiniczne komutujgce z przesunieciami jest samo
przesunieciem.

Pierwszym krokiem do wyznaczenia mozliwych grup symetrii jest
wyznaczenie grup skoiczonych ktére maja wierna reprezentacje na
7"



Grupy krystalograficzne

Tradycyjne podejscie dla R? wygladato nastepujaco:
» wyznaczenie grup majacych reprezentacje na R3
» sprawdzenie ktére z nich maja reprezentacje na Z3
» wyznaczenie klas réwnowaznosci reprezentacji na Z3

Znajac reprezentacje pozostawato wyznaczy¢é mozliwe struktury G,
co we wspdfczesym jezyku sprowadza sie do policzenia
odpowiednich grup homologii H.

Whyniki tej analizy sa dos¢ dtugie i dostepne w ksigzkach, nie
bedziemy ich tu powtarzac.

Jest prosta sztuczka ktéra pozwala uzyskaé istotng informacje o
grupie H. Mianowicie H zachowuje 2Z" co prowadzi do
reprezentacji H nad Z, (mozna tez wzigsé inng liczbe pierwsza).
Jadro tego homomorfizmu jest grupa rozwiazalna. Dla Z* pozwala
to pokaza¢ ze cate H jest rozwigzalne.



Reprezentacje indukowane

Oznaczny przez R(G) pierscien z mnozeniem punktowym
generowany przez charaktery. Elementy R(G) nazywamy
charakterami wirtualnymi.

Jesli v jest funkcja centalng na S za$ ¢ jest funkcjg centralng na G
to

Ind(¢4) = ¢Ind(1p).
A wiec elementy R(G) indukowane z S tworzg ideat w R(G).

Lemat

(Twierdzenia Artina) Kazdy element ¢ € R(G) jest wymierna
kombinacja liniowa charakterow indukowanych z podgrup
cyklicznych. Dokftadniej, |G|¢ jest catkowita kombinacja liniowa
charakterow indukowanych z podgrup cyklicznych.



Reprezentacje indukowane

Komentarz: Powyzej wystarczy wzigsc tylko maksymalne podgrupy
cykliczne. Ponadto wystarczy wzias¢ tylko jeden reprezentant w
klasie sprzezonosci podgrup cyklicznych. Dla grupy SL(2, q)
oznacza to ze wystarczg trzy albo cztery podgrupy: podgrupa
macierzy diagonalnych, podgrupa mocy g + 1 sktadajaca sie z
macierzy diagonalizujacych sie nad F(g?) i jedna lub dwie podgrupy
generowane przez elementy typu —N (jesli kazdy element F(p) jest
kwadratem w F(q) to potrzebne sa dwie podgrupy, w przeciwnym
razie wystarcza jedna). Bezposredni rachunek pokazuje ze
faktycznie wystarczy jedna podgrupa typu —N. Przy tym dla g
bedacego potega otrzymuje sie wielokrotnosci charakteréw
indukowanych z N. Jako ze charaktery odpowiednich reprezentacji
nieprzywiedInych nie pojawiaja sie w innych reprezentacjach to
wida¢ ze potrzeba dzielenia by otrzymac¢ wszystkie charaktery.
Patrzac na charaktery indukowane z podgrupy mocy g + 1 wida¢ ze
potrzebne jest odejmowanie by otrzymac¢ charaktery nieprzywiedine.



Reprezentacje indukowane

Lemat
Charaktery grupy S(n) permutacji zbioru n-elementowego
przyjmuja wartosci catkowite wymierne.

Dowdd: Charaktery przyjmuja wartosci bedace catkowitymi liczbami
algebraicznymi. A wiec trzeba pokazal ze wartosci s3 wymierne
(catkowita liczba algebraiczna ktéra jest wymierna jest liczba
catkowita). Na mocy twierdzenia Artina wystarczy pokazac ze
charaktery indukowane z podgrup cyklicznych sg wymierne.
Pokazemy to w kilku krokach.

Krok 1. Jesli g jest generatorem podgrupy cyklicznej i ma wiecej
niz jeden cykl w rozktadzie na cykle roztaczne mozemy uzyé
indukcje etapami. Mianowicie rozwazamy podgrupe S(n) ktéra
zachowuje cykle g jako zbiory. Ta podgrupa jest produktem grup
G, permutacji elementéw cyklu c. Robiac indukcje etapami widaé
ze wystarczy pokaza¢ wynik dla G, czyli mozna zaktada¢ ze g jest
pojedynczym cyklem.



Reprezentacje indukowane

Krok 2. Jesli generator g jest cyklem dtugosci / ktéra mozna
zapisa¢ jako produkt /| = km z wzglednie perwszymi ki mto g
mozna potraktowaé jako permutacja produktu zbioréw k
elementowego i m elementowego, tak ze g dziata po sktadowych
jako cykl dtugosci k i cykl dtugosci m. Znowu robimy indukcje
etapami, najpierw w produkcie grup permutacji zbioru k
elementowego i m elementowego, a potem do permutacji zbioru /
elementowego. Indukcja w produkcie daje produkt charakteréw,
wiec to sprowadza problem do cyklu ktéry jest potega liczby
pierwszej.

Krok 3. Niech cykl g dtugosci p¥ gdzie p jest liczba pierwsza
bedzie generatorem podgrupy cyklicznej C. Elementy C ktére nie
s3 generatorami tworza podgrupe H mocy pX~1. Jesli he H i
uthu € C to u~1hu nie jest generatorm C, czyli u= hu € H.
Ponadto obciecie charakteru C do H jest charakterem H. A wiec z
wzoru na charakter indukowany wynika ze charakter indukowany na
klasie h z H bedzie wielokrotnoscia charakteru indukowanego z C.
Czyli przez indukcje po k wystarczy pokazaé ze charakter



Reprezentacje indukowane

Krok 4. Niech g bedzie generatorm podgrupy cyklicznej C mocy p¥
za$ y bedzie charakterem C. u~'gu € C oznacza ze u~lgu jest
generatorem C. Z wzoru na charakter indukowany wynika ze
charkter indukowany jest wielokrotnoscig sumy wartosci x na
generatorach. Zauwazmy ze suma wartosci x po catym C jest
wymierna bo jesli x jest charakterem trywialnym to jest to liczba
catkowita, jesli y jest nietrywialny jest to wielokrotnosé sumy
pierwiastkéw z 1 ktéra wynosi 0. Suma wartosci x na generatorach
to réznica sumy wartosci x na C i sumy wartosci x na elementach
nie bedacych generatorami. Ale elementy nie bedace generatorami
tworza podgrupe H, x obciete do H jest charakterm H, czyli suma
po H jest wymierna.



Reprezentacje indukowane

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Moéwimy ze element g € G jest
p-elementem jesli rzad g jest potega p. Mdéwimy ze g jest
p-regularny jesli rzad p jest wzglednie pierwszy z p.

Méwimy ze podgrupa G jest p-elementarna jesli jest produktem
grupy cykliczniej rzedu wzglednie pierwszego z p i podgrupy rzedu
bedacego potega p (p-podgrupy).

Lemat

(Twierdzenia Brauera) Kazdy element R(G) jest kombinacja liniowa
z catkowitymi wspdtczynnikami charakteréw jednowymiarowych
podgrup p-elementarnych (z dowolnym p).

Uwaga: Istnieja nieprzemienne p-grupy. Takie grupy muszg miec
reprezentacje nieprzywiedine wymiaru wiekszego niz 1, a wiec w
twierdzeniu Brauera trzeba uwzgledniaé charaktery podgrup.

Innymi stowy, w przeciwienstwie do twierdzenia Artina nie mozna
sie ograniczyc do maksymalnych podgrup p-elementarnych.



Reprezentacje indukowane

Uwaga: W praktyce przy wyznaczaniu klas sprzezonosci elementéw
réwniez mozna wyliczy¢ komutant (a przynajmniej jego moc).
Czesto podgrupy p-elementarne sg matymi rozszerzeniami podgrup
cyklicznych i tatwo je wyliczy¢é. Wtedy stosowanie twierdzenia
Brauera wymaga podobnego wysitku jak twiedzenie Artina a daje
mocniejszy wynik. Ale czasami p-podgrupy s3 duze i
skomplikowane.

Dla grupy SL(2, q) z opisu komutantéw elementéw widac¢ ze jesli
sktadnik cykliczny zawiera nietrywialng klase sprzezonosci to cata
podgrupa p-elementarna bedzie albo cykliczna albo bedzie
podgrupa N. Widaé ze wymienione podgrupy sa p-elementarne.
Dla nieparzystego g moc SL(2, q) jest podzielna przez 8, a wiec
SL(2, q) zawiera nieprzemienna 2-podgrupe.



