1. Niech G bedzie grupa macierzy 2 na 2 postaci
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gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi. Znajdz podprzestrzenie niezmiennicze
dla naturalnej reprezentacji G na przestrzeni dwuwymiarowej.

2. Niech G bedzie grupa symetrii trojkata réwnobocznego ktorego $rodek
ciezkosci jest w poczatku ukladu wspohrzednych. Czy G ma nietrywialng
podprzestrzen niezmienniczg dla naturalnej reprezentacji G na przestrzeni
dwuwymiarowe;j.

3. Znajdz klasy sprzezonosci, tzn. zbiory postaci [z] = {gxg™' : g € G}
dla grup z zadan 1 i 2.

4. Sprawdz ze definicja piericienia R|G| zachowuje sens w przypadku gdy
G jest tylko potgrupa. Niech G bedzie potgrupa nieujemnych liczb catkowi-
tych. Uzasadnij ze R[G] jest izomorficzny z pier§cieniem wielomianow jednej
zmiennej o wspotczynnikach w R.

5. Niech S bedzie pierscieniem funkcji wymiernych jednej zmiennej x o
wspotczynnikach w ciele K ktorych mianownik jest potega x (ten pierscien
bywa nazywany pierscieniem wielomianow Laurenta). Niech G bedzie grupa
liczb catkowitych z dodawaniem. Uzasadnij ze K[G] jest izomorfliczne z S.

6. Niech k bedzie dodatnig liczba catkowita i niech V' bedzie przestrzenia
funkcji zespolonych na zbiorze {0,1,...,k — 1}. Operator A zadajemy wzo-
rem (Af)(j) = exp(2mij/k)f(j) gdzie i jest jednostka urojona. Opisz grupe
G generowang przez A. Opisz podprzestrzenie niezmiennicze dla G.

7. Niech k, V i A beda jak wyzej. Operator B definujemy wzorem

(BA)j) = fG+ 1) dlayj <k—11i(Bf)(k—1) = f(0) (innymi stowy
dodawanie indeksow jest modulo k). Opisz grupe H generowana przez A i
B. Uzasadnij ze H nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych.

8. Niech operator A na V = Q" bedzie zadany macierza

1100 ... 00
0110 ... 00
0000 11
0000 1



Reprezentacje p grupy addytywnej Z definiujemy wzorem p(n) = A". Uza-
sadnij ze operator zadany macierza

0100 0 0
0010 0 0
0000 01
0000 0 0

nalezy do obrazu reprezentacji. Wywnioskuj stad opis podprzestrzeni nie-
zmienniczych dla p.

9. Niech p bedzie reprezentacja Z na przestrzeni wektorowej V. Niech
A = p(1). Uzasadnij ze jesli wektory v, Av, A%v, ... sg liniowo niezalezne to
V' zawiera kopie reprezentacji regularnej. Wywnioskuj stad ze dowolna repre-
zentacja Z na przestrzeni wektorowej albo zawiera reprezentacje skoriczenie
wymiarowg albo kopie reprezentacji regularnej. Wyjasnij co sie dzieje gdy V'
to przestrzen zespolonych wielomianéw trygonometrycznych, tzn. V sktada
sie 7 funkcji postaci Y ¢ exp(kiz) gdzie suma jest skonczona, k catkowite,
i jest jednoska urojona, x jest zmienna za$ p(1) to operator mnozenia przez

exp(ix).

10. Niech R bedzie zbiorem operatoréw rézniczkowych postaci > ¢; x@7 O
gdzie suma jest skoniczona za$ j i k sa liczbami naturalnymi. Uzasadnij ze R
jest pierscieniem z naturalymi dzialaniami, ze mozna naturalnie zdefiniowac
dzialanie elementéw R na wielomianach i ze otrzymany w ten sposéb modut
jest prosty.

11 Grupa wolna. Niech S bedzie zbiorem symboli. Dla kazdego s € S
przez s~ oznaczymy symbol ze zbioru S~! roztacznego z S. Skoticzony cigg
elementéw zbioru A = S U S~! nazywamy stowem. Mowimy ze stowo jest
zredukowane jesli nie wystepuje w nim na sasiednich pozycjach para ss—! lub
para s~ 's. Stowo ktore nie jest zredukowane mozemy zredukowa¢ usuwajac
pary jak wyzej. Na zbiorze stow zredukowanych wprowadzamy mnozenie w
ten sposob ze najpierw piszemy po kolei dwa stowa, a potem redukujemy
wynik. Jako jedynke bierzemy slowo puste. Uzasadnij ze w ten sposob
otrzymamy grupe. Uzasadnij ze jesli S ma co najmniej dwa elementy to
klasy sprzezonosci elementow roznych od jedynki sa nieskoniczone.

Wskazowka: Najpierw zobacz ze elementy A dzialaja (daja odzworowa-
nia) na zbiorze stow zredukowanych.



