
1. Niech G b¦dzie grup¡ macierzy 2 na 2 postaci(
a b
0 1

)
gdzie a i b s¡ liczbami rzeczywistymi. Znajd¹ podprzestrzenie niezmiennicze
dla naturalnej reprezentacji G na przestrzeni dwuwymiarowej.

2. Niech G b¦dzie grup¡ symetrii trójk¡ta równobocznego którego ±rodek
ci¦»ko±ci jest w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych. Czy G ma nietrywialn¡
podprzestrze« niezmiennicz¡ dla naturalnej reprezentacji G na przestrzeni
dwuwymiarowej.

3. Znajd¹ klasy sprze»ono±ci, tzn. zbiory postaci [x] = {gxg−1 : g ∈ G}
dla grup z zada« 1 i 2.

4. Sprawd¹ »e de�nicja pier±cienia R[G] zachowuje sens w przypadku gdy
G jest tylko póªgrup¡. Niech G b¦dzie póªgrup¡ nieujemnych liczb caªkowi-
tych. Uzasadnij »e R[G] jest izomor�czny z pier±cieniem wielomianów jednej
zmiennej o wspóªczynnikach w R.

5. Niech S b¦dzie pier±cieniem funkcji wymiernych jednej zmiennej x o
wspóªczynnikach w ciele K których mianownik jest pot¦g¡ x (ten pier±cie«
bywa nazywany pier±cieniem wielomianów Laurenta). Niech G b¦dzie grup¡
liczb caªkowitych z dodawaniem. Uzasadnij »e K[G] jest izomor�czne z S.

6. Niech k b¦dzie dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡ i niech V b¦dzie przestrzeni¡
funkcji zespolonych na zbiorze {0, 1, . . . , k − 1}. Operator A zadajemy wzo-
rem (Af)(j) = exp(2πij/k)f(j) gdzie i jest jednostk¡ urojon¡. Opisz grup¦
G generowan¡ przez A. Opisz podprzestrzenie niezmiennicze dla G.

7. Niech k, V i A b¦d¡ jak wy»ej. Operator B de�nujemy wzorem
(Bf)(j) = f(j + 1) dla j < k − 1 i (Bf)(k − 1) = f(0) (innymi sªowy
dodawanie indeksów jest modulo k). Opisz grup¦ H generowan¡ przez A i
B. Uzasadnij »e H nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych.

8. Niech operator A na V = Qn b¦dzie zadany macierz¡
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Reprezentacj¦ ρ grupy addytywnej Z de�niujemy wzorem ρ(n) = An. Uza-
sadnij »e operator zadany macierz¡

0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 0 . . . 0 0


nale»y do obrazu reprezentacji. Wywnioskuj st¡d opis podprzestrzeni nie-
zmienniczych dla ρ.

9. Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ Z na przestrzeni wektorowej V . Niech
A = ρ(1). Uzasadnij »e je±li wektory v,Av,A2v, . . . s¡ liniowo niezale»ne to
V zawiera kopi¦ reprezentacji regularnej. Wywnioskuj st¡d »e dowolna repre-
zentacja Z na przestrzeni wektorowej albo zawiera reprezentacj¦ sko«czenie
wymiarow¡ albo kopi¦ reprezentacji regularnej. Wyja±nij co si¦ dzieje gdy V
to przestrze« zespolonych wielomianów trygonometrycznych, tzn. V skªada
si¦ z funkcji postaci

∑
ck exp(kix) gdzie suma jest sko«czona, k caªkowite,

i jest jednosk¡ urojon¡, x jest zmienn¡ za± ρ(1) to operator mno»enia przez
exp(ix).

10. Niech R b¦dzie zbiorem operatorów ró»niczkowych postaci
∑
cj,kx

j∂kx
gdzie suma jest sko«czona za± j i k s¡ liczbami naturalnymi. Uzasadnij »e R
jest pier±cieniem z naturalymi dziaªaniami, »e mo»na naturalnie zde�niowa¢
dziaªanie elementów R na wielomianach i »e otrzymany w ten sposób moduª
jest prosty.

11 Grupa wolna. Niech S b¦dzie zbiorem symboli. Dla ka»dego s ∈ S
przez s−1 oznaczymy symbol ze zbioru S−1 rozª¡cznego z S. Sko«czony ci¡g
elementów zbioru A = S ∪ S−1 nazywamy sªowem. Mówimy »e sªowo jest
zredukowane je±li nie wyst¦puje w nim na s¡siednich pozycjach para ss−1 lub
para s−1s. Sªowo które nie jest zredukowane mo»emy zredukowa¢ usuwaj¡c
pary jak wy»ej. Na zbiorze sªów zredukowanych wprowadzamy mno»enie w
ten sposób »e najpierw piszemy po kolei dwa sªowa, a potem redukujemy
wynik. Jako jedynk¦ bierzemy sªowo puste. Uzasadnij »e w ten sposób
otrzymamy grup¦. Uzasadnij »e je±li S ma co najmniej dwa elementy to
klasy sprz¦»ono±ci elementów ró»nych od jedynki s¡ niesko«czone.

Wskazówka: Najpierw zobacz »e elementy A dziaªaj¡ (daj¡ odzworowa-
nia) na zbiorze sªów zredukowanych.
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