1. Uzasadnij ze jesli K jest cialem liczb zespolonych, G jest grupa skon-
czong, X jest charakterem reprezentacji skonczenie wymiarowej p grupy G,
to x(¢g7') = x(g) gdzie x oznacza sprzezenie zespolone.

Wskazowka: Uzyj to ze p(g) mozna zapisa¢ w postaci diagonalnej.

2. Niech G = Z3 bedzie grupa 3 elementowa. Uzasadnij ze zdefiniowany
na wyktadzie iloczyn skalarny (-, -) nie jest dodatnio okreslony na R[G], tzn.
istnieje element f € R[G] taki ze (f, f) < 0.

3. Uzasadnij ze jesli K jest cialem algebraicznie domknietym charaktery-
styki nie dzielacej mocy G to ilo§é klas izomorfizmu modutéw prostych nad
k|G| jest rowny wymiarowi centrum k[G] (czyli mocy zbioru klas sprzezonosci
wzgledem automorfizméw wewnetrznych G).

Wskazowka: Uzyj twierdzenie Wedderburna (Lemat 2.3 z wykladu 4).

4. Opisz charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych grupy D,,. Czy cha-
raktery przyjmuja wartosci rzeczywiste? Czy wymierne?

5. Niech K bedzie ciatem algebraicznie domknietym, A bedzie dowolna
reprezentacja skonczenie wymiarowa GG, g elementem G, za$ | dodatnia liczba
catkowita taka ze g' = e. Niech x oznacza charakter \. Uzasadnij ze x(g) jest
suma [-tych pierwiastkow z 1, niezaleznie od tego czy x(g) sie diagonalizuje
(tzn. czy charakterystyka p ciata K dzieli moc ). Wywnioskuj stad ze jesli
m > 0 jest liczba taka ze ¢™ = e dla dowolnego g € G to x przyjmuje
wartosci w ciele kle,,] gdzie k jest cialem prostym (tzn. k to Q jesli K jest
charakterystyki 0 lub k to Z/(pZ) gdy K jest charakterystyki p) za$ e, jest
pierwiastkiem pierwotnym z 1 stopnia m.

6. Niech 1 bedzie charakterem skoriczenie wymiarowej reprezentacji p
grupy skonczonej G nad ciatem k. Uzasadnij ze 1 jest homomorfizmem z G
w k — {0} wtedy i tylko wtedy gdy p jest jednowymiarowa.

7. Przyjmij za znany fakt ze wymiar reprezentacji dzieli moc grupy. Ba-
zujac na podanym fakcie i tym ze grupa alternujaca A; ma 60 elementéw i
5 klas sprzezonosci, na twierdzeniu Wedderburna i wiedzac o reprezentacji
trywialnej uzasadnij ze wymiary reprezentacji As to 1,3, 3,4, 5.

8. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym charakterystyki nie
dzielacej |G|. Niech Z oznacza centrum k[G]. Niech A € Z bedzie elementem
takim ze jego dziatanie na Z diagonalizuje sie tak ze wszyskie wartosci wlasne
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sg rozne. Uzasadnij ze wektory wlasne sa wielokrotnosciami idempotentow
e; zwiazanych z k[G] modutami prostymi. Uzasadnij ze A jak wyzej istnieje.

Uwaga: Oznacza to ze znajac strukture Z mozna wyznaczy¢ e; a wiec
i charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych bez dodatkowych informacji o

k(G

9. W grupie S(4) wyznacz mnozenie na centum k[G], tzn. zapisz iloczyn
klas sprzezonosci jako sume klas sprzezonoéci z odpowiednimi krotnosciami.

10. Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym charakterystyki p i
niech G bedzie grupa mocy p*. Uzasadnij ze kazdy k[G] modul prosty jest
trywialny:.

Wskazowka: Dla grupy przemiennej opisz rozwiazania réwnania x? = 1
z x € k. Dla grupy nieprzemiennej przyjmij za znane ze G ma nietrywialne
centrum.

11. Niech A bedzie skoriczona grupa abelowa traktowang jako Z-modutl.
Rowniez Q traktujemy jako Z-modul. Uzasadnij ze Q ® A = {0}.
Wskazowka: Uzyj rownosé (ka) x ¢ = a x (kq).



