Uwaga: czes¢ zadan to material rozszerzajacy ktory nie pojawil sie na
wyktadzie. Warto przeczytac¢ i zrozumiec tres¢ tych zadan nawet jesli sie ich
nie zrobi.

1. Uzasadnij ze grupa SL(2,q) naturalnie dziala na przestrzeni q + 1
elementowej. Opisz rozklad otrzymanej dzieki temu dzialaniu reprezentacji
nieprzywiedlnej. Uzasadnij ze dla ¢ > 2 dzialanie jest przez permutacje pa-
rzyste. Opisz dokladniej strukture SL(2,q) dla q € {3,4,5}.

Wskazowka: przestrzen rzutowa.

2. Niech N bedzie abelowym dzielnikiem normalnym w G zas P podgrupa
dopetnicza, tzn. PON = {e} i PN = G. Niech x bedzie charakterm N. Niech
M oznacza podgrupe P sktadajaca sie z elementow takich ze x(g~'ng) =
x(n) dla wszystkich n € N. Niech 0 bedzie reprezentacja nieprzywiedlna M.
Uzasadnij ze reprezentacja indukowana z produktu tensorowego x ® 6 (ktory
tu redukuje sie do zwyklego mnozenia) jest nieprzywiedlna. Uzasadnij ze
kazda reprezentacja nieprzywiedlna G jest takiej postaci. Jak to sie ma do
grupy M z notatek o SL(2,q)? Opisz z tego punktu widzenie reprezentacje
grupy dihedralnej (gdzie b=*ab = a™t, b? = e, a* = ¢). Opisz reprezentacje
grupy gdzie N to przestrzen Z3, zas P to permutacje wektorow bazy w Z3
(Z,, oznacza cialo p elementowe ktore traktujemy jako grupe z dodawaniem).

3. Niech G = Z, bedzie grupa dwuelementowa. G dziala na Q? zamie-
niajac wektory bazowe e; i e;. Niech M; bedzie Z modulem generowanym
przez ey i es. Niech M, bedzie Z modulem generowanym przez e; + es i
e1 — eo. Uzasadnij ze otrzymane w ten sposob reprezentacje G nad Z nie sa
rownowazne.

Wskazowka: Uzyj redukcje modulo 2 i rozwazaj reprezentacje nad Zs.

4. Niech G,, bedzie podzbiorem grupy SL(n,Z) skladajacym si¢ z ma-
cierzy postaci I +mA gdzie I to macierz identycznosciowa, m to dodatnia
liczba catkowita, za§ A to macierz catkowitoliczbowa taka ze suma ma wy-
znacznik 1. Uzasadnij ze G, jest podgrupa normalna w SL(n,Z). Uzasadnij
ze Gpi /Gy gdzie p jest liczbg pierwsza jest grupa przemienng. Wywnio-
skuj stad ze przekroj skoriczonej podgrupy H C SL(n,Z) z G, jest grupa
rozwiazalng.

5. Uzasadnij ze izometria R® ma jednowymiarows podprzestrzen nie-
zmiennicza. Wywnioskuj stad ze taka izometria jest obrotem lub ztozeniem
obrotu z odbiciem wzgledem osi obrotu lub sie diagonalizuje. Uzasadnij ze
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jeli izometria g przestrzeni R ma $lad bedacy liczbg catkowita, to g™ = I
dla pewnego m € {1,2,3,4,6}.

6. Uzasadnij ze naturalne dzialanie grupy symetrii trojkata na przestrzeni
wymiaru 2 jest reprezentacja indukowana z reprezentacji jednowymiarowej
podgrupy jesli reprezentacje rozwazamy nad C. Uzasadnij ze nie jest to re-
prezentacja indukowana z reprezentacji nad R.

7. Uzasadnij ze jesli G jest grupa skoriczona dzialajgca na R™ to istnieje
wieloscian wypukly W taki ze G jest podgrupa grupy symetrii W. W mozna
wybra¢ tak by G dziatalo tranzytywnie na wierzchotkach W. Uzasadnij na
przyktadzie ze jest nieskoniczenie wiele klas podobieristwa mozliwych W.

8. Niech k bedzie ciatem charakterystyki p i niech G bedzie grupa mocy
pk. Uzasadnij Ze reprezentacja trywialna wystepuje w k[G] z krotnoscia 1.
Uzasadnij ze k[G] jest k[G] modulem nierozkladalnym (tzn. nie daje sie
przedstawi¢ w postaci sumy prostej nietrywialnych podmodutow).

Wskazowka: Druga cze$é to wniosek z pierwszej i zadania z listy 4.

9. Niech k bedzie cialem charakterystyki p zas G grupa mocy mp”* gdzie
m jest wzglednie pierwsze z p. Uzasadnij ze jesli M jest sktadnikiem prostym
k[G] to M ma wymiar podzielny przez p*.

Wskazowka: Przyjmij za znane istnienie podgrupy Sylowa, tzn. podgrupy
H mocy p* i uzyj wyniki poprzednich zadar.

10. Niech G bedzie grupa skonczong za$ g € G elementem rzedu mp*
(tzn. gmpk = e) gdzie p jest liczba pierwsza zas m jest wzglednie pierwsze z p.
Uzasadnij ze g mozna zapisa¢ w postaci g = uw gdzie u jest rzedu m, w jest
rzedu p* i uw = wu. Niech y bedzie charakterem reprezentacji nad ciatem
charakterystyki p. Uzasadnij ze x(g) = x(u).

Wskazowka: 1 = am+bp* z catkowitymi a i b. Rozpisz g'. W reprezentacji
zapisz element w postaci Jordana.

11. Niech G bedzie grupa skoriczong. Uzasadnij ze jesli g # g~* a klasa

sprzezonosci g réwna sie klasie sprzezonosci ¢! to moc tej klasy jest parzysta.
Uzasadnij ze jesli grupa G ma moc nieparzysta to istnieje g taki ze klasa
sprzezonosci g jest rézna od kasy sprzezonosci g—'. Wywnioskuj stad ze na
G istnieje charakter nad C ktory przyjmuje choé¢ w jednym punkcie wartosé
nie bedaca liczba rzeczywista.

Wskazowka: W ostatniej czesci uzyj twierdzenie Artina z wyktadu.

12. Jak sie zmienia wyniki o SL(2, q) dla ¢ bedacego potega 27

13. Niech k bedzie cialem za$ p bedzie reprezentacja grupy G na prze-
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strzeni wektorowej V' nad k. Niech P bedzie przestrzenia rzutowa otrzymana
z V, tzn. P = (V — {0})/k. gdzie iloraz jest wzgledem dzialamia grupy
multyplikatywej k., = k — {0} ciatla k. Innymi stowy P to zbiér prostych
przechodzacych przez 0 w V. Majac dane przeksztatcenie liniowe na V' w
naturalny sposob otrzymujemy przeksztatcenie P (tak otrzymane przeksztal-
cenia nazywamy przeksztalceniami rzutowymi). Uzasadnij ze reprezentacja
p w naturalny sposob zadaje reprezentacje rzutows tzn. homomorfizm z G w
grupe przeksztatcen rzutowych. W takiej sytuacji méwimy ze reprezentacja
rzutowa jest otrzymana z reprezentacji liniowej. Powiemy ze zbior U C P
jest podprzestrzenig jesli U jest obrazem niezerowej podprzestrzeni W C V
przez przeksztalcenie ilorazowe. Powiemy ze reprezentacja rzutowa na P jest
nieprzywiedlna jesli jedynag podprzestrzenig niezmiennicza jest cate P. Uza-
sadnij ze reprezentacja rzutowa otrzymana z reprezentacji liniowej p jest nie-
przywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy p jest nieprzywiedlna.

14. Rozwazmy grupe Heisenberga H nad Z,, tzn. grupe gdzie mnozenie
zadane jest wzorem

(1, 11, 21) (T2, Yo, 2’2) = ($1 + X9, Y1 + Yo, 21 + 29 + T1Y2)

gdzie wspolrzedne sg z pierscienia Z, reszt modulo p. Niech C' bedzie cen-
trum H. Uzasadnij ze H ma wierng reprezentacje nieprzywiedlna nad C i ze
ta reprezentacja nie zawiera reprezentacji jednowymiarowych. Uzasadnij ze
H/C ma reprezentaje przeksztaleniami rzutowymi taka ze nie pochodzi ona z
reprezentacji liniowej (tzn. nie jest ztozeniem reprezentacji liniowej z odwzo-
rowaniem ilorazowym z grupy przeksztatcen liniowych w grupe przeksztatcen
rzutowych).

15. Bazujac na podanym opisie sprawdz ze SL(2,5) ma reprezentacje wy-
miaru 2, za$ dla G = SL(2,5)/{I, —I} najmniejszy wymiar reprezentacji nie-
trywialnej to 3. Wywnioskuj stad ze istnieje homomorfizm z G w przeksztat-
cenia rzutowe przestrzeni dwuwymiarowej (reprezentacja rzutowa), ktory nie
pochodzi od reprezentacji liniowe;.

Komentarz: SL(2,5) to tak zwane nakrycie uniwersalne G, w szczegolno-
$ci kazda reprezentacja rzutowa G pochodzi z reprezentacji liniowej SL(2,5).



