1 Niech GG bedzie grupa lokalnie zwarta zas K zwarta podgrupa G. Uza-
sadnij ze lewostronnie niezmiennicza miara lokalnie skoriczona na G (miara
Haara) jest niezmiennicza na prawostrone przesuniecia przez elementy K.

Wskazowka: Ciagly homomorfizm z K w liczby rzeczywiste dodatnie jest
staly.

2 Niech G bedzie grupa lokalnie zwarta zas K zwarta podgrupa G. Uza-
sadnij ze funkcja f € L'(G) jest dwustronnie niezmiennicza na przesuniecia
o elementy z K (krocej: dwustronnie K-niezmiennicza) wtedy i tylko wtedy
egdy f = xx * [ * xx gdzie xx oznacza miare Haara na K. Wywnioskuj stad
ze funkcje dwustronnie K-niezmiennicze tworza podalgebre w L'(G).

Definicja: Pare grup (G, K) gdzie G jest lokalnie zwarta zas K jest zwarta
nazywamy para Gelfanda wtedy i tylko wtedy gdy algebra funkcji dwustron-
nie K-niezmienniczych jest przemienna.

Definicja: Powiemy ze grupa lokalnie zwarta GG jest unimodularna wtedy
i tylko wtedy gdy lewostronnie niezmiennicza miara Haara na G jest prawo-
stronnie niezmiennicza na przesuniecia o elementy G.

3 Niech (G, K) bedzie para grup gdzie G jest lokalnie zwarta i uni-
modularna zas K jest zwarta. Zakladamy ze dla kazdego g € G mamy
g ! € KgK. Uzasadnij ze wtedy para (G, K) jest para Gelfanda. Sprawdz ze
para (SL(2,R),SO(2,R)) (para macierze 2 na 2 o wyznaczniku 1 i macierze
obrotow) jest para Gelfanda.

Wskazowka: Przy podanym zatozeniu dla funkeji dwustronnine K-niezmien-
niczych f mamy f(g) = f(g'). Dla G = SL(2,R) uzyj fakt ze dowolny
m € G mozna zapisa¢ w postaci m = kydky gdzie ki, ks € K = SO(2,R) i ze
d* = k=tdk gdzie k jest obrotem o 7 /2.

4. Niech M bedzie grupa zwarta, G = G X G za§ K bedzie diagonalna
podgrupa w G (tzn. zbiorem elementéw postaci (m, m) gdzie m € M). Uza-
sadnij ze para (G.K) jest para Gelfanda.

Wskazowka: Algebra funkcji dwustronnie K-niezmienniczych na G jest
izomorficzna z algebra funkcji centralnych na M.

5. Niech G bedzie grupa, K podgrupa G za$ p reprezentacja unitarna G
na przestrzeni Hilberta H. Zaktadamy ze podprzestrzen Hy wektorow z H
niezmienniczych na dziatanie K jest jednowymiarowa i cykliczna dla G, tzn.
C[G|Hg jest geste w H. Uzasadnij Ze p jest nieprzywiedlna.

6. Niech G bedzie grupa, K podgrupa G za$ ¢ funkcja dodatnio okre-



slong na G. Uzasadnij ze ¢ jest dwustronnie K-niezmiennicza wtedy i tylko
wtedy gdy wektor cykliczny reprezentacji cyklicznej odpowiadajacej ¢ jest
K-niezmienniczy.

7. Niech G bedzie grupa zas p reprezentacja majacg wektory cylkiczne v,
1 vo. Uzasadnij ze jesli p jest nieprzywiedna i mamy ¢,, = ¢,, gdzie

qb'Ui = <p(g)vi> Ui)

to istnieje liczba zespolona a taka ze vy = aws.

8. Niech (G, K) bedzie para Gelfanda, niech A bedzie podalgebra L'(G)
sktadajaca sie z funkcji dwustronnie K-niezmienniczych i niech ¢ bedzie cia-
gty dwustronnie K-niezmiennicza funkcja dodatnio okreslona na G taka ze
¢(e) = 1 gdzie e jest jedynka w G. Uzasadnij ze odpowiednia reprezenta-
cja cykliczna G jest nierozkladalna wtedy i tylko wtedy gdy ¢ jest generuje
promien ekstremaly stozka funkcjonaléw dodatnich na A. Réwnowaznie, od-
powiednia reprezentacja cykliczna G jest nierozkladalna wtedy i tylko wtedy
gdy podprzestrzen wektoré6w K-niezmienniczych jest jednowymiarowa. Row-
nowaznie odpowiednia reprezentacja cykliczna G jest nierozkladalna wtedy i
tylko wtedy gdy ¢ daje homomorfizm z A w C.

Jesli ¢ spetnia jeden z rownowaznych warunkéw wyzej to moéwimy ze ¢
jest funkcja sferyczna a odpowiednia reprezentacje nazywamy reprezentacja
sferyczna.

8. Niech (G, K) bedzie para Gelfanda. Wtedy przestrzen 2 funkcji sfe-
rycznych dla pary (G, K) z topologia zbieznosci jednostajnej na zbiorach
zwartych jest lokanie zwarta. Jesli ¢ ciagla dwustronnie K-niezmiennicza
funkcja dodatnio okreslona na G to istnieje doktadnie jedna miara dodatnia
u na € taka ze

P(g) = /Q w(g)dp(w).

Komentarz: Oznacza to ze reprezentacja cykliczna odpowiadajaca ¢ jest
catka prosta reprezentacji sferycznych i ze rozktad na catke prosta jest jed-
noznaczny.

9. Grupe izometrii R? mozna zapisa¢ jako zbior par (z,t) gdzie z,t € C i
|z| = 1. Mnozenie jest zadane wzorem

(21,t1) (22, t2) = (2129, 25 't + t2).

Zadajemy reprezentacje na L*(S) gdzie S = {z : |2| = 1} wzorem
p((z,1))v(u) = exp(iaR(zt/u))v(u/z)
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gdzie a > 0 zas$ R oznacza cze$é rzeczywista. Sprawdz ze jest to reprezentacja.
Uzasadnij ze jest ona nieprzywiedlna

10. Niech G dziata na przestrzeni z miarg probabilistyczna M, tzn. dana
jest funkcjam : (G, M) — M taka ze dla dowolnych ¢;, g2 € Gix € M mamy
m(g1, m(ge, x)) = m(g1gq, ). Zakladamy ze dzialanie zachowuje miare, tzn.
przy ustalonym g € G i dowolnym mierzalnym A C M mamy

Al = {m(g, z) -z € A}].

Zadajemy reprezentacje G w L*(M) wzorem

Sprawdz ze jest to reprezentacja. Uzasadnij ze ta reprezentacja zawiera re-
prezentacje trywialna z krotnoscia 1 wtedy i tylko wtedy gdy dziatanie G na
M jest ergodyczne tzn. wtedy i tylko wtedy gdy

VyealA = {m(g,x) s € A} =0

implikuje ze A = M lub A = (). Sprawdz ze gdy a jest liczbg niewymierna,
M =R/Z, G = Z, zas m(g,z) = x — ag to powyzszy warunek jest spetniony.



