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1 Wrowadzenie

Grupy pojawily sie w matematyce jako symetrie réznych obiektéw. Od poczatku
prowadzilo to do badania dzialania grup na réznych strukturach matematycz-
nych. My bedziemy sie zajmowa¢é dzialniami liniowymi, tzn. gdy elementy grupy
dzialaja jako odwzorowania liniowe na przestrzeni wektorowej nad ciatem czy
ogoélniej na modutach. W pierwszej czesci bedziemy sie zajmowaé gtéwnie gru-
pami skoriczonymi i ich dzialaniem na przestrzeniach wektorowych nad ciatem.
Wyniki przyjmuja najprostsza postaé¢ na cialem liczb zespolonych czy ogoélniej
nad cialem algebraicznie domknietym charakterystyki 0. Ale teorie tatwo mozna
uog6lni¢ na znacznie wieksza klase cial. Pierwsza czes$é uzywa metody czysto
algebraiczne.

W drugiej czesci bedziemy sie zajmowaé grupami nieskonczonymi. Tutaj
ograniczymy sie gtownie do reprezentacji unitarnych (w przeciwnym wypadku
teoria bylby zbyt skomplikowana). Tu beda potrzebne przestrzeni Hilberta i
operatory na przestrzeniach Hilberta, w szczegolnosci przestrzeni L2.

2 Podstawowe definicje

2.1 Definicja reprezentacji

Niech R bedzie piericieniem przemiennym z jedynka zas§ V modulem nad R.
Przez GL(V') oznaczymy grupe odwracalnych endomorfizmow V.

Definicja. Reprezentacjg grupy G na V nazywamy homomorfizm p : G —
GL(V)

Komentarz. Na wstepnych wykladach czesto rozwaza sie tylko przypadek
gdy pierscien R to ciato liczb zespolonych. Ale ogolniejsza teoria nie jest trud-
niejsza (mozna argumentowaé ze jest latwiejsza bo pozbywamy sie zbednych
zalozen), a pozwala pokaza¢ zjawiska ktore sie nie pojawia dla ciata liczb zespo-
lonych i stosuje sie do wiekszej liczby problemow.

Przyktlady.

1. Niech R = R bedzie ciatem liczb rzeczywstych, G bedzie grupa izometrii
plaszczyzny przeprowadzajach zbior A = {(1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1)} na sie-
bie. Latwo zauwazy¢ ze taka izometria musi przeprowadzaé Srednig A na siebie.



Ale grednia A to (0,0), czyli takie izometrie zachowuja poczatek uktadu wspdl-
rzednych. Stad wynika ze G jest podzbiorem GL(R?). A wiec odwzorowanie
wlozenienia z G w GL(R?) daje nam reprezentacje G na V = R2.

2. Ogolniej, izometrie ustalonej figury geometrycznej tworza grupe (zwy-
kle skoniczong). Izometrie V' = R™ mozna zapisa¢ jako sume elementu GL(V)
i przesuniecia. Zapominajac o przesunieciu dostaniemy homomorfizm z G w
GL(V), czyli reprezentacje na V.

3. Niech R i G beda dowolne. Jako V przyjmujemy przestrzen wszystkich
funkcji na G o wartosciach w R. V ma naturalng strukture modutu nad G:
dodawanie wykonujemy dodajac wartosci w punktach. Podobnie mnozenie przez
element z R wykonujemy mnozac wartoSci w punktach. Dla ustalonego g € G
definujemy odwzorowanie p(g) : V. — V wzorem:

(p(9)f)(x) = fg " a).

Latwo zauwazy¢ ze p(g) jest dobrze zdefiniowane, tzn. dla f € V wzor definiuje
element V. Ponadto to odwzorowanie speltnia p(g)(f1 + f2) = p(9)f1 + p(g9) f2 1
dlar € Rmamy p(g)(rf) =rp(g)f, czyli p(g) jest endomorfizmem V. Nastepnie
dla g1, g2 € G mamy

p(91)(p(g2) 1) () = (p(g2) £) (g7 ") = f(g5 g7 ')
= f((9192)""z) = (p(g192) f) ().

A wiec p(g1)p(g2) = p(g192) czyli p daje homomorfizm z G w endomorfizmy
G. Latwo zauwazy¢ ze jedynka grupy G przechodzi na endomorfim identyczno-
$ciowy V. A wiec p(g~1) jest odwrotnoscia p(g), czyli p przyjmuje wartosci w
GL(V), czyli daje reprezentacje G na V.

4) Jesli dla kazdego elementu G warto$é¢ p(g) zdefiniujemy jako identycz-
nos¢ na V to otrzymamy reprezentacje G na V. Tg reprezentacje nazywamy
reprezentacja trywialng.

Jesli mamy zadane reprezentacje p;, i = 1, 2 grupy G namodutach V;,i = 1,2
to mozemy utwozy¢ sume prosta V = Vi @ Vs i zdefiniowaé reprezentacje p na
V' wzorem

p(9) (v, v2) = (p1(g)v1, p2(g)v2).

Ta reprezentacje nazywamy suma prosta p; i p2 1 ozhaczamy przez p; @ ps.
Jesli W jest podmodutem V niezmienniczym na dziatanie wszystkich p(g),
to mozemy zdefiniowaé reprezentacje n grupy G na W wzorem

n(g) = p(g)lw-

gdzie |w oznacza obciecie operatora do W. Mowimy 7ze reprezentacja 7 jest
podreprezentacja p.

Przyktad.

5) Niech V bedzie modutem z przyktadu 3. Jako W przyjmiemy zbior funkcji
ktore sg rozne od zera tylko w skonczenie wielu punktach. Latwo zauwazy¢ ze
W jest podmodutem V i ze W jest niezmienniczy na dzialanie G. Obciecie p
do W daje nam reprezentacje A ktéra nazywamy reprezentacjg regularng G.



Jesli mamy zadane reprezentacje p;, ¢ = 1,2 grupy G namodutach V;,i = 1,2
izomorfizm h : V; — V5 speliajacy

h(p1(g)) = p2(h(g))

to moéwimy ze Vp jest réwnowazne V5. Czesto nie ma potrzeby rozrdzniania
réwnowaznych reprezentacji.

Mozna by w podobny sposoéb definiowaé¢ wiecej poje¢, ale dalej bedziemy
uzywac nieco ogoélniejszej terminologii modutéw.
2.2 Pierscienn grupowy

Modul W z przyktadu 5 ma bogatsze wlasnosci: ma naturalng strukture pier-
§cienia. Mianowicie niech d4 bedzie funkcje na G ktoéra przyjmuje w punkcie g
warto$¢ 1 a w pozostatych punktach wartosé¢ 0. Wtedy definiujemy

5!]1 592 - 55]192'
Latwo zauwazy¢ W jest modutem wolnym z baza {6, : g € G}:
F@)=>" f(9)d,()

gdzie suma jest skoniczona bo tylko dla skoriczenie wielu g mamy f(g) # 0. To
pozwala zdefiniowaé¢ mnozenie rozszerzajac podany wyzej wzor dla J,. Miano-

wicie, niech
fi= E agdg,

9
fo=" bndn.
h

Wtedy produkt fi fo definujemy wzorem

fife= Zagbh5gh = Z Z agby | 65

gh s gh=s
to znaczy linowo rozszerzamy mnozenie z bazy na cate W. Mamy
E agbp, = E agbg-1s,
gh=s g

czyli wzér na mnozenie mozna zapisa¢ w postaci

f1f2 = Z (Zagbg_ls> 55'

Dla fi = 64 daje to
Sgf2 =Y by-140s,



czyli
(0g.f2)(x) = bg-1,
Ale by, = fo(h) czyli mamy

(0gf2)(x) = falg™'z) = (p(g) f2)(2).

Czyli p(g) to operator mnozenia przez d,.
Jako ze mnozenie wprowadziliémy jako liniowe rozszerzenie mnozenia z bazy
W to tatwo spradzi¢ ze jest on rozdzielne wzgledem dodawania:

filfe+ f3) = fife + fifs,
(fi+ fo)fs = fifs + fafs.

Ponadto mnozenie jest taczne:

Ji(fafs) = (frf2) f5.

Widac tez ze §. gdzie e jest elementem neutralnym w G jest jedynka dla naszego
mnozenia:

Ocf = foe = [.

A wiec modut W z mnozeniem wprowadzonym wyzej mnozeniem faktycznie jest
pier$cieniem. Nazywamy go pierscieniem grupowym G i oznaczamy przez R[G].

Definicja. Niech R bedzie pier§cieniem (niekoniecznie przemiennym) za$ M
jest grupa abelowa. Mowimy ze M jest (lewym) modutem nad R jesli zadane
jest mnozenie elementéw m € M przez elementy r € R spelniajace nastepujace
warunki:

ri(ram) = (rir2)m,
(r1 4+ ro)m = rim+ ram,

r(my +ma) = rmy + rmo,

Jesli R jest pierécieniem z jedynka to dodatkowo zadamy by 1m = m.

Zauwazmy ze jesli pier§cienn Ry jest podpier§cieniem pierécienia Ro to modut
M nad R, mozna potraktowa¢ jako modul nad R;, po prostu mnozac tylko
przez elementy z R;. Nieco ogélniej majac homomorfizm h z R; w Ry mozna
zdefiniowa¢ mnozenie przez elementy r € Ry wzorem

rm = h(r)m

Zauwazmy ze kazda grupe abelowa mozna potraktowaé¢ jako modutl na licz-
bami catkowitymi Z definiujac mnozenie przez liczbe catkowita dodatnig za
pomoca dodawania, za§ mnozenie przez —1 jako branie elementu odwrotnego.
Z drugiej strony, dla dowolnego pierécienia z jedynka R istnieje doktadnie jeden
homomorfizm z Z w R co na modutach nad R daje stukture modutu nad Z.
Latwo sprawdzi¢ ze mnozenie przez elementy Z otrzymane w ten sposoéb jest
identyczne z mnozeniem pochodzacym ze struktury grupy abelowej.



Uwaga. Niech M bedzie grupa abelowa i dla r z piericienia R sa zadane
odwzorowania p(r) ktore sa endomorfizmami M i spelniaja réwnosci

p(r1)p(ra)m = p(rire)m,
p(ri)m+ p(ra)m = p(r1 +ro)m

Wtedy wzor rm = p(r)m zadaje ma M strukture modutu nad R. Odwrotnie,
jesli M jest modutem nad R za$ p jest zadane wzorem p(r)m = rm, to p spelnia
wzory wyzej (czyli jest homomofizmem z R w endomofizmy M). Poréwnujac to
z definicja reprezentacji grupy mozna by mowic o reprezentacji pierscienia.

Uwaga. Analogicznie do lewgo modutu mozna by zdefiniowa¢ prawy modut,
piszac w definicji elementy R z prawej strony. Dla pierécieni przemiennych daje
to niewiele nowego, ale jesli R nie jest przemienny to réznica moze by¢ istotna.

Definicja. Jesli M;, i = 1,2 sg modutami nad R i h jest odwzorowaniem z
My w My to méwimy ze h jest homomorfizmem jesli h jest homomorfizmem M;
w M, traktowanymi jako grupy abelowe i dla kazdego m € M, i kazdego r € R
zachodzi rowno$¢ h(rm) = rh(m).

Jesli M7 = My i h jest homomorfizm z M; w Ms to méwimy ze h jest
endomorfizmem. Jesli A jest homomorfizm i ma odwrotnos$é¢ ktéra tez jest ho-
momorfizmem to méwimy ze h jest izomorfizmem.

Lemat 2.1 Niech V bedzie lewym modutem nad pierscieniem grupowym R[G].
wtedy wzor

plg)m = dgm

zadaje reprezentacje na V' traktowanym jako modut nad R.

Odwrotnie, jesli dany jest modut V nad R i reprezentacja p grupy G na V,
to na V. mozna wprowadzié¢ doktadnie jedng strukture R[G] modulu takg Ze p
jest dane wzorem wyzej.

Dowdd. Na mocy definicji modutu p(g) przeprowadza sumy na sumy, czyli
jest endomorfizmen grupy abelowej. R jest podpierscieniem R[G] i dla r € R
mamy Jdgrm = rdgm, a wiec p(g) jest endomorfizmem V traktowanego jako
modut nad R.

Mnozenie w R[G] jest laczne, wiec mamy

p(g1)(p(g2)m) = 64, (8g,m) = (84,69,)M = 84,9, = p(g192)M0

czyli p jest homomorfizem z G w endomorfizmy V traktowanego jako modut

nad R. . jest jedynka w R[G], wiec zgodnie z nasza definicja . przechodzi

na operator identyczno$ciowy I na V. Wzor p(g~1)p(g) = I oznacza ze p(g) €

GL(V), a wiec p jest reprezentacja G na V traktowanym jak modul nad R.
Gdy mamy zadang reprezentacje p grupy G na V to dla

fl :Zagég
g



piszemy

(1) fim =" agp(g)m.

Dla

fo=">budn
h

mamy

fi(fam) =" agp(g) (Z bhp(h)m> =Y ag Y buplg)p(h)m =
g h g h

D ag > buplghym =Y | > | p(s)m = (fif2)m
g h

s gh=s

gdzie piewsza rownos¢ to uzycie (1), druga zachodzi bo p(h) jest endomorfizmem
modutu, trzecia wynika z tego ze p jest reprezentacja, czwarta to pogrupowanie
wyrazow sumy, pigta uzywa wzor na mnozenie w R[G] i (1). Rownosé (f; +
fo)m = fim + fom latwo wynika z przez rzopisanie obu stron uzywajac (1).
Rownosé fi(mi + ma) = fimy + fimg wynika z tego ze dla kazdego g € G
odwzorowanie p(g) spetnia p(g)(m1 +ms) = p(g)m1 + p(g)mz. A wiec wzor (1)
faktycznie zadaje na V strukture modutu nad R[G]. Wida¢ tez ze

plg)m = dgm

czyli wzér z pierwszej czeéci lematu daje nam z powrotem reprezentacje p. [

Kazdy pierécien mozna potraktowaé jako lewy modul nad samym soba, po
prostu liczac rm za pomoca mnozenia w pierscieniu. Traktujac R[G] jako lewy
modul nad soba otrzymujemy modut odpowiadajacy reprezentacji regularnej,
tzn. reprezentacji z przyktadu 5.

Definicja. Niech M bedzie modutem nad R. Podgrupe abelowag N C M
nazywamy podmodulem jesli jest zamknieta na mnozenie przez elementy R.

Uwaga. Dla reprezentacji pokrywa sie to z pojeciem podreprezentacji.

Przyklad. Modutl V nad R z przyktadu 3 ma podmodut W = R[G]. Na
mocy lematu V mozna potraktowaé jako modul nad R[G]. Oczywiscie W jest
zamkniety na mnozenie przez elementy R[G], wiec jest podmodutem nad R[G].

Definicja. Mowimy ze modut M nad R jest prosty jesli nie ma nietrywial-
nych podmodultéw, tzn. jedyne jego podmoduly to M i modul zerowy ({0}).

Uwaga. Dla reprezentacji odpowiada to pojeciu reprezentacji nieprzywiedl-
nej.

Szukanie podmoduléw R[G] jest rownowaznie szukaniu podmodutéow nad R
ktore sa niezmiennicze na dzialanie G. Jesli R jest cialem jest to réwnowazne



szukaniu podprzestrzeni niezmienniczych. Popatrzmy teraz doktadnije na przy-
ktad 1. Twierdzimy ze grupa z tego przyktadu nie ma jednowymiarowych pod-
przestrzeni niezmienniczych. Grupa G zawiera odwzorowanie ¢ zadane wzorem
o((x,y)) = (—z,y) (tzn. odbicie wzgledem osi y). ¢ ma doktadnie dwie pod-
przestrzenie niezmiennicze: A = {(0,y) : y € R} i B = {(y,0) : y € R}. Ale
G zawiera rowniez odwzorowanie ¢ zadane wzorem ¥ ((z,y)) = (y,z). Widaé¢
ze ani A ani B nie jest zachowane przez 1, wiec nie ma podprzestrzeni jedno-
wymiarowych zachowywanych przez cate G. Podprzestrzen dwuwymiarowa jest
jedna, jest to cate V = R2. Podprzestrzen zerowymiarowa to podprzestrzen
sktadajaca sie tylko z wektora zerowego. A wiec V jako modul nad R[G] jest
modutem prostym.

To czy dzialanie grupy prowadzi do modulu prostego zalezy od pierscienia R.
Rozwazmy grupe obrotéow plaszczyzny R?. Widaé ze nie ma jednowymiarowych
podprzestrzeni niezmieniczych, kazda prosta przechodzaca przez (0,0) mozna
troche obroci¢ dostajac inng prosta. A wiec jak przed chwilg odpowiedni modut
nad R[G] jest prosty. Jednakze, pracujac nad cialem liczb zespolonych obroty
to odwzorowania zadane macierzami postaci

cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)

i mozna je traktowac jako odwzorowania C?. Wtedy (1,i) jest wektorem wla-
snym wszystkich odwzorowan wyzej (z warto$cia wlasna exp(—t)), a wiec roz-
pina jednowymiarowa podprzestrzen niezmiennicza. Czyli nad liczbami zespo-
lonymi odpowiedni modul nie jest prosty.

Przyklad. Niech G = Z z dodawaniem. G jest generowane przez pojedyn-
czy element, tzn. przez 1. Rozwazmy reprezentacje p grupy G na module V' nad
pierscieniem R. Niech A = p(1). Reprezentacja jest jednoznacznie wyznaczona
przez A i podmoduly niezmiennicze dla G to doktadnie podmoduty niezmienni-
cze dla A. Z drugiej strony, jesli A jest odwracalnym endomorfizmem V' to wzor
p(1) = A jednoznacznie zadaje reprezentacje. A wiec badanie podmoduléw dla
RG] jest rownowazne badaniu podmoduléw niezmienniczych dla odwracalnego
A. W pelnej ogodlnosci jest to trudne zadanie. Jesli R jest cialem algebraicznie
domknietym zas§ V jest skonczenie wyniarowa przestrzenia wektorowa nad R to
twierdzenie o rozkladzie Jordana daje doktadny opis modutéw nad R[G]: mo-
duly proste to przestrzenie wymiaru 1, klatki Jordana daja moduty ktoére nie sa
proste, ale nie daje si¢ ich roztozych na sume proste, caly modut jest sumg prosta
klatek. Ogolnej, gdy R jest cialem za$ V' jest skoriczenie wymiarowa przestrzenia
wektoré6wa nad V moduly proste odpowiadaja algebraicznym rozszerzeniom R
generowanym przez pojedynczy element (rGwnowaznie generowanym przez zero
wielomianu nieprzywiedlnego), zamiast klatek Jordana rozpatruje sie moduty
cykliczne a caly modul rozpada si¢ na sume prosta modutéw cyklicznych.

Uwaga. Jest to przyklad pokazujacy mozliwe komplikacje dla stosunkowo
prostej grupy. W dalszym ciagu bedziemy przyjmowac zatozenia ktore pozwola
nam ograniczy¢ sie do sumy prostej modutéw prostych lub tak zwanej catki
prostej (dla grup ciagtych).



Podam jeszcze maty stowniczek miedzy terminologia moduléw a reprezen-
tacji:

Reprezentacje Moduty

reprezentacja modut

podreprezentacja podmodut

suma prosta suma prosta

reprezentacja nieprzywiedlna | modut prosty

operator splatajacy homomorfizm
rownowaznosé izomorfizm

reprezentacja regularna R[G] jako modul nad soba
reprezentacja trywialna R jako modul nad R[G]



