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1 Wrowadzenie

Grupy pojawiªy si¦ w matematyce jako symetrie ró»nych obiektów. Od pocz¡tku
prowadziªo to do badania dziaªania grup na ró»nych strukturach matematycz-
nych. My b¦dziemy si¦ zajmowa¢ dziaªniami liniowymi, tzn. gdy elementy grupy
dziaªaj¡ jako odwzorowania liniowe na przestrzeni wektorowej nad ciaªem czy
ogólniej na moduªach. W pierwszej cz¦±ci b¦dziemy si¦ zajmowa¢ gªównie gru-
pami sko«czonymi i ich dziaªaniem na przestrzeniach wektorowych nad ciaªem.
Wyniki przyjmuj¡ najprostsz¡ posta¢ na ciaªem liczb zespolonych czy ogólniej
nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym charakterystyki 0. Ale teori¦ ªatwo mo»na
uogólni¢ na znacznie wi¦ksz¡ klas¦ ciaª. Pierwsza cz¦±¢ u»ywa metody czysto
algebraiczne.

W drugiej cz¦±ci b¦dziemy si¦ zajmowa¢ grupami niesko«czonymi. Tutaj
ograniczymy si¦ gªównie do reprezentacji unitarnych (w przeciwnym wypadku
teoria byªby zbyt skomplikowana). Tu b¦d¡ potrzebne przestrzeni Hilberta i
operatory na przestrzeniach Hilberta, w szczególno±ci przestrzeni L2.

2 Podstawowe de�nicje

2.1 De�nicja reprezentacji

Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z jedynk¡ za± V moduªem nad R.
Przez GL(V ) oznaczymy grup¦ odwracalnych endomor�zmów V .

De�nicja. Reprezentacj¡ grupy G na V nazywamy homomor�zm ρ : G →
GL(V )

Komentarz. Na wst¦pnych wykªadach cz¦sto rozwa»a si¦ tylko przypadek
gdy pier±cie« R to ciaªo liczb zespolonych. Ale ogólniejsza teoria nie jest trud-
niejsza (mo»na argumentowa¢ »e jest ªatwiejsza bo pozbywamy si¦ zb¦dnych
zaªo»e«), a pozwala pokaza¢ zjawiska które si¦ nie pojawi¡ dla ciaªa liczb zespo-
lonych i stosuje si¦ do wi¦kszej liczby problemów.

Przykªady.
1. Niech R = R b¦dzie ciaªem liczb rzeczywstych, G bedzie grup¡ izometrii

pªaszczyzny przeprowadzaj¡ch zbiór A = {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)} na sie-
bie. �atwo zauwa»y¢ »e taka izometria musi przeprowadza¢ ±redni¡ A na siebie.
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Ale ±rednia A to (0, 0), czyli takie izometrie zachowuj¡ pocz¡tek ukªadu wspól-
rzednych. St¡d wynika »e G jest podzbiorem GL(R2). A wi¦c odwzorowanie
wªo»enienia z G w GL(R2) daje nam reprezentacj¦ G na V = R2.

2. Ogólniej, izometrie ustalonej �gury geometrycznej tworz¡ grup¦ (zwy-
kle sko«czon¡). Izometri¦ V = Rn mo»na zapisa¢ jako sum¦ elementu GL(V )
i przesuni¦cia. Zapominaj¡c o przesuni¦ciu dostaniemy homomor�zm z G w
GL(V ), czyli reprezentacj¦ na V .

3. Niech R i G b¦d¡ dowolne. Jako V przyjmujemy przestrze« wszystkich
funkcji na G o warto±ciach w R. V ma naturaln¡ struktur¦ moduªu nad G:
dodawanie wykonujemy dodaj¡c warto±ci w punktach. Podobnie mno»enie przez
element z R wykonujemy mno»¡c warto±ci w punktach. Dla ustalonego g ∈ G
de�nujemy odwzorowanie ρ(g) : V → V wzorem:

(ρ(g)f)(x) = f(g−1x).

�atwo zauwa»y¢ »e ρ(g) jest dobrze zde�niowane, tzn. dla f ∈ V wzór de�niuje
element V . Ponadto to odwzorowanie speªnia ρ(g)(f1 + f2) = ρ(g)f1 + ρ(g)f2 i
dla r ∈ Rmamy ρ(g)(rf) = rρ(g)f , czyli ρ(g) jest endomor�zmem V . Nast¦pnie
dla g1, g2 ∈ G mamy

ρ(g1)(ρ(g2)f)(x) = (ρ(g2)f)(g
−1
1 x) = f(g−1

2 g−1
1 x)

= f((g1g2)
−1x) = (ρ(g1g2)f)(x).

A wi¦c ρ(g1)ρ(g2) = ρ(g1g2) czyli ρ daje homomor�zm z G w endomor�zmy
G. �atwo zauwa»y¢ »e jedynka grupy G przechodzi na endomor�m identyczno-
±ciowy V . A wi¦c ρ(g−1) jest odwrotno±ci¡ ρ(g), czyli ρ przyjmuje warto±ci w
GL(V ), czyli daje reprezentacj¦ G na V .

4) Je±li dla ka»dego elementu G warto±¢ ρ(g) zde�niujemy jako identycz-
no±¢ na V to otrzymamy reprezentacj¦ G na V . T¡ reprezentacj¦ nazywamy
reprezentacj¡ trywialn¡.

Je±li mamy zadane reprezentacje ρi, i = 1, 2 grupyG na moduªach Vi, i = 1, 2
to mo»emy utwo»y¢ sum¦ prost¡ V = V1 ⊕ V2 i zde�niowa¢ reprezentacj¦ ρ na
V wzorem

ρ(g)(v1, v2) = (ρ1(g)v1, ρ2(g)v2).

T¡ reprezentacj¦ nazywamy sum¡ prost¡ ρ1 i ρ2 i oznaczamy przez ρ1 ⊕ ρ2.
Je±li W jest podmoduªem V niezmienniczym na dziaªanie wszystkich ρ(g),

to mo»emy zde�niowa¢ reprezentacj¦ η grupy G na W wzorem

η(g) = ρ(g)|W .

gdzie |W oznacza obci¦cie operatora do W . Mówimy »e reprezentacja η jest
podreprezentacj¡ ρ.

Przykªad.
5) Niech V b¦dzie moduªem z przykªadu 3. JakoW przyjmiemy zbiór funkcji

które s¡ ró»ne od zera tylko w sko«czenie wielu punktach. �atwo zauwa»y¢ »e
W jest podmoduªem V i »e W jest niezmienniczy na dziaªanie G. Obci¦cie ρ
do W daje nam reprezentacj¦ λ któr¡ nazywamy reprezentacj¡ regularn¡ G.
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Je±li mamy zadane reprezentacje ρi, i = 1, 2 grupyG na moduªach Vi, i = 1, 2
izomor�zm h : V1 → V2 speªniaj¡cy

h(ρ1(g)) = ρ2(h(g))

to mówimy »e V1 jest równowa»ne V2. Cz¦sto nie ma potrzeby rozró»niania
równowa»nych reprezentacji.

Mo»na by w podobny sposób de�niowa¢ wiecej poj¦¢, ale dalej b¦dziemy
u»ywa¢ nieco ogólniejszej terminologii moduªów.

2.2 Pier±cie« grupowy

Moduª W z przykªadu 5 ma bogatsze wªasno±ci: ma naturaln¡ struktur¦ pier-
±cienia. Mianowicie niech δg b¦dzie funkcj¦ na G która przyjmuje w punkcie g
warto±¢ 1 a w pozostaªych punktach warto±¢ 0. Wtedy de�niujemy

δg1δg2 = δg1g2 .

�atwo zauwa»y¢ W jest moduªem wolnym z baz¡ {δg : g ∈ G}:

f(x) =
∑

f(g)δg(x)

gdzie suma jest sko«czona bo tylko dla sko«czenie wielu g mamy f(g) 6= 0. To
pozwala zde�niowa¢ mno»enie rozszerzaj¡c podany wy»ej wzór dla δg. Miano-
wicie, niech

f1 =
∑
g

agδg,

f2 =
∑
h

bhδh.

Wtedy produkt f1f2 de�nujemy wzorem

f1f2 =
∑
gh

agbhδgh =
∑
s

∑
gh=s

agbh

 δs

to znaczy linowo rozszerzamy mno»enie z bazy na caªe W . Mamy∑
gh=s

agbh =
∑
g

agbg−1s,

czyli wzór na mno»enie mo»na zapisa¢ w postaci

f1f2 =
∑
s

(∑
g

agbg−1s

)
δs.

Dla f1 = δg daje to

δgf2 =
∑
s

bg−1sδs,
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czyli
(δgf2)(x) = bg−1x

Ale bh = f2(h) czyli mamy

(δgf2)(x) = f2(g
−1x) = (ρ(g)f2)(x).

Czyli ρ(g) to operator mno»enia przez δg.
Jako »e mno»enie wprowadzili±my jako liniowe rozszerzenie mno»enia z bazy

W to ªatwo spradzi¢ »e jest on rozdzielne wzgl¦dem dodawania:

f1(f2 + f3) = f1f2 + f1f3,

(f1 + f2)f3 = f1f3 + f2f3.

Ponadto mno»enie jest ª¡czne:

f1(f2f3) = (f1f2)f3.

Wida¢ te» »e δe gdzie e jest elementem neutralnym w G jest jedynk¡ dla naszego
mno»enia:

δef = fδe = f.

A wi¦c moduªW z mno»eniem wprowadzonym wy»ej mno»eniem faktycznie jest
pier±cieniem. Nazywamy go pier±cieniem grupowym G i oznaczamy przez R[G].

De�nicja. Niech R b¦dzie pier±cieniem (niekoniecznie przemiennym) za±M
jest grup¡ abelow¡. Mówimy »e M jest (lewym) moduªem nad R je±li zadane
jest mno»enie elementów m ∈M przez elementy r ∈ R speªniaj¡ce nast¦puj¡ce
warunki:

r1(r2m) = (r1r2)m,

(r1 + r2)m = r1m+ r2m,

r(m1 +m2) = rm1 + rm2,

Je±li R jest pier±cieniem z jedynk¡ to dodatkowo »¡damy by 1m = m.
Zauwa»my »e je±li pier±cie« R1 jest podpier±cieniem pier±cienia R2 to moduª

M nad R2 mo»na potraktowa¢ jako moduª nad R1, po prostu mno»¡c tylko
przez elementy z R1. Nieco ogólniej maj¡c homomor�zm h z R1 w R2 mo»na
zde�niowa¢ mno»enie przez elementy r ∈ R1 wzorem

rm = h(r)m

Zauwa»my »e ka»d¡ grup¦ abelow¡ mo»na potraktowa¢ jako moduª na licz-
bami caªkowitymi Z de�niuj¡c mno»enie przez liczb¦ caªkowit¡ dodatni¡ za
pomoc¡ dodawania, za± mno»enie przez −1 jako branie elementu odwrotnego.
Z drugiej strony, dla dowolnego pier±cienia z jedynk¡ R istnieje dokªadnie jeden
homomor�zm z Z w R co na moduªach nad R daje stuktur¦ moduªu nad Z.
�atwo sprawdzi¢ »e mno»enie przez elementy Z otrzymane w ten sposób jest
identyczne z mno»eniem pochodz¡cym ze struktury grupy abelowej.
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Uwaga. Niech M b¦dzie grup¡ abelow¡ i dla r z pier±cienia R s¡ zadane
odwzorowania ρ(r) które s¡ endomor�zmami M i speªniaj¡ równo±ci

ρ(r1)ρ(r2)m = ρ(r1r2)m,

ρ(r1)m+ ρ(r2)m = ρ(r1 + r2)m

Wtedy wzór rm = ρ(r)m zadaje ma M struktur¦ moduªu nad R. Odwrotnie,
je±liM jest moduªem nad R za± ρ jest zadane wzorem ρ(r)m = rm, to ρ speªnia
wzory wy»ej (czyli jest homomo�zmem z R w endomo�zmy M). Porównuj¡c to
z de�nicj¡ reprezentacji grupy mo»na by mówi¢ o reprezentacji pier±cienia.

Uwaga. Analogicznie do lewgo moduªu mo»na by zde�niowa¢ prawy moduª,
pisz¡c w de�nicji elementy R z prawej strony. Dla pier±cieni przemiennych daje
to niewiele nowego, ale je±li R nie jest przemienny to ró»nica mo»e by¢ istotna.

De�nicja. Je±li Mi, i = 1, 2 s¡ moduªami nad R i h jest odwzorowaniem z
M1 wM2 to mówimy »e h jest homomor�zmem je±li h jest homomor�zmemM1

w M2 traktowanymi jako grupy abelowe i dla ka»dego m ∈M1 i ka»dego r ∈ R
zachodzi równo±¢ h(rm) = rh(m).

Je±li M1 = M2 i h jest homomor�zm z M1 w M2 to mówimy »e h jest
endomor�zmem. Je±li h jest homomor�zm i ma odwrotno±¢ która te» jest ho-
momor�zmem to mówimy »e h jest izomor�zmem.

Lemat 2.1 Niech V b¦dzie lewym moduªem nad pier±cieniem grupowym R[G].
wtedy wzór

ρ(g)m = δgm

zadaje reprezentacj¦ na V traktowanym jako moduª nad R.
Odwrotnie, je±li dany jest moduª V nad R i reprezentacja ρ grupy G na V ,

to na V mo»na wprowadzi¢ dokªadnie jedn¡ struktur¦ R[G] moduªu tak¡ »e ρ
jest dane wzorem wy»ej.

Dowód. Na mocy de�nicji moduªu ρ(g) przeprowadza sumy na sumy, czyli
jest endomor�zmen grupy abelowej. R jest podpier±cieniem R[G] i dla r ∈ R
mamy δgrm = rδgm, a wi¦c ρ(g) jest endomor�zmem V traktowanego jako
moduª nad R.

Mno»enie w R[G] jest ª¡czne, wi¦c mamy

ρ(g1)(ρ(g2)m) = δg1(δg2m) = (δg1δg2)m = δg1g2m = ρ(g1g2)m

czyli ρ jest homomor�zem z G w endomor�zmy V traktowanego jako moduª
nad R. δe jest jedynk¡ w R[G], wi¦c zgodnie z nasz¡ de�nicj¡ δe przechodzi
na operator identyczno±ciowy I na V . Wzór ρ(g−1)ρ(g) = I oznacza »e ρ(g) ∈
GL(V ), a wi¦c ρ jest reprezentacj¡ G na V traktowanym jak moduª nad R.

Gdy mamy zadan¡ reprezentacj¦ ρ grupy G na V to dla

f1 =
∑
g

agδg
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piszemy

(1) f1m =
∑
g

agρ(g)m.

Dla
f2 =

∑
h

bhδh

mamy

f1(f2m) =
∑
g

agρ(g)

(∑
h

bhρ(h)m

)
=
∑
g

ag
∑
h

bhρ(g)ρ(h)m =

∑
g

ag
∑
h

bhρ(gh)m =
∑
s

∑
gh=s

 ρ(s)m = (f1f2)m

gdzie piewsza równo±¢ to u»ycie (1), druga zachodzi bo ρ(h) jest endomor�zmem
moduªu, trzecia wynika z tego »e ρ jest reprezentacj¡, czwarta to pogrupowanie
wyrazów sumy, pi¡ta u»ywa wzór na mno»enie w R[G] i (1). Równo±¢ (f1 +
f2)m = f1m + f2m ªatwo wynika z przez rzopisanie obu stron u»ywaj¡c (1).
Równo±¢ f1(m1 + m2) = f1m1 + f1m2 wynika z tego »e dla ka»dego g ∈ G
odwzorowanie ρ(g) speªnia ρ(g)(m1+m2) = ρ(g)m1+ ρ(g)m2. A wi¦c wzór (1)
faktycznie zadaje na V struktur¦ moduªu nad R[G]. Wida¢ te» »e

ρ(g)m = δgm

czyli wzór z pierwszej cz¦±ci lematu daje nam z powrotem reprezentacj¦ ρ. �

Ka»dy pier±cie« mo»na potraktowa¢ jako lewy moduª nad samym sob¡, po
prostu licz¡c rm za pomoc¡ mno»enia w pier±cieniu. Traktuj¡c R[G] jako lewy
moduª nad sob¡ otrzymujemy moduª odpowiadaj¡cy reprezentacji regularnej,
tzn. reprezentacji z przykªadu 5.

De�nicja. Niech M b¦dzie moduªem nad R. Podgrup¦ abelow¡ N ⊂ M
nazywamy podmoduªem je±li jest zamkni¦ta na mno»enie przez elementy R.

Uwaga. Dla reprezentacji pokrywa si¦ to z poj¦ciem podreprezentacji.
Przykªad. Moduª V nad R z przykªadu 3 ma podmoduª W = R[G]. Na

mocy lematu V mo»na potraktowa¢ jako moduª nad R[G]. Oczywi±cie W jest
zamkni¦ty na mno»enie przez elementy R[G], wi¦c jest podmoduªem nad R[G].

De�nicja. Mówimy »e moduª M nad R jest prosty je±li nie ma nietrywial-
nych podmoduªów, tzn. jedyne jego podmoduªy to M i moduª zerowy ({0}).

Uwaga. Dla reprezentacji odpowiada to poj¦ciu reprezentacji nieprzywiedl-
nej.

Szukanie podmoduªów R[G] jest równowa»nie szukaniu podmoduªów nad R
które s¡ niezmiennicze na dziaªanie G. Je±li R jest ciaªem jest to równowa»ne
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szukaniu podprzestrzeni niezmienniczych. Popatrzmy teraz dokªadnije na przy-
kªad 1. Twierdzimy »e grupa z tego przykªadu nie ma jednowymiarowych pod-
przestrzeni niezmienniczych. Grupa G zawiera odwzorowanie φ zadane wzorem
φ((x, y)) = (−x, y) (tzn. odbicie wzgl¦dem osi y). φ ma dokªadnie dwie pod-
przestrzenie niezmiennicze: A = {(0, y) : y ∈ R} i B = {(y, 0) : y ∈ R}. Ale
G zawiera równie» odwzorowanie ψ zadane wzorem ψ((x, y)) = (y, x). Wida¢
»e ani A ani B nie jest zachowane przez ψ, wi¦c nie ma podprzestrzeni jedno-
wymiarowych zachowywanych przez caªe G. Podprzestrze« dwuwymiarowa jest
jedna, jest to caªe V = R2. Podprzestrze« zerowymiarowa to podprzestrze«
skªadaj¡ca si¦ tylko z wektora zerowego. A wi¦c V jako moduª nad R[G] jest
moduªem prostym.

To czy dziaªanie grupy prowadzi do moduªu prostego zale»y od pier±cienia R.
Rozwa»my grup¦ obrotów pªaszczyzny R2. Wida¢ »e nie ma jednowymiarowych
podprzestrzeni niezmieniczych, ka»d¡ prost¡ przechodz¡c¡ przez (0, 0) mo»na
troch¦ obróci¢ dostaj¡c inn¡ prost¡. A wi¦c jak przed chwil¡ odpowiedni moduª
nad R[G] jest prosty. Jednak»e, pracuj¡c nad ciaªem liczb zespolonych obroty
to odwzorowania zadane macierzami postaci[

cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

]
i mo»na je traktowa¢ jako odwzorowania C2. Wtedy (1, i) jest wektorem wªa-
snym wszystkich odwzorowa« wy»ej (z warto±ci¡ wªasn¡ exp(−t)), a wi¦c roz-
pina jednowymiarów¡ podprzestrze« niezmiennicz¡. Czyli nad liczbami zespo-
lonymi odpowiedni moduª nie jest prosty.

Przykªad. Niech G = Z z dodawaniem. G jest generowane przez pojedyn-
czy element, tzn. przez 1. Rozwa»my reprezentacj¦ ρ grupy G na module V nad
pier±cieniem R. Niech A = ρ(1). Reprezentacja jest jednoznacznie wyznaczona
przez A i podmoduªy niezmiennicze dla G to dokªadnie podmoduªy niezmienni-
cze dla A. Z drugiej strony, je±li A jest odwracalnym endomor�zmem V to wzór
ρ(1) = A jednoznacznie zadaje reprezentacj¦. A wi¦c badanie podmoduªów dla
R[G] jest równowa»ne badaniu podmoduªów niezmienniczych dla odwracalnego
A. W peªnej ogólno±ci jest to trudne zadanie. Je±li R jest ciaªem algebraicznie
domkni¦tym za± V jest sko«czenie wyniarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad R to
twierdzenie o rozkªadzie Jordana daje dokªadny opis moduªów nad R[G]: mo-
duªy proste to przestrzenie wymiaru 1, klatki Jordana daj¡ moduªy które nie s¡
proste, ale nie daje si¦ ich rozªo»ych na sum¦ prost¦, caªy moduª jest sum¡ prost¡
klatek. Ogólnej, gdy R jest ciaªem za± V jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡
wektorów¡ nad V moduªy proste odpowiadaj¡ algebraicznym rozszerzeniom R
generowanym przez pojedynczy element (równowa»nie generowanym przez zero
wielomianu nieprzywiedlnego), zamiast klatek Jordana rozpatruje si¦ moduªy
cykliczne a caªy moduª rozpada si¦ na sum¦ prost¡ moduªów cyklicznych.

Uwaga. Jest to przykªad pokazuj¡cy mo»liwe komplikacje dla stosunkowo
prostej grupy. W dalszym ci¡gu b¦dziemy przyjmowa¢ zaªo»enia które pozwol¡
nam ograniczy¢ si¦ do sumy prostej moduªów prostych lub tak zwanej caªki
prostej (dla grup ci¡gªych).

7



Podam jeszcze maªy sªowniczek mi¦dzy terminologi¡ moduªów a reprezen-
tacji:

Reprezentacje Moduªy

reprezentacja moduª
podreprezentacja podmoduª
suma prosta suma prosta
reprezentacja nieprzywiedlna moduª prosty
operator splataj¡cy homomor�zm
równowa»no±¢ izomor�zm
reprezentacja regularna R[G] jako moduª nad sob¡
reprezentacja trywialna R jako moduª nad R[G]
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