1 Przyktady grup nieskonczonych

Teorie reprezentacji grup skoriczonych rozwazaliémy w sposob czysto algebra-
iczny. W przypadku grup nieskonczonych naturalne jest wprowadzenie topologii
na grupie i ograniczenie si¢ do ciaglych reprezentacji unitarnych, tzn. takich
reprezentacji ze elementy grupy przechodza na operatory unitarne.

Definicja 1.1 Grupe G z topologiq nazywamy grupg topologiczng jesli operacje
grupowe sq ciggle, tzn. mnozenie (jako funkcja z G X G w G) i branie elementu
odwrotnego sq funkcjami ciggtymi.

W przyktadach ponizej rozpatrujemy topologie zbieznosci wzgledem miary.
Niech 2 bedzie przestrzenia z miarg p. Powiemy ze zbiér A jest lokalnie miary
0 jesli przekroj A z dowolnym zbiorem miary skonczonej jest miary 0. Niech
V' bedzie przestrzenia klas réwnowaznosci funkcji mierzalnych o wartosciach w
ofrodkowej przestrzenie metrycznej gdzie utozsamiamy funkcje rézniace sie tylko
na zbiorze lokalnie miary 0. Baze¢ otoczen dla f € V' daja zbiory Uy . g postaci

Urep={veV :u{te E:d(t),f(t) >e}) <e}

gdzie F przebiega podzbiory mierzalne €2 miary skoriczonej, zas € > 0 jest liczbg
rzeczywista.

Powiemy ze miary p na € jest o skonczona jesli  jest przeliczalng sume
zbioréw o mierze skonczonej. Rownowaznie, € jest przeliczalng sume roztacznych
zbioréw o mierze skoriczonej. Mianowicie, jesli Q2 = U;ozl E;, to biorac

n—1
Gn=E,— | JE;
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mamy rowniez Q = J 2| G,, i Gy, sa rozlaczne. Oczywidcie jesli F; maja miare
skoniczong to réwniez (G, maja miare skoriczona.

Jesli miara na €2 jest o skoiiczona to topologia zbieznosci wzgledem miary
jest metryzowalna. Ponadto wtedy ciag v, jest zbiezny wedlug miary do v wtedy
i tylko wtedy gdy z kazdego podciagu v, mozna wybraé¢ podciag zbiezny punk-
towo prawie wszedzie do v.

Przyktady:

e Niech G; bedzie grupa funkcji mierzalnych na R o module réwnym 1 (tzn.
Vier|g(t)] = 1) z mnozeniem punktowym jako dziataniem grupowym i z
topologia zbieznosci wzgledem miary.

e Niech G5 bedzie grupa funkeji ciaggtych na R o module réwnym 1 z mno-
zeniem punktowym jako dzialaniem grupowym i topologia zbieznoéci jed-
nostajnej na podziorach zwartych.

e Niech (G3 bedzie przestrzenig rzeczywistych funkcji mierzalnych na R z do-
dawaniem punktowym jako dziataniem grupowym i z topologia zbieznosci
wzgledem miary.



G, dziala przez mnozenie punktowe na L?(R) (na R bierzemy miare Le-
besgue’a). Rowniez Gy dziala przez mnozenie punktowe na L?(R). Dla g € G3
dziatanie na L? definiujemy jako mnozenie przez exp(ig).

Lemat 1.2 Jesli H C L? jest domknictq podprzestrzeniq niezmienniczq dl jed-
nego z dziatan wyzej, to H jest zamknieta na mnozenie przez ograniczone ze-
spolone funkcje mierzalne. Ponadto istnieje zbor mierzalny E taki Ze

H={fecL*R):Verf(t) =0} = 1gL*(R)

Uwaga: z lematu wyzej wynika ze H nie zawiera mnimalnej podprzestrzeni
niezmienniczej, w szczegblnosci reprezentacja na H nie moze by¢ suma prosta
reprezentacji nieprzywiedlnych.

Dowdd. Gy C G1, przy tym G5 jest gesta w G1. Mianowicie, zbieznosé punk-
towa implikuje zbieznos¢ wedug miary, wiec domkniecie Gy zawiera granice
punktowe elementéw z G5. Zawiera tez granice takich granic, czyli domkniecie
daje klase funkcji zamknieta na branie granic punktowych. Daje to wszystkie
funkcje Borelowsko mierzalne o module 1. Dowolna funkcja mierzalna réwni si¢
od funkcji Borelowsko mierzalnej tylko na zborze miary zero, a wiec faktycznie
dostaniemy wszystkie elementy G;. Podobnie, biorac galaz gtéowna logarytmu
mozna zapisa¢ dowolne g € G jako g = exp(i(log(g)/7)), gdzie log(g)/i jest
rzeczywista funkcja mierzalng. A wiec wystarczy pokaza¢ wynik dla dziatania
G1. Jedli w przyjmuje wartosci w [—1, 1] to biorac s = arccos(w) mamy

w = cos(arc cos(w)) = cos(s) = % (exp(is) + exp(—is)) .

Zarowno exp(is) € Gy jak 1 exp(—is)G1, a wiec mnozanie przez w zachowuje
H. Jako ze H jest przestrznig wektorowa nad C to jest zamkniete na mnozenie
przez liczby zespolne (a wiec i lezby rzeczywiste). Dowolng mierzalna funkcje
rzeczywista ograniczona mozna zapisa¢ w postaci w = tw; gdzie t € R za§
wy przyjmuje wartosci w [—1,1]. A wiec H jest zamkniete na mnozenie przez
rzeczywiste ograniczone funkcje mierzalne. Funkcje zespolona mozna zapisa¢ w
postaci w = u + iv gdzie u i v sg funkcjami rzeczywistymi, wiec H jest rowniez
zamkniete na mnozenie przez ograniczone zespolne funkcje mierzalne. Pozostata
czesé jest przypadkiem szczegdlnym nastepnego lematu. O

Lemat 1.3 . Niech Q) bedzie przestrzeniq z miarg o-skoriczong p i niech H
bedzie domknietq podprzestrzeniq L?(Q) niezmienniczq na mnozenie przez ogra-
niczone funkcje mierzalne. Wtedy istnieje podzbior mierzalny E C Q) taki ze

H = {f € () : Vienf(t) = 0} = 15L7()

gdzie 1g oznacza funkcje wskaznikowq zbioru E, tzn. 1g(t) =1 dlat € F oraz
1g(t)=04dlat ¢ E.



Dowdd: Najpierw pokazemy lemat przy dodatkowym zalozeniu ze miara p(2)
jest skonczona. Niech

Vi={teQ: f(t) #0}

i niech A = supcpy p(Vy). Oczywiscie pu(Vy) < p(Q), wige A jest skoticzone.
Istnieje ciag funkeji f,, takich ze A = sup,, p(V7,). Niech

=
n=1

Zauwazmy ze |f,| € H. Mianowicie, niech u, () = f,.(t)/|f.(t)| dla t takich ze
f(#) #0iu,(t) =0gdy f(t) =0. Wtedy u,, jest ograniczong funkcja mierzalna,
wige upnfn € H. Lecz upnfn = |ful, czyli faktycznie |f,| € H. Nastgpnie niech

9= Y0y |ful |
J
Ei=|JV, ={teQ:g; >0}
n=1
H jest przestrzenia wektorowa wige g; € H. Pokazemy ze 1g, € H. Niech
Fipm={t:Q:g; >1/m}

Oczywiscie lpjmg;1 jest ograniczong funkcja mierzalna, wiec 1, = (1Fj,m9;1 )9; €
H. Mamy tez

idlal <m mamy F;; C F},, czyli skoro miara E; jest skoiiczona to
H(Ej - Fj,m) —0

gdy m — oco. A wiec

nmenwwz/ 150
Ej _Fj,nl

czyli 1, jako granica 1, nalezy do H. Podobnie dlal < j mamy E; C E; C E
1 F jest suma F;. Znowu jako ze miara E jest skoniczona to 1g jest granica 1g,
czylilp € H.
Pokazemy teraz ze 1z L?(Q2) C H. Niech w € 15L?(Q) C H bedzie dowolne,
niech
W, ={teQ:|w(t)]<n}

i niech w, = 1y, w. Znowu w, jest ograniczong funkcja mierzalna, wiec w,1lg =
wy, € H. |w,|? jest monotonicznie rosnacym ciagiem funkcji zbiegajacym punk-
towo do |w|?, a wigc na mocy twierdzenia o zbieznosgci monotonicznej
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gdy n dazy do nieskoriczonosci. A wiec

||w—wn||2=/|w—wn|2=/E . |w|2=/E\w|2—/W |w|?
- n n
= [l = [ w0

czyli w, zbiegaja w L? do w, czyli w jako granica w, nalezy do H. To oznacza
ze faktycznie 15L%(Q) C H. Niech teraz h € H bedzie dowolne. Jak poprzednio
|h| € H. Jako suma réwniez |h| 4+ 1g € H. Z definicji A mamy

1(Vinj415) < A

Z okreslenia E wynika ze u(E) = . A wiec u(Vjp — E) = 0. Oznacza to
ze modulo zbior miary 0 funkcja h przyjmuje niezerowa wartosci tylko na F,
czyli 1gh = h. A wiec h € 15L?(2). Jako ze h bylo dowolne oznacza to ze
H C 15L?*(Q) co koticzy dowod w przypadku gdy €2 ma miare skoriczona.

W ogo6lnym przypadku jako ze u jest o-skoriczona to istnieje ciag roztacznych
zbioréw mierzalnych G,, o mierze skoriczonej taki ze

Q:iGn.

n=1

Niech H,, = 1¢, H. Oczywiscie ze H, jest zamkniete na mnozenie przez ograni-

czone funkcje mierzalne. Jest tez podprzestrzenia domknieta. Miara p po ogra-

niczeniu do zbioru G,, jest skoinczona. A wiec stosujac juz udowodniona czesé

lematu widzimy ze istniejg zbiory mierzalne FE,, takie ze H,, = 1g,. Teraz bie-

rzemy E = J;2 | E,. Dla dowolnego h € H mamy 1g, h = 1, h. Jako ze G,

sumuja sie do  oznacza to ze h = 1gh, czyli h € 15L%(Q), czyli H C 15L%*(Q)
Jako ze E,, sa rozlaczne dla f € L*(Q) mamy
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i w szczegolnosci szereg po prawej stronie jest zbiezny. Cazyli

J 00
e e fIP= Y =0
n=1

n=j+1
gdy 7 — oo. A wiec
(oo}
lpf=> lg.f
n=1
gdzie zbieznosé jest w L2(£)). Ale sumy czeSciowe szeregu powyzej naleza do

H (bo n-ty sktadnik sumy nalezy do H,). Jako ze H jest jest domkniete to
lgpf € H, czyli 1pL?*(2) C H. Dla h € H mamy 1g, h = 1g, h. O



Grupa G ma duzo reprezentacji nieprzywiedlnych, mianowicie dla ustalo-
nego ¢t € R odwzorowanie w(g) = g(t) zadaje homomorfizm w liczby zepolone o
module 1. A wiec mnozenie przez w; daje reprezentacje jednowymiarowa, czyli
nieprzywiedlna. Rozwazna reprezentacja jest tzw. catkq prostq z reprezentacji
Wt.

Grupa G3 nie ma zadnej cigglej nietrywialnej reprezentacji nieprzywiedlnej.
Mianowicie, dalej pokazemy ze nieprzywiedlne reprezentacje unitarne grupy abe-
lowej sg jednowymiarowe. A wiec reprezentacja nieprzywiedlna Gg jest zadana
przez homorfizm w z G3 w liczby zespolone o module 1. Ciagly homomorfizm
w z R w liczby zespolone o module 1 ma postaé¢ w(t) = exp(il(t)) gdzie [ jest
ciggtym homomorfizmem z R w R (mozna to sformutowaé¢ mowiac ze w ma cig-
gly logarytm). Przy tym [ jest wyznaczone jednoznacznie przez w. Konkretniej
mamy w(t) = exp(iat) gdzie a € R jest wyznaczone jednoznacznie. Z powyz-
szego wynika ze ciggly homomorfizm w z R™ w w liczby zespolone o module 1
ma posta¢ w(t) = exp(il(t)) gdzie | jest ciagglym homomorfizmem z R" w R.
Mianowicie, x € R™ mozna zapisaé¢ jako

n
Tr = E ejx]-
J=1

gdzie e; sa bazg za$ x; sg wspolrzednymi w bazie. Przy ustalonym j odwzoro-
wanie wj(t) = w(te;) daje ciaglty homorfizm z R w liczby zespolone o module 1,
czyli w;(t) = exp(ia;t). Wynika stad ze

n n

w(x) =w(d_ eju;) = H wj(x;) = [ [ explia;z;)

j=1 =1

= exp(i Z a;x;j) = exp(il(x))

gdzie l(z) = 77, a;z;.
Teraz mozna pokazaé¢ podobny wynik dla przestrzeni wektorowo-topologicznych

V. Jedli v € V to rozpatrujemy w,(t) = w(vt). Z wyniku dla R mamy w,(t) =
exp(iayt) gdzie a, jest jednoznacznie wyznaczone. Z jednoznacznosci widaé ze
asy = sa, dla s € R. Biorac v1,v2 € V i uzywajac wynik dla R? mamy
w(vity + vate) = exp(i(ay,t1 + ap,t2)). Stad i z jednoznacznosci wynika ze
Uy tvy = Qy; + Gy, A wiec odwzorowanie zdefiniowane wzorem [(v) = a, jest
liniowe. Jesli w jest trywialne (czyli stale rowne 1) to [ jest stale rowne 0 czyli
cigglte. Jesli w nie jest trywialne to istnieje v takie ze w(v) # 1. Z ciaglosci w
istnieje zbior otwarty U taki ze w(u) # 1 dlauw € U. A wiec l(u) # 0 dlaw € U,
czyli jadro [ nie jest geste w V. Oznacza to ze [ jest odwzorowaniem ciaglym.
Innymi stowy, pokazalismy lemat:



Lemat 1.4 Jesliw jest ciggtym homomorfizmem przestrzeni wektorowo-toplogicznej
V' w liczby zespolone o module 1, to istnieje ciggte odwzorowanie liniowe [ z V
w R takie ze w(v) = exp(il(v)).

Ale na G3 nie ma niezerowych ciggtych odwzorowan liniowych w R. Miano-
wicie, gdyby [ bylo takim odwzorowaniem to przeciwobraz (—1,1) przez [ bytby
wypuklym otoczeniem zera réznym od calego G3. Jednakze w G3 powloka wy-
pukta otocznia zera to cate G3. Doktadniej, otocznie zera zawiera zbiér Uy . g
dla pewnego € > 01 E o mierze skoiiczonej. Niech g € G5 bedzie dowolne. Dzie-
limy E na rozlaczne czedci F; o mierze mniejszej niz e: £ = U;-Lzl E;, (Ej) <e.
Niech g; bedzie rowne ng na Ej, g/n poza E i 0 na E — E;. Wtedy

u({t e Eilg; — 0] > e}) < u(Ey) < e
czyli g; € U0757E. Ale

gi =9

3=

n
Jj=1

czyli g nalezy do powloki wypuklej Uy . g. Jako ze g byto dowolne oznacza to ze
powloka wypukta Uy . g to cale Gs. A wigc faktycznie w G3 powloka wypukla
dowolnego otoczenia zera to cale Gs.



