Algebry operatoréw

Definicja 0.1 Algebre A nad R lub C nazywamy algebrqg unormowang jesli jest
ona wyposazona w norme || - || takq zZe z tq norma jest przestrzeniq unormowang
i dla dowolnych x,y € A mamy

lzyll < llzllllyll-
Algebre unormowang ktora jest zupetna w normie nazywamy algebrg Banacha.

Uwaga: Zwykle bedziemy rozwazaé¢ algebry Banacha (czy unormowane) nad
liczbami zespolonymi i milczaco zaktada¢ zespolone skalary. W przypadku gdy
potrzebne nam beda algebry rzeczywiste napiszemy to jawnie.

Niech G bedzie grupa. W algebrze C[G] wprowadzamy norme wzorem

| Zag5g|| = Z |ag].

Wtedy
Ifgll < I1£ gl
czyli z ta norma C[G] jest algebra unormowana (jesli G jest nieskoniczona to jest
to algebra niezupelna).
Definicja 0.2 Inwolucjg w algebrze A nad C nazywamy antyliniowy antyauto-

morfizm o okresie 2, tzn. takie odwzorowanie * ZzZe

*

(zy)" = y"a”,
(ax + by)* = ax* + by*,
()" ==

Mowimy wtedy ze A jest algebrq z inwolucjq, lub krécej ze A jest *-algebrqg. Jesli
algebra jest unormowana to zwykle bedziemy zaktadaé ze ||al|| = ||a*||.

Na C[G] wprowadzamy inwolucje wzorem

(Z aglg)* = Z ag0g—1
Latwo sprawdzi¢ ze jest to inwolucja i ze || f*|| = || f]|-

Definicja 0.3 Reprezentacjg algebry A nazywamy lewy A-modut M. Jesli A
jest *-algebrq, przestrzeri M to przestrzen Hilberta, A dziata przez operatory
ograniczone i zachodzi wzor

pla®) = p(a)*

gdzie p(a)v = av jest operatorem mnozenia przez a to mowimy ze reprezentacja
jest *-reprezentacjq.



Definicja 0.4 Mowimy Ze reprezentacja p grupy G jest unitarna jesli przestrzen
V na ktorej dziata jest przestrzeniq Hilberta i dla kazdego g € G operator p(g)
jest operatorem unitarnym.

Lemat 0.5 Istnieje 1-1 odpowiednio$é miedzy unitarnymi reprezentacjami G i
*-reprezentacjami C[G].

Dowod: Wiemy ze reprezentacje G sa w 1-1 odpowiedniosci z C[G]-modutami.
Jesli reprezentacja jest unitarna to wzoér

P(Z agly) = Z agp(9)

pokazuje ze otrzymamy operatory ograniczone. Ponadto

P(Z agdy)” = Z&gp(ég)* = Zagp((sg*l)

czyli dla f = > ayd, mamy p(f)* = p(f*). A wigc z reprezentacji unitarnej G
otrzymamy *-reprezentacje C[G]. W druga strone, jesli mamy *-reprezentacje
C[G] to

p(0g) 1 = pl(84-1) = p(J;) = p(8y)"

czyli reprezentacja G dziala przez operatory unitarne. O

Definicja 0.6 Mdéwimy ze *-reprezentacja *-algebry A na przestrzeni Hilberta
H jest nieprzywidina jesli jedyne domkniete podprzestrzenie H niezmiennicze
na dziatanie A to H i przestrzen zerowa. Mdowimy Ze reprezentacja unitarna
grupy G jest nieprzywiedina jesli odpowiadajq jest reprezentacja C[G] jest nie-
przywiedina.

Lemat 0.7 Niech bedzie dana *-reprezentacja *-algebry A na przestrzeni Hil-
berta H. Jesli W jest podprzestrzeniq niezmienniczq na dziatanie A to dopet-
nienie ortogonalne W tez jest miezmiennicze na dziatanie A. W szczegdlnosci
*-reprezentacja jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy nie daje sie roztozyc
na sume prosiq.

Dowdd: Niech X bedzie dopetnieniem ortogonalnym W. Dla a € A, z € X i
w € W mamy
(az,w) = (z,a*w) =0

bo a*w € W. Jako ze zachodzi to dla dowolnego w € W to ax jest ortogonalny
do W czyli ax € X. Jako ze a € A jest dowolny oznacza to ze X jest niezmien-
nicze na dzialanie A. O

Lemat 0.8 (Lemat Schura, wersja unitarna) *-reprezentacja *-algebry A na
przestrzeni Hilberta H jest nieprzywidina jesli kazdy operator ograniczony na H
komutujgcy z dziataniem A jest wielokrotnosciq identycznosci.



Dowdd Niech b bedzie operatorem komutujacym z A, czyli dla kazdego a € A
zachodzi ab = ba. Wtedy b*a* = a*b* czyli b* komutuje z a*. Dla a = ¢* gdzie
¢ jest dowolnym elemente A oznacza to ze b* komutuje z ¢. Czyli b* komutuje
z A. Wtedy rowniez d = b*b komutuje z A. Ale d jest operatorem samosprze-
zonym i wynik wynika z twierdzenia spektralnego. Dokladniej, jesli d nie jest
wielokrotno$cia identycznodci to istnieje nietrywialna domknieta podprzestrzen
niezmiennicza dla d i dowolnych operatoré6w komutujacych z d, czyli istniataby
nietrywialna podprzestrzeni niezmiennicza dla A, co jest nimozliwe bo reprezen-
tacja jest nieprzywidlna. A wiec d jest dodatnia wielokrotnoscia identycznosci.
Podobnie bb* jest dodatnia wielokrotnoscig identycznosci. Oznacza to ze b jest
dodatnia wielokrotno$cia operatora unitarnego. Teraz mozna zastosowaé twier-
dzenie spektralne do b skad wynika ze b faktycznie jest wielokrotnoscig iden-
tycznosci. O

1 Dodatek o twierdzeniu spektralnym

Definicja 1.1 Niech 2 bedzie przestrzniqg mierzalng, tzn. jest dana o-algebra
M podzbioréw € i niech H bedzie przestrzaniq Hilberta. Powiemy zZe E jest
miarg spektralng na o wartosciach w L(H) jesli E odwzorowuje M w L(H) 4
spetnione sq nastepujgce warunki

e VA € M wartosé E(A) to projektor ortogonalny
e dla roztgeznych Ay i As mamy E(A1)E(As) =0
o E(Q) =1 (identycznosé na H)

o E jest przeliczalnie addytywna gdy w L(H) uzywamy mocng topologie ope-
ratorowq

Uwaga: jesli E' jest miarg spektralng na 2 za$ v, w € H to odwzorowanie fi, .,
z M w C zdefiniowane wzorem

fiv,w(A) = (E(A)v, w)
jest miarg skoriczong na A.

Lemat 1.2 Jesli H jest przestrzeniq Hilberta, E jest miarg spektralng na € o
wartosciach L(H) za$ f jest M -mierzalng funkcjg ograniczong na ) to istnieje
doktadnie jeden operator Ty spetniajgcy dla kazdego v, w € H

(Tyv, w) :/f(w)duv,w(w).

IT¢ll < ||fllzee. Ponadto, jesli S jest opertorem komutujgcym z E, tzn. dla
kazdego A € M mamy SE(A) = E(A)S to S komutuje z Ty (czyli TyS = STy ).



Dowdd: Z wtasnosci iloczynu skalanego operator T o ile istnieje to jest jedno-
znacznie wyznaczony przez podang rownosé.

Aby pokazaé istnienie i pozostate wlasnosci rozwazmy najpierw f przyjmujgce
tylko skoriczenie wiele wartosci ay,...,a,. Niech A; = {w € Q : f(w) = a;}.
Wtedy

Tf = i aiE(Ai)
=1

spelnia podane warunki. Mianowicie, jako ze A; sa rozlaczne to obraze E(A;)
sg ortogonalne i mamy

177 = max [la; E(A) || < max|a;| = |[ f]| ==

Rozpisujac definicje dla v, w € H mamy

(Tyv,w) = Z(aiE(Ai)v,v) = /f(w)duv,w(w)

i=1

czyli zachodzi réwnosé definicyjna. Jesli S komutuje z £ to T jako kombinacja
liniowa F(A4;) tez komutuje z S co konczy dowod dla f przyjmujacych skoriczenie
wiele wartosci.

Jesli f jest dowolng mierzalna funkcja ograniczong, to istnieje ciag f; funkcji
przyjmujacych tylko skonczenie wiele wartosci takich ze || f;||pe < ||f|lze i

If = fillp= < 27°
Wtedy || fj — fillpee <277+ 277 czyli réwniez
||Tfj - Tf’i ” < 27" + 277,

A wiec Ty, tworza ciag Cauchy’ego w normie, wigc sa normowo zbiezne do
pewnego operatora U. Jako ze f; zbiegaja w L*° do f to w réwnoéci definicyjnej
mamy

(U, 0) = lin(Tg0,0) = lim [ i) (@) = [ F@)dpon(e)

wiec U spetnia warunek definicyjny dla T, czyli mozna wzigs¢ Ty = U. Jako ze
zbieznosé jest w normie to

| T¢]l < sup || Ty, || < supllfill <[If]l
1 1

czyli zachodzie nieréwnosé¢ dla normy. Jesli S komutuje z E to pokazaliémy ze
Ty, komutuje z S, w wiec T jako granica w normie T, tez komutuje z S. O

Dla opertora ktérego istnienie pokazaliémy w Lemacie 1.2 bedziemy stosowaé
oznacznie

nzfﬂwww>
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Lemat 1.3 (twierdzenie spektralne 1) Niech R bedzie przemienng *-algebrg ope-
ratorow na przestrzeni Hilberta H. Wiedy istnieje przestrzer mierzalna € i
miara spektralna E na o warto$ciach w L(H) taka zZe dla kazdego B € R
istnieje ograniczona funkcja mierzalna fp na Q taka ze

B= [ fa@)dB().

E komutuje z kazdym operatorem S komutujgcym z R. Ponadto fp mozna wy-
bra¢ tak by || fBllL=@) = |IB]-

Lemat 1.4 (twierdzenie spektralne 2) Niech R bedzie przemienng *-algebrg ope-
ratoréw na przestrzeni Hilberta H. Witedy istnieje przestrzen mierzalna 2, miary
p na Q, homomorfizm h z R w podalgebre L™ (), izomorfizm « miedzy H i
L?(Q), takie ze kazdego v € H

t(Bv) = h(B)i(v),

i [|h(B)|| = ||B]|. Ponadto jesli m jest funkcjq borelowsko mierzalng zas S jest
operatorem komutujgcym z S to réowniez m(B) komutje z S gdzie m(B) jest
zdefiniowane wzorem

m(B)v =t~ (m o h(B))u(v).
Aby pokazaé¢ Lematy 1.3 i 1.4 potrzebujemy najpierw pomocnicze lematy.

Lemat 1.5 Jesli T jestr ograniczonym operatorem samosprzezonym na prze-
strzeni Hilberta H, I = [—||T||,||T|l], C za$ p jest wielomianem od zmiennej t,
to

I < sup ()]

Komentarz: Lemat 1.5 jest tatwym wnioskiem z lematéw 1.3 i 1.2 lub z lematu
1.4. Ale chcemy go uzy¢ w dowodzie 1.3 i 1.4, totez potrzebujemy niezalezny
dowod.

Dowdd. Niech p(t) = 7", a;t" i niech v € H. Wtedy

p(T)v = Z a;T".
=0

Niech V bedzie podprzestrzenia w H rozpinang przez T%v dla i = 1,...,n i
niech P bedzie projektorem ortogonalnym na V. Niech S = PTP. Zauwazmy
ze dla i <mn mamy Tv € V i Ty € V, a wiec

ST'v = PTPT'v = PTT'v = PT" 'y = Ty,

czyli indukeyjnie ze wzgledu na i mamy S‘v = T% dla i < n. A wiec p(S)v =
p(Tv i ||[p(S)v|| = ||]p(T)v||. S jest operatorem samosprzezonym i zachowuje



skonicznie wymiarows podprzestrzeni V', a wiec do .S na V mozna uzy¢ skoriczenie
wymiarowe twierdzenie spektralne:

Sv = Z Aje; (v, e;)
J
gdzie \; sa wartoSciami wlasnymi S za$ e; sa wektorami wlasnymi. Mamy tez
p(S)v =3 p(XA;)e;(v,e;)
J
czyli
lp(S)oll = Jlvll max [p(A;)].
Lecz A; sa rzeczywiste i |[\;| < ||S]| < ||T|, czyli
lp(S)v]l < [|v]| sup [p(2)]
tel
czyli
lp(T)v]| < [[v]l sup [p(£)]-
tel

Jako ze v byt dowolny daje to wynik. O

Lemat 1.6 Jesli T jest ograniczonym operatorem samosprzezonym na prze-
strzeni Hilberta H zas v wektorem cyklicznym dla T, tzn. wektory Tv, i =
0,1,... rozpinajg podprzestrzen gestq w H to istnieje miara p na [—||T||, [|T|] ¢
izomorfizm 1 z H w L?(u) takie ze dla kazdego w € H

(Tw) = te(w)
gdzie t jest wspdtrzedng na prostej.

Dowdd: Niech niech I = [—||T||, ||T||] i neich ¢(p) bedzie funkcjonalem liniowym
na przestrzeni wielomianéw zadanym wzorem

o(p) = (p(T)v,v)

Na mocy lematu 1.5 ¢ jest ciagly w normie C(I), wiec rozszerza sie do funkcjo-
natu cigglego na C(I) ktory tez bedziemy pisaé¢ jako ¢(f). Jesli p = ¢? gdzie q
jest wielomianem rzeczywistym to

o(p) = (*(T)v,v) = (¢(T)v,q(T)v) > 0.

Jesli f € C(I) jest rzeczywista i nieujemna, to istnieje rzeczywista h taka ze f =
h2. Jedli ¢; jest ciggiem wielomianéw rzeczywistych zbiegajacym jednostajnie do
h to wtedy ¢? zbiega jednostajnie do f i mamy

o(f) =lim¢(g?) >0



bo ¢(g?) > 0. A wiec ¢ jest nieujemny na funkcjach nieujemnych, czyli istnieje
miara p taka ze

o(f) = / F(t)du(t).

Odwzorowanie ¢ najpierw definiuje dla wektoréw postaci p(T')v wzorem

Mamy
Ip(T)v]|* = (B(T)p(T)v,v) = H(p(t)p(1)) = /ﬁ(t)p(t)du(t) = llp@)llz2(w)

czyli ¢ jest izometrig na podprzestrzeni rozpinanej przez T'v, i = 0,1,.... W
szczegblnosei p(T)v = 0 implikuje ¢(p(T)v) = 0 czyli ¢ jest dobrze zdefiniowana.
Teraz mozemy rozszerzy¢ ¢ z podprzestrzeni gestej na cale H. Obraz ¢ zawiera
wielomiany ktore sa geste w L2(u), a wiec ¢ jest izomorfizmem H z L?(u). Jako
ze L jest izometrig to mamy

(Tp(T)v,q(T)v) = (tp(t), q(t)) L2 ()

Jako ze wielomiany ¢(t) daja zbior gesty w L?(u) oznacza to ze «(Tp(T)v) =
tp(t) = tu(p(T)v), czyli mamy rownosé

(Tw) = te(w)

dla w postaci p(T)v. Ale wektory postaci p(T)v daja zbior gesty w H, czyli
réwnosé zachodzi dla dowolnego w € H. O

Zauwazmy ze lemat 1.6 jest szczegélnym przypadkiem lematu 1.4 odpowiada-
jacym *-algebrze R generowanej przez pojedynczy operator samosprzezony i
majacej wektor cykliczny. W dowodzie kluczowa role odgrywal lemat 1.5. Ten
lemat mozna uogdélni¢ na dowolne rodziny ogranczonym operatordéw samosprze-
zonych.

Lemat 1.7 Jesli T, sq ograniczonymi operatorami samosprzezonymi na prze-
strzemi Hiblerta H, T, tworzq rodzine przemienng, I, = [—||Tull, || Tll], C =
111, p jest wielomianem of t., to

(T < sup |p(t)]
teC

Lemat ten udowodnimy nieco pézniej. Zauwazmy teraz ze lemat 1.7 implikuje
odpowiednig wersje lematu 1.6

Lemat 1.8 Jesli T,, sq ograniczonymi operatorami Samosprzezonymi na prze-
strzeni Hilberta H zas v wektorem cyklicznym dla Ty, tzn. wektory Tv, gdzie «
sq wielowskaznikami rozpinajg podprzestrzen gestqg w H, 1, i C' sq jak w lemacie



1.7, to istnieje miara u na C i izomorfizm 1 z H w L?(u) takie Ze dla kazdego
w € H i kazdego «
UTow) = tot(w)

gdzie t,, odpowiedniq jest wspotrzednag.

Dowdd tego lematu rozni si¢ tylko uzyciem lematu 1.7 i oznaczniami od dowodu
lematu 1.6, wiec pominiemy szczegoly.

Lemat 1.9 Niech R bedzie przemienng *-algebrg operatoréw na przestrzeni Hil-
berta H. Wtedy H jest sumq podprzestrzeni cyklicznych, tzn. istniejg wektory
vg 1 podprzestrzenie Hpg takie Ze

H = @BHB
i Rug jest geste w Hg.

Dowdd. Na mocy lematu Kurotowskiego-Zorna istnieje maksymalna rodzina
wektoréw vg i podprzestrzeni Hg takich ze Hg sa wzajemnie ortogonalne i Rug
jest geste w Hg. Niech

W =@ty

Twierdzimy ze W = H. W przeciwnym przypadku niech V bedzie dopelnieniem
ortogogonalnym do W. Oczywiscie kazde Hg a wigc i W sy podprzestrzniami
niezmienniczymi dla R. Wtedy tez V' jest podprzestrzenia niezmiennicza. Niech
v bedzie dowolnym niezerowym wektorem w V. Wtedy domkniecie U przestrzeni
Rv jest domknieta podprzestrznia ortogonalng do wszystkich Hg. A wiec do vg
mozna by dodaé¢ v za$ do Hg mozna by dodaé¢ U przeczac maksymalnodci. [

Powyzsze lematy pozwalaja tatwo pokazaé¢ lemat 1.4. Mianowicie, dla R mozna
wybraé samosprzezony uktad generatoréow Ty,. Przestrzen H przedstawiamy jako
sume prosta Hg. Do T, i Hg stosuje sie lemat 1.8, czyli istnieje izomorfizm ¢5 z
Hg na L?(ug). Jesli B € R jest postaci B = p(T,,) gdzie p jest wielomianem to
hg(B) definiujemy jako p(t). Widaé ze przy tym okresleniu dla v € Hg mamy

15(Bv) = hg(B)is(v).

Oznacza to ze norma operatora mnozenia przez hg(B) jest rowna normie B, czyli
1hs(B) Lo (us) = IIBIl. B takiej postaci tworza zbior gesty w R za$ pokazana
réwnosé norm oznacza ze hg rozszarza si¢ na cale R.

Jako €} wezmiemy sume roztaczna C' indeksowang przez 3, na czesci z indeksem
B miare p definujemy jako pg. To oznacza ze L?(u) jest suma prosta L2(ug). A
wiec mozemy zdefiniowaé h i ¢ po skladowych. Pozostaje jeszcze pokazaé czesé
dotyczaca m. Jesli m jest wielomianem to m(B) € R i oczywiscie m(B) komu-
tuje z operatorami komutujacymi z R. Jesli m; jest ciagiem funkcji zbieznym
punktowo i wspolnie ograniczonym, to m;(B) zbiega w mocnej topologii opera-
torowej do m(B). A wigc jesli m;(B) komutuja z S to rowniez m(B) komutuje



z m. A wiec klasa funkcji m takich ze m(B) komutuje z S jest zamknieta na
ograniczone granice punktowe a wiec zawiera funkcje borelowsko mierzalne.
Posumowujac, pokazaliémy ze przy pomocy lematu 1.7 mozemy pokaza¢ lemat
1.4. Teraz pokazemy lemat 1.7. Zauwazmy ze wielomian faktycznie zalezy tylko
od skoniczenie wielu zmiennych, wiec wystarcza pokazaé¢ go dla skoriczonej ro-
dziny T1,75,...,T,. Zrobimy to przez indukcje ze wzgledu na n. Przypadek
n = 1 to lemat 1.5. Indukcyjnie zakladamy ze lemat jest prawdziwy dla n i
pokazemy ze stad wynika lemat dla n 4+ 1. Do algebry generowanej przez T), 1
mozna zastosowa¢ lemat 1.4 (bo dowdd lematu 1.4 w takim przypadku uzywat
tylko lemat 1.5). Niech 1, ;) bedzie funkcja wskaznikows przedziatu [a,b), tzn.
Lap(t) =1 dlat € [a,b) i1, (t) = 0 poza tym. 1f, ) (Thy1) jest projektorem
ktory na mocy 1.4 komutuje z 11,75, ...,T,. W szczegdlnosci jego obraz H,
jest podprzestrzenia niezmiennicza dla Ty, 75, ..., T,. Z zalozenia indukcyjnego
do qu(t1,..-,tn) = p(t1,...,tn,a) stosuje sie 1.7, wiec dla a € I,,11

HQG(Th s 7TTL)HHa,b < sup |p(t1, s 7tn7a)‘ < sup |p(t)|
teCp teCria

gdzie C), to produkt I, ..., I, za$ Cy41 to produkt I, ..., I, 1. Réznica p—q,
jest rowna 0 dla t,11 = a, a wiec

P—qa = (tns1 —a)r

gdzie r jest wielomianem od pierwszych t wspolrzednych ktérego wpolezynnki
mozna otrzymacé przy pomocy rozwiniecia Taylora wzgledem t,,41. W szczegdl-
nosci istnieje stata D; zalezna od p i przedziatu I,,41, ale niezalezna od a i b
taka ze wspotczynniki p— q, sa oszacowane przez D;. Jako ze wielomian zawiera
tylko skonczenie wiele T'* oznacza to ze istnieje stala Do taka ze

Ip(T) = qa(T)|11,, < Da(b—a)

czyli
[p(T) H,y < D2(b—a)+ sup [p(t)]
teChi1
Teraz bierzemy ag = —||Tn41l], a; = ag + ic gdzie € > 0 jest dowolne ustalnie i
bi = Qj41- Mamy
H= @?lOHai7bi

wiec

Ip(T) || = max |[p(T) |, ,, < maxDa(b; —a;) + SUp p(t)]
teCn+1

< Dye+ sup |p(t)]
t€cn+1

Jako ze € > 0 byl dowolny wynika stad ze

[p(T)]| < sup |p(?)]
teChy1



co koniczy dowod lematu 1.7.

Dowdd lematu 1.3: Jest to wniosek z 1.4. Jako ze ¢ jest izomorfizmem to bez
utraty ogélnosci mozemy zakltada¢ ze H = L2(Q) za$ R sklada sie z opera-
tor6w mnozenia przez funkcje. W przestrzeni {2 zmienimy o-algebre zbioréow.
Nowa o-algebra M jest generowana przez przeciwobrazy zbioréw borelowskich
na prostej przez h gdzie h przebiega R. Jesli U jest podzbiorem Borelowskim
prostej, A = h=1(U) to E(A) definujemy jako operator mnozenia przez 14. Wi-
da¢ ze 14 przyjmuje wartosci w zbiorze {0,1}, a wiec E(A) jest projektorem
ortogonalnym. Operatory mnozenia przez funkcje komutuja wiec wartosci E ko-
mutuja. Przeciwobraz calej prostej to {2 a odpowiedni operator to identycznosé,
czyli jest spelniowny trzeci warunek z definicji miary spektralnej. Jesli A; jest
ciagiem mierzalnych zbioréw rozlacznych takich ze |J; A; = A, zas w € L? to

Z]“Aiw: 1Aw

w L2, czyli E spelnia czwarty warunek. Dla ograniczonego h mierzalnego wzgle-

dem M
,/th“&

jest operatorem mnozania przez h. Mianowicie, jesli A przyjmuje tylko skoncze-
nie wiele wartosci to widaé ze operator mnozenia przez h jest suma a;E(A;)
gdzie A; to przeciwobraz a; przez h. Ogolne ograniczone h jest jednostaja gra-
nica h przyjmujacych skonczenie wiele wartosci. Teraz niech B bedzie operato-
rem mnozenia przez h. Jak uzasadnialiSmy mamy

B:/mw@y

czyli przyjmujace h(B) = h dostaniemy wynik o reprezentacji B jako caltki z
moary spektralnej. Na mocy 1.4 wartosci £ komutuja z operatormi S komutu-
jacymi z R. Podobnie, na mocy 1.4 ||B]| = |h(B)]|. O

Lemat 1.10 Jesli T jest operatorem samosprzezonym na przestrzeni Hilberta
H to albo T jest identycznoscig albo miara spektralna dla algebry generowanej
przez T ma w obrazie nietrywialny projektor (tzn, istnieje A takie ze E(A) ¢

{0,1}).
Dowdd: Mamy
T:/ﬁwmm@

Gdyby dla kazdego A projektor E(A) byt trywialny, to bytby on wielokrotno-
§cia identycznosci i rowniez T jako granica sum E(A) byt by wielokrotnoscia
identycznosci. O
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