1 Przyktady, grupy abelowe

1.1 Reprezentacje nieprzywiedlne

1. R z dodawaniem jest grupa abelowa, wiec nieprzywiedlne reprezentacja uni-
tarne sa jednowymiarowe, czyli zadane przez homomorfizm w liczby zespolone
o module 1 (tzn. charakter reprezentacji). Wczesniej zauwazyliSmy ze homo-
morfizm z R w liczby zespolone on module jeden jest postaci w,(t) = exp(iat)
gdzie a € R jest dowolne. To daje pelny opis nieprzywiedlnych reprezentacji
unitarnych R.

2. Grupa T = R/27Z (czyli okrag). Jest to grupa abelowa wiec nieprzywiedlne
reprezentacja unitarne sa zadane przez homomorfizm w liczby zespolone o mo-
dule 1. Dla R taki homomorfizm jest postaci w, (t) = exp(iat). T jest ilorazem R,
wiec reprezentacje T' odpowiadaja reprezentacjom R ktoére przeprowadzaja 2nZ
na identycznosé. A wiec reprezentacje T odpowiadaja wy(t) = exp(ikt) gdzie
k € Z. Wyzej pomnozyliSmy Z przez 27 by uzyskaé prosty wzor na wg(t), w
przeciwnym razie trzeba by uzy¢ exp(i2wkt).

3. Grupa R" z dodawaniem. Reprezentacje sa zadane przez charaktery postaci
wq(t) = exp(i(t,a)) gdzie a € R™ za$ (-, ) oznacza iloczyn skalarny na R™.

4. Grupa T™. Tu charaktery sa postaci wq (t) = exp(i(t,a)) z o € Z™.

5. Grupa Z z dowawaniem. Tu charakter jest wyznaczony przez wartos¢ dla
k = 1. Ta warto$¢ mozna zapisaé jako exp(it) gdzie t € R/27Z (tzn. dostaniemy
ta sama wartos¢ gdy dodamy 27l z [ € Z do t, przy tym klasa réwnowaznosci ¢
jest wynaczona jednoznacznie). Dla ogolnego k mamy w; (k) = exp(itk).
Powyzszy przyktad ilustruje ogblne znawisko: charaktery lokalnie zwartej grupy
abelowej G z mnozeniem punktowych jako dzialaniem i z topologia zbiezno-
Sci jednostajnej na zbiorach zwarych stanowia grupe lokalnie zwarta nazywanag
grupg, dualng i niekedy oznaczang przez G’. Ponadto charaktery G’ sa w 1-1
odpowiedniosci z elementi G. Dokladniej dla a € G odworowanie w — w(a)
daje charakter G'. Mozna pokazaé¢ ze wszystkie charaktery G’ sg tej postaci ze
oryginalna topologia G jest identczna z topologia G”'.

6. Grupa Z™. Tu charaktery jest wyznaczony przez element ¢ € T" i mamy wzor

wi () = exp(ifa, t)).

1.2 Struktura reprezentacji

Dla f € L*(G) mozemy zdefiniowaé¢ obraz przez reprezentacje unitarng p wzo-
rem

o) = / Ty

Wymaga to calkowania funkcji wektrowych. Jesli przestrzen H na ktorej dziata
p jest osrodkowa to przestrzen operatoréw ograniczonych L(H) na H z topo-
logia mocnej zbieznosci jest osrodkowa. Dodatkowo kula jednostkowa w L(H)
jest metryzowalana w sposob zupelny. Pozwala to bez problemu przenie$é teoria
mierzalosci na funkcje o wartosciach w L(H). Mozna tez przenies¢ teorie cal-
kowania Lebesque’a na funkcje o wartosciach W L(H). W szczegolnosci jesli f



jest mierzalna to || f|| jest mierzalna. Jesli || f|| jest calkowalna i f jest mierzalna
to f jest calkowalna.

Dla grupy T (czy tez T™) mozemy teraz prawie literalnie przenie$é¢ konstrukcja
rozkladu kanonicznego reprezentacji. Mianowicie, niech e (t) = 5= exp(—itk).
Latwo sprawdzié¢ ze ey jest idempotentem, tzn. ey * e = ej gdzie x oznacza
splot. p(eg) daje operator rzutowania na poprzestrzeri H rozpinana przez pod-
reprezentacje z charakterem wy. Oznaczmy Hy = p(er)H. Mamy wtedy

H =&, Hy

tzn. reprezentacja p jest rownowazna sumie prostej reprezentacji Hy. Ponadto
dowolna baza ortogonalna w Hj daje rozklad reprezentacji na Hj na sume
reprezentacji nieprzywiedlych.

W przypadku gdy p jest reprezentacja regularnag to Hj sa jednowymiarowe.
Otrzymany rozklad jest faktycznie rozkladem w (wyktadniczy) szereg Fouriera.
Dla reprezentacji regularnej R sytuacja jest nieco bardziej skomplikowana. Dla
funkcji z L' wprowadzamy transformacje Fouriera wzorem

(f)(a)Z/Rf(t)exp(—iat)dt.

Mozna sprawié ze f/:k\g = f gize f jest funkcja ciggla znikajaca w nieskonczo-
nosci. Ponadto dla f € L*(R) U L*(R) mamy f € L2(R) i ||f|3. = 27| f]|3..
Oznacza to Ze na obrazie L' N L? przez transformacje Fouriera f dziata podob-
nie do przyktadéw z poprzedniego wykladu. To dziatanie rozszerza sie na cate
L2. Jako ze obraz L' przez transformacje Fouriera jest zamkniety na mnoze-
nie punktowe i sprz¢zenie zespolne, to jest gesty w przestrzeni funkcji ciaglych
znikajacych w nieskonczonosci. Teraz stosuje sie lemat o postaci podprzestrzeni
niezmienniczych. Uzywajac postaé¢ podprzestrzeni niezmienniczych mozna po-
kazaé ze obraz L' N L? przez transformacje Fouriera jest gesty w L2. A wiec
transformacja Fouriera zadaje rownowazno$¢ reprezentacji regularnej z repre-
zentacja gdzie obaz f dziala jako mnozenie przez funkcje. W szczegélnosci ele-
ment ¢ € R dziala jako mnozenie przez exp(—ita). A wiec nie ma mninimalnych
podprzestrzeni niezmienniczych i reprezentacja nie jest suma prosta. Mozna
sformutowaé¢ moéwiac ze reprezentacja regularna jest calka prosta reprezentacji
nieprzywiedlnych wzgledem miary Lebesque’a.

W ramach dowodu twierdzenia spektralnego pokazaliémy ze dowolna reprezen-
tacja jest sumg prosta reprezentacji cyklicznych. Dla reprezentacji cyklicznych
mamy podobny wynik jak dla reprezentacji regularnej. Dokladniej instnieje
miara u taka Ze obraz f przez reprezentacje dziala na L?(u) mnozac przez
f . Miare p mozna wybraé na wiele sposobéw. Jeden wyrézniony wybér dosta-
niemy gdzy zazadamy by wektor cykliczny odpowiadal funkcji stale réwnej 1.
Przy tym warunku miara p bedzie miara probabilistyczna.

Ogolna reprezentacja R daje sie przedtawié¢ jako catko prosta. Dla reprezantacji
na przestrzeniach osrodkowych catke prosta mozna robi¢ jako catke po R, tyle
ze na danym punktem mozemy mieé¢ przestrzen wyzszego wymiaru (osrodkowa).



