1 Funkcjonaly dodatnie

Definicja 1.1 Jesli A jest *-algebrqg, ¢ jest funkcjonatem liniowym na A to
mowimy ze A jest dodatni jesli ¢(x*x) > 0 dla dowolnego x € A.

Definicja 1.2 Mowimy Ze wektor v jest cykliczny dla reprezentacyi p algebry z
jedynkq A jesli p(A)v jest geste w przestrzeni na ktdrej jest zdefiniowane p. Re-
prezentacjq cykliczng algebry A nazywamy pare (p,v) gdzie p jest reprezentacjg
A zas v jest wektorem cyklicznym dla p.

Lemat 1.3 Jesli (p,v) jest *-reprezentacjq cykliczng *-algebry A z jedynkq to
funkcjonat
Pp(x) = (p(z)v,v)

jest dodatni na A. Jesli i jest funkcjonatem dodatnim na A to istnieje co najwy-
zej jedyna z doktadnosciq do izomorfizmu *-reprezentacja cykliczna (p,v) taka
ze Y = ¢p.. Jesli dodatkowo A jest unormowana i 1 jest normowo ciggly to
taka reprezentacja istnieje. Podobnie, jesli dla pewnej reprezentacji cyklicznej
(0, 2) @ wszystkich x € A mamy Y(z*z) < ¢g ,(z*z) to istnieje (p,v) takie Ze
Y= ¢p,v-

Dowdd. Jesli (p,v) jest *-reprezentacja cykliczna to

Gpoo(27x) = (p(a"x)v,v) = (p(x)v, p(2)v) = ||p(2)v[|* > 0

czyli funkcjonal ¢, , jest dodatni. Niech teraz 1) bedzie funkcjonatem dodatnim
na A. Najpierw zauwazmy ze jesli istnieje reprezentacja cykliczna (p,v) taka ze
Y = ¢, , to jest ona wyznaczona jednoznacznie. Mianowicie na p(A)v mamy

(zv,yv) = (y*zv,v) = P(y"z)

czyli na p(A)v produkt skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez 1. W
szczegolnodci anihilator I, , = {z : p(x)v = 0} jest jednoznacznie wyznaczony
przez 1. Jesli (p;,v;) dla i = 1,2 sa reprezentacjami takimi ze ¢ = ¢, ., to
pi(A)v jest izomorficzne z A/I,, ,, czyli p1(A)v jest algebraicznie izomorficzne z
p2(A)v. Na mocy wezesniejszego rachunku sa one izometryczne, czyli dostajemy
réwnowaznosé reprezentacji.

Aby pokaza¢ istnienie na A wprowadzamy iloczyn skalarny wzorem

(z,y) =¢(y"x).

Jako ze 1 jest dodatni to ten iloczyn jest dodatnio okreslony, czyli wprowadza
na A strukture przestrzeni unitarnej. Dzielac A przez podprzestrzen wektorow
zerowych i uzupetniajac otrzymujemy przestrzeni Hilberta V. Dla z,y € A mamy

lzyllY = (zy, 2y)v = (@"zy,y) < a"zyllv [yl
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Jesli A jest algebra unormowang i ¢ jest ciagly to

2]l = p(a*) < [lY]lllz"z]la
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Teraz biorac M = ||¢||[|ly*[|allyl|.4 mamy
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leyl} < M2 e allylly
Biorac granice przy k dazacym do nieskoriczonosci mamy

lzylly < la*(lallylly,

czyli mnozenie przez x zadaje operator ograniczony w normie V' z norma co
najwyzej ||x*a:\|i‘/ % Rozszerzajac ten operator przez ciagloéé na V dostajemy
operator p(x). Oczywiscie p jest reprezentacja. Z definicji iloczynu skalarnego
na V,dla z,y,z € A mamy

(v, p(a")z)y = ¥(2"xy) = (p(x)y, 2)v.

Przez ciaglosé ta rownosé zachowuje sie dla dowolnych y,z € V, czyli p(z*) =
p(x)*, czyli p jest *-reprezentacja. Niech v bedzie obrazem 1 w V. Mamy

(p(z)v,v) = ¥(121) = ¥(x)

czyli ¥ = ¢p0-
Aby pokazaé¢ ostatnia czesé lematu zauwazmy ze jesli dla dowolnego x € A
mamy Y (z*z) < ¢g ,(z*z) todla z,y € A

(2" 2)2 ylI2 = (") y)* (@72)% y) < do-(((z72)% y)* (272)*"y)
= [16((z*2) > y)=II> < [0(z"2) > 18(y) 121212

czyliz M = [[0(y) ||| 2] mamy
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co znowu daje
lzyllv < 16" )12 lyllv

i tak jak w przypadku unormowanym mnozenie przez x daje operator ograni-
czony. Reszta dowodu nie zalezy od tego czy A jest unormowana. O



Lemat 1.4 Jesli A jest *-algebrqg, ¢,1v1,v%s sq funkcjonatami dodatnimi na A,
¢ = Y1 + e, to reprezentacja cykliczna odpowiadajgca ¢ jest izomorficzna z
podreprezentcjq sumy prostej reprezentacyi (p;, Vi, &) odpowiadajgceych 1y i 1s.
Co wiecej, n = (£1,&2) € Vi ®Va spetnia ¢(x) = ((p1 B p2)(x)n,n). Reprezentacja
cykliczna odpowiadajgca ¢ jest nieprzywiedlna wtedy 4 tylko wtedy gdy Re jest
promieniem ekstremalnym w stozku funkcjonatéw dodatnich na A.

Dowod: Jesli ¢ pochodzi z reprezentacji, to na mocy ostatniej czesci Lematu 1.3
réwniez ¢; pochodza z reprezentacji. Wzoér z n to prosty rachunek:

((p1 @ p2)(x)n,m) = (p1(x)&1,€1) + (p2(7)E2, E2)
= Y1 () + Yo () = ¢(x).

7 jednoznacznosci reprezentacji cykliczniej wynika ze reprezentacja odpowia-
dajaca ¢ jest izomorficzna z podreprezentacja sumy prostej p; G p2 generowng
przez n. Rzuty z V na V; daja niezerowo operatory splatajace reprezentacje od-
powiadajaca ¢ z reprezentajami odpowiadajacymi ;. Jesli reprezentacja odpo-
wiadajaca ¢ jest nieprzywiedlna, to te operatory splatajace sg wielokrotnosciami
izometrii, wiec 1; sa proporcjonalne do ¢, czyli R¢ jest promieniem ekstermal-
nym w stozku funkcjonalow dodatnich na A. Jesli reprezentacja (p,v) odpo-
wiadajaca ¢ jest przywiedlna to jest suma prosta dwu swoich podreprezentacji.
Wtedy ¢ jest suma funkcjonatéw dodatnich ; odpowiadajacych podreprezen-
tacjom. Gdyby ; byly dodatnimi wielokrotnosciami ¢ to wtedy rzuty z V na V;
bylyby wielokrotnosciami izometrii, skad by wymikato ze oryginalna reprezen-
tacja nie jest cykliczna. A wiec ; nie sa dodatnimi wielokrotnosciami ¢, czyli
R¢ nie jest promieniem ekstermalnym w stozku funkcjonaléow dodatnich na A.
O

Powyzsze lematy nie uwzgledniaja topologi G, tzn. rozwazane reprezentacje
moga by¢ nieciagle. Ponizej podamy prosty sposéb uwzglednienia topologii G:

Definicja 1.5 Powiemy Ze funkcja ¢ na G jest dodatnio okreslona wtedy i tylko
wtedy gdy funkcjonal ¢ zadany wzorem

¢<Z agdg) = Z ag9(9)
jest dodatni na C[G].
Przytad: ¢(t) = max(0,1 — |z|) jest dodatnio okreslona na R.

Lemat 1.6 Jesli ¢ jest funkcjg dodatnio okreslong na G to dla dowolnego g € G
mamy

[6(9)] < o(e),

¢(g~") = (9.



Dowod: Zauwazmy najpierw ze ¢(e) jest rzeczywiste dodatnie, bo dla f = 4§,
mamy f*f =6, 1 (f*f) = é(e), a wiec faktycznie ¢(e) jest rzeczywiste dodat-
nie. Niech f = 6. + sd4. Wtedy f* = dc + 5541 i

Fof = 6+ 556,0,1 + 50q + 5651

= (1+|s*)d. + 5045041

czyli
() = (L+s1)g(e) + s¢(g) + 5d(g7").

Dla dowolnego zespolonego s prawa strona jest rzeczywista, a wiec skoro ¢(e)
jest rzeczywiste to

s0(g) +56(97)
jest rzeczywiste. Biorac rzeczywiste s widaé ze jest to mozliwe tylko wtedy gdy

S(e(9)) = =S(o(g™h)

gdzie & oznacza czesé urojona. Podobnie, biorac urojone s wida¢ ze

R(4(9)) = R(e(g™"))

gdzie R oznacza czesé rzeczywista. Razem daje to

blg) = dg™").

Teraz bierzemy z takie ze z¢(g) = |¢(g)|. Podstawiajac s = zt do wzoru na
Y(f*f) i uwzgledniajac otrzymana rownosé mamy

V(7 f) = (L+[tP)ele) + 2t b(g)]

Dla rzeczywistego t czesé rzeczywista prawa strona jest tréjmianem kwadrato-
wym od t, czyli gdy jest dodatnia to wyr6znik tréjmianu jest ujemny:

0> A= (2¢(9)])* — 4¢(e)”

czyli
¢(e)? > |o(g)[*.
Jako ze ¢(e) jest dodatnie daje to wynik. O

Lemat 1.7 Wzdr ¢(g) = (p(g)v,v) zadaje 1-1 odpowiednio$é miedzy zbiorem
funkcji dodanio okreslonych na G i zbiorem cyklicznych reprezentacji unitarnych
G. Reprezentacja jest jest stabo rozdzielnie ciggta wtedy i tylko wtedy gdy ¢ jest
ciggta.



Dowod: Zauwazny najpierw ze na mocy Lematu 1.6 funkcja dodatnio okreslna
jest ograniczona, a wiec zadaje funkcjonal normowo ciagty na C[G]. Teraz pierw-
sza cze$¢ wynika z Lematu 1.3 i lematu o odpowiednio$ci miedzy reprezentacjami
C[G] i reprezentacjami G. Pozosteje pokazaé czesé¢ o ciaglosci. Lecz ¢ jest cia-
gla wtedy i tylko wtedy gdy dowolne elementy macierzowe (p(g)u, w) sa ciagte.
Mianowicie dla v = fv i w = hv mamy

(p(g)u, w> = <p(h*6gf)v7 U>

co jest kombinacja liniowa przesunie¢ ¢. Unitarnosé p oznacza ze ciagtosé (p(g)u, w)
z gestego zbioru u, w przenosi sie na dowolne u, w. Ciaglosé (p(g)u,w) oznacza
stabg rozdzielna ciaglosé reprezentacji. O

Mowimy ze reprezentacja p jest ciagla gdy odzorowanie z G x H w H zadane
wzorem (g,v) — p(g)v jest ciagle. Jako ze na operatorach unitarnych topolo-
gia stabej zbieznosci jest rownowazna topologii mocnej zbieznoéci, to z lematu
wynika ciaglto$¢ odwzorowania wyzej ze wzgledu na G. Teraz laczna cigglosé
wynika z tego ze normy p(g) sa wspoélnie ograniczone

p(g91)v1 — p(g0)voll < [lp(g1)v1 — plgr)voll + lp(g1)vo — p(go)vol|
< lvr = wol| + [lp(g1)vo — p(g0)vol|-

Daje to lemat:

Lemat 1.8 Reprezentacja cykliczna p jest ciggta wtedy i tylko wtedy gdy odpo-
wiadagjgca jest funkcja dodatnio okreslona jest ciggta.

Uwaga: Taka posta¢ lematu jest prawdziwa bo rozwazamy reprezentacje uni-
tarne. Mozna by rozwazaé ogoélniejsze reprezentacje i wtedy potrzebne sg do-
datkowe zaloznia.

Naszym celem jest teraz rozklad *-reprezentacji grupy lokalnie zwartej G na
sktadniki nieprzywiedlne. Idea jest prosta: chcemy przedstawi¢ dowolny funk-
cjonal dodatni jako catke z funkcjonatéw ekstremalnych. Jednakze sa trudno-
Sci techniczne. Przy tym jest naturalne ze sa trudnosci, bo nie wszystkie grupy
maja reprezentacje nieprzywiedIne. Dlatego bedziemy pracowaé z algebra L' (G)
(ktora niejako automatycznie implikuje lokalng zwartos¢ G). Dla uproszczenia
bedziemy zaklada¢ ze G jest osrodkowa i metryzowalna.

Aby tatwo zdefiniowa¢ wazne pojecia potrzebujemy calek funkcji wektorowych.
Bez dowodu przyjmiemy fakt nizej:

Fakt. Niech W bedzie osrodkowa przestrzenia Banacha. Dla funkcji o warto-
Sciach w W istnieje teoria calkowania analogiczna do teori calki Lebesque’a
funkcji rzeczywistych. W szczegblnoséi jesli f jest mierzalna o wartosciach w
W (tzn. przeciwobrazy kul sa mierzalne) to |f| jest mierzalna. Jesli f jest
mierzalna i || f]| jest catkowalna to istnieje catka z f i dla dowolnego ciagtego
funkcjonatu liniowego u na W funkcja x — (f(x), u) jest mierzalna i

([ s = [,



Zachodzi twierzenie Lebesque’a o dominowej zbieznosci.
Uzywajac ten fakt mozemy zdefiniowaé¢ dziatanie (splot) w L!(G) wzorem

frh= [ f)Lyh

gdzie (Lyh)(z) = h(g~'z). Mozna pokaza¢ ze splot jest aczny. Ponadto w
L'(G) mozna zdefiniowaé¢ inwolucje, mianowicie, istnieje funkcja m taka ze dla

dowolnego f € L'(G) mamy

[ @) = [m@) e,

fr(@) =m(z) fl@™).
Mozna sprawdzié¢ ze jest to inwolucja w L(G).
W LY(G) istnieje jedynka aproksymatywna, tzn. taka rodzina funkcji u, ze
|lun|| =11 dla dowolnego f € L'(G) mamy

unf = f

Teraz definiujemy

gdy n dazy do nieskoriczonosci.

Moéwimy ze podprzestrzenn W reprezentacji L'(G) jest zerowa jesli fv = 0 dla
dowolnego f € LY(G)ive W.

Jedli p jest ciagla reprezentacja G to dla f € L'(G) definiujemy

Mﬁzjfwmm

Ten wzor zadaje *-reprezentacje L'(G).

Lemat 1.9 Powyzszy wzor zadaje 1-1 odpowiedniosé miedzy cigglymi reprezen-
tacjami unitarnymi G i *-reprezentacjami L*(G) bez podprzestrzeni zerowych

Dowdd. (szkic) Majac dang reprezentacje L' (G) musimy otrzymaé reprezentacije
G. Uzywajaé jedynke aproksymatywna u, definujemy

p(g)w = lim p(dgun)w.
Dla w = p(f)v mamy

p(g)w = lim p(dgun)p(f)v = lim p(dgun fv = p(dgf)v

czyli granica istnieje dla w takiej postaci. Niech V' = {p(f)v}. Dopelnienie
ortogonalne V jest podprzestrzenia zerowa dla L'(G), a wiec zaloZenia jest
trywialne, czyli V' jest gesta. A wiec mamy zbiezno$é na zbiorze gestym. Z ogra-
niczonosci norm oznacza to ze granica istnieje. Podobnie jako ze reprezentacja
regularna na L' jest ciagla to p(g)w jest ciagte dla w € V, czyli otrzymana
reprezentacja jest ciagla. Latwo sprawdzié¢ ze catkowanie tak otrzymanej repre-
zentacji G z powrotem daje reprezentacje L'(G) od ktorej zaczelismy. O



Lemat 1.10 Ciggte funkcjonaty dodatnie v na L*(G) sq postaci

b(f) = / F(9)(g)

gdzie ¢ jest ciggtq funkcjq dodatnio okreslong na G.

Dowod: Funkcjonaty dodatnie na L'(G) odpowiadaja reprezentacjom cyklicz-
nym L!(G) te ciagtym reprezentacjom cyklicznym G te za$ ciagtym funkcjom
dodatnio okreslonym na G. Latwo sprawdzi¢ ze odpowiedniosé¢ jest dana przez
wskazany wzor. O

Uwaga: Z analizy funkcjonalnej wiadomo ze funkcjonaty na L!(G) sa zadane
przez funkcje ograniczone, by¢ moze niecigglte. Powyzszy lemat méwi ze funk-
cje dajace funkcjonaly dodatnie automatycznie sa ciaglte. Ta ciagtos¢ trudno
pokazaé inaczej niz to zrobiono wyzej.

Lemat 1.11 Jesli A jest *-algebrqg unormowang z jedynkq to zbior P funkcjo-
natow dodatnich na A o normie ograniczonej przez statq r, jest zbiorem zwartym
w *-stabej topologii na A’.

Dowod: A jest przestrzenig Banacha wiec kula B o promieniu r w A’ jest zwarta
w *-stabej topologii. P jest domknietym podzbiorem B w *-stabej topologii wiec
tez jest zwarty. O

Niech G bedzie grupa lokalnie zwarta i niech A bedzie zbiorem cigglych funk-
¢ji dodatnio okreglonych na G takich ze ¢(e) < 1 gdzie e jest jedynka w G.
Oznaczmy przez A; podzbior A sktadajacy sie z funkcji przyjmujacych wartosé
1 w e. Niech Q2 bedzie zbiorem punktéw ekstremlnych A i niech Q; = QN A;.
Jak juz pokazaliémy dla grupy abelowej reprezentacje nieprzywiedlne sg jedno-
wymiarowe a odpowiadajace im funkcje dodatnio okreslone (ktore w tym przy-
padku sg charakterami) sg homomorfizmami w liczby zespolone o module 1. A
wiec jesli G jest lokalnie zwarta grupa abelowa to (2 sklada sie z charakterow.
Zauwazmy ze )7 z mnozeniem punktowym jako dziataniem jest grupa abelows,
przy tym jest grupa topologiczna zaréwno w topologii odziedziczonej z A jak i w
topologii zbieznosci jednostajnej (te dwie topologie sa identyczne, ale wymaga
to dowodu).

Lemat 1.12 Jesli G jest lokalnie zwartq grupg abelowq to Q z topologiq odzie-
dziczong z A jest przestrzeniq zwartq, a §21 jest przestrzeniq lokalnie zwartg.

Dowdd: Jako ze grupa G jest abelowa to repreentacje nieprzywiedlne sa jedno-
wymiarowe. Elementy 2 odpowiadaja reprezentacjom nieprzywieddlnym, a wiec
jednowymiarowym. Dla reprezentacji jednowymiarowej w daje homomorfizm z



LY (G) w liczby zespolone. Ale zbiér homomorfizéw jest domknietym podzbio-
rem A. Mianowicie w jest homomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdych
f1, f2 € LY(G) zachodzi réwnosé

(fi,w){f2,0) = (fifo,w).

Ale z definicji (f1,w) jest funkcja ciagla w, wiec rownosé wyzej to rownosé funk-
cji ciaglych czyli zbiér w dla ktérych zachodzi réwnosé jest domkniety. Jako
domkniety podzbioér zbioru zwartego 2 jest zbiorem zwartym. ; to 2 z usu-
nietym punktem 0, wiec jest lokalnie zwarte. O

Lemat 1.13 Przy oznaczeniach wyzej powtoka wypukta Q) jest gesta w A. Jesli
G jest grupg abelowq lub G ma baze przeliczalng to dla dowolnego ¢ € Aq istnieje
miara probabilistyczna p na 0y taka Ze

o) = /Q w(g)du(g).

Dowod: Zauwazmy najpierw ze gdy funkcjonal dodatni jest zadany przez funk-
cje dodatnio okreslona ¢ to jego norma to ¢(e). A wiec zbiér ¢ o normie nie
przekraczajacej 1 to dokladnie zbiér ¢ takich ze ¢(e) < 1. Na mocy poprzed-
niego lematu ten zbidr jest zwarty w *-stabej topologii, a wiec jest domknieta
powloka wypukla zbioru swoich punktow ektremalnych (jest to teza twierdzina
Kreina-Milmana). Czyli Q jest domknieta powltoka wypukla A, co daje pierwsza
czese.

Zauwazmy teraz ze 2 = Q1 U{0}. Jesli G jest grupa abelowa to na mocy lematu
1.12 Q jest przestrznig zwarta a {21 lokalnie zwarta. Wiadomo ze dla przestrzeni
zwartej roOwniez przestrzen miar probablistycznych jest zwarta, czyli przestrzen
M(Q) miar probabilistycznych na Q jest zwarta. Odwzorowanie u +— ¢ zadane
wzorem wyzej jest ciagte, wiec jego obraz jest domknietym i wypuklym pod-
zbiorem A. Biorac jako p miare skupiong w jednym punkcie w widzimy ze obraz
zawiera ), wiec na mocy pierwszej czesci jest rowny A. Widacé ze jesli ¢(e) = 1
to miara p musi byé skupiona na A, co daje wynik dla grup abelowych. Jesli
G ma baze przeliczalng to L'(G) jest przestrzenia osrodkowsa i réwniez A jest
przestrzenia o$rodkowa. Teraz wynik otrzymujemy na mocy twierdzenia Cho-
cqueta. O

Szczegblny przypadek: jesli ¢ jest funkcjg dodatnio okreslong na R™ i ¢(0) = 1
to istnieje miara p na R™ taka ze

o(x) = / exp(i(z,a))du(a).
Przyktad:

exp(—lz]*) = (477)*"/2/ exp(i(, a)) exp(~||a]|*/4)da

n



Kontr-przyktad: Niech H bedzie nieskoniczenie wymiarowg przestrzenia Hilberta
z dodawaniem jako dziatlaniem grupowym. Niech ¢(z) = exp(—||z[|?). Wtedy ¢
jest ciagla funkcja dodatanio okreslona na H ale wzor z Lematu 1.13 nie zacho-
dzi. Mianowicie, aby sprawdzi¢ ze ¢ jest dodatnio okreslona wystarczy testowaé
na elementach C[H|. Element C[H] jest skupiony na skoncznie wielu elementach
H, a wiec na przestrzeni skoricznie wymiarowej, ktora jest izomorficzna z R™ dla
odpowiedniego n. Jako ze odpowiednia funkcja na R™ jest dodatnio okreslona
to ¢ jest dodatnio okreslona. Oczywiscie ¢ jest ciagla. Aby pokazaé ze wzor z
Lematu 1.13 nie zachodzi zauwazmy ze ekstremalne funkcje dodatnio okreslone
to charaktery H. W notatkach do wyktadu 9 uzasadnialiSmy ze charaktery H
sa postaci w(x) = exp(il(x)) gdzie | jest ciaglym funkcjonalem liniowym na H.
Ciagte funkcjonaty liniowe na H sa postaci l(z) = (z,a), czyli Q1 = H. Innymi
stowy mielibySmy miare skupiong na H spelniajaca

exp(—lz]) = / e (. adula).

W dodatku (lemat 2.4) pokazemy ze jest to niemozliwe.

Dla lokalnie zwartych grup abelowych mozna zbudowaé teorie transformacji
Fouriera podobna do klasycznej teorii calki i szeregdw Fouriera. Mianowicie,
dlaw € Qi f € LY(G) definiujemy transformacje Fouriera wzorem

flw) = / F(g)w(g) " dg

gdzie catkowanie jes wzgledem miary Haara. Jako ze w jest homomorfizmen na
L' to mamy wzor

Fir fo(w) = fiw) fo(w).
Mamy tez wzor
(1) fr(w) = f(w).

Mianowicie

gdzie uzylismy réwnoséé w(g™!) = w(g) ™! = w(g). Uzylismy tez wzor

/ f@)dg = [ £lgY)dg

ktory wynika z tego ze G jest grupa abelowa i miara Haara na G jest dwustronnie
niezmiennicza.

Lemat 1.14 Jedli f € LY(G) to f € Co(Q), tzn. f jest funkejq ciggta znikajgcq
w nieskoriczoniosci na 1. Obraz LY (G) przez transformacje Fouriera jest gesty
w 00(91)



Dowdd: Zauwazmy ze dla w € Q wartosé f(w) jest po prostu wartoscig fun-
cjonalu liniowego odpowiadajacego w™! na f. Z definicji topologi na € przy
ustalonym f warto$¢ funkcjonalu na f jest funkcja ciagla. Dla w = 0 wartosé
funkcjonatu to 0, a wiec na €y funkcja f znika w nieskoriczonosci.

Na mocy wzoru (1) obraz transformacji Fouriera jest zamkniety na sprzezenie
zespolone. Rozdziela tez punkty (jesli funkcjonaty sa réwne dla kazdego f € L*
to sa rowne) i nie zeruje sie w zadnym punkcie ;. A wiec na mocy twierdzenia
Stona-Weierstrassa jest gesty w Co(Q1). O

Lemat 1.15 Jesli G jest lokalnie zwartg grupg abelowg to miaru p z lematu
1.13 jest wyznaczona jednoznacznie.

Dowdd: Jesli ¢ jest funkcja dodatnie okreslong a p speinia réwnosé z lematu
1.13 to dla f € L* mamy

/f(g)¢(9)dg= /f(g)/w(g)du(w)dg = //f(g)w(g)dgdu(w)

— [ fo du(e).

Jesli pq 1 po sa dwoma miarami spelniajacymi wzoér z lematu 1.13 to dla kazdego
f € LY(G) mamy

[ Fe i ~ pa)(w) =0
Na mocy lematu 1.14 obraz transformacji Fouriera jest gesty w Cp(§21), wiec
p1 — p2 = 0. U

Lemat 1.16 Przy oznaczeniach i zatozZeniach jak wyzej istnieje miara v na
taka ze dla kazdego f € L*(G) N L*(G) i kazdego g € G zachodzi réwnosé

£ 10) = [ 1FP@p(gvie).
W szczegolnosci || f|| 2 () = ||f|\L2(V)‘ Ponadto obraz L*(G)NL?(G) przez trans-
formacje Fouriera jest gesty w L*(v).

Dowdd: Dla f € LY(G) N L?*(G) funkcja f* * f jest ciagta i dodatnio okreslona
na G, wigc na mocy lematéw 1.13 i 1.15 istnieje dokladnie jedna miara py taka
ze

o flg) = / w(g)dps ().
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Biorac funkcje h € L'(G) mamy
ot 119) = [ W < Ftgds = [ b) [[ls g dug(w)ds
— [w() [ hoats dsausw) = [ wl@h@idnse).
Biorac h = w* * w mamy h = ||?, czyli wzor wyzej przybiera postac

w*xws [ % f(g) = / w(g)[0[2dpug (w)

Jako ze w* x wx f*x f = (wx f)* x (w=* f) to w* xw=* f* * f jest dodatnio
okreslona i mamy
frwg = [0 i

Jako ze G jest przemienna to zachodzi symetryczny wzor

Hwsxf = |f|2,uw
czyli
@1y = |f o
czyli
1 1
Wﬂf = Wﬂw

po ograniczeniu do zbioru takich w ze f(w) # 0 i w(w) # 0. Teraz mozemy
zdefiniowa¢ v: jesli f # 0 na zbiorze otwartym U to przyjmujemy

1
plo = —=pylo-

/12
Na mocy wzoru wyzej te okreslenia zgadzaja si¢ dla réznych f. Ponadto dla
kazdego w istniej f € L'(G) N L?(G) takie ze f(w) # 0. A wiec v jest dobrze
okreslona i mamy

£ (g) = / PP (w)w(g)dv(w).

Ten wzor wymusza nasze okreslenie, czyli v jest wyznaczona jednoznacznie.
Niech W bedzie domknigciem w L?(v) obrazu transformacji Fouriera L!'(G) N
L*(G). Wzér
v f=hf

dlah € L'i f € LN L? oznacza ze W jest zamknigte na mnozenie przez trans-
formacje Fouriera funkcji z L'(G). Ale transformacje Fouriera funkcji z L' (G)
sa geste w Cp(G). Na mocy lematu z notatek do wykladu 10 po ograniczeniu
do zbioréw U jak wyzej W N L2(U) jest réwne 15L%*(w) dla pewnego zbioru
mierzalnego E C U. Ale okreslenie v wyzej pokazuje ze modulo zbiory miary 0
mamy E = U. Teraz argumentujac podobnie jak w notatkach do wyktadu 10
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pokazujemy ze W = L?(v). O

Uwaga: Ogolnie miara v nie musi byé¢ o-skoniczona. Powoduje to ze musimy ope-
rowaé miara obcieta do zbioru otwartego o domknieciu zwartym (takie obciecie
jest miara skoriczona co rozwiazuje trudnosé).

Lemat 1.16 oznacza ze transformacje Fouriera mozna rozszerzy¢ do izometrii

L*(G) z L*(v).

Lemat 1.17 Operator odwrotny do transformacji Fouriera ktory zapiszemy jako
F=Y dla h € L*(v) N L?(v) jest zadany wzorem

Flh(g) = / h(w)w(g)dv(w).

Wz6r ten mozna rozszerzyé przez ciagtosé na cate L*(v).

Dowdd: Na mocy lematu 1.16 wzor zachodzi dla h postaci h = w gdzie w = f*x f
i f e LYG)N L*G). Uzywajac wzor z dowodu lematu 1.16 widzimy ze wzor
na F~1h jest prawdziwy dla h postaci 4 gdzie u € L*(G) a w jest jak wyzej.
Jako ze obraz transformacji Fouriera L' jest gesty w Co(£21) wzoér zachowuje sie
dla h postaci v x w gdzie v € Cp(€21) a w jest jak wyzej. Funkcje takiej postaci
sa geste w L1 (v) N L?(v) co daje wynik. O

Komentarz: Powyzsze wyniki dla grup abelowych mozna rozszerzyé na pary
Gelfanda. Szczegoly pozostawiam jako ¢wiczenie.

Lemat 1.13 prowadzi do rozkladu reprezentacji na calke prosta reprezentacji
nieprzywiedlnych.

Niech 2 bedzie przestrzenia z miara u. Zakladamy ze dla kazdego w € 2 dana
jest przestrzen Hilberta H,. Zakladamy ze dane sa funkcje X, takie ze dla
kazdego w € Q mamy X, (w) € H,. Ponadto zaktadamy ze (X, (w), Xg(w))m,
jest mierzalne dla dowolnych «,f i ze wartosci X,(w) rozpinaja X,. Niech
H bedzie przestrzenia funkcji f na  takich ze f(w) € H,, iloczyny skalarne
(f(w), Xa(w)) H(w) sa mierzalne i ponadto sa niezerowe tylko dla przeliczalnie
wielu a. Dla takich f norma ||f(w)||z, jest mierzala funkcja w, dla f1, fo € H
iloczyn skalarny (f1(w), fo(w)) g, jest mierzalna funkcja w (pokazemy to nizej).
Ograniczajac H do takich funkcji ze || f quw jest calkowalna otrzymujemy prze-
strzen Hilberta. Przy tym iloczyn skalarny jest zadany wzorem

o fobit = / (1 (@), fa(@))r du(w).

Ta przestrzen nazywamy catka prosta H, i niekiedy piszemy

H= / Heodpu(w).
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Komentarz: definicja wyzej jest bardzo ogolna, ale catka prosta zachowuje sie
dobrze tylko przy dodatkowych zalozeniach, np. ze miara u jest skonczona zas
indeksy « sa ze zbioru przeliczanego. Ogoélnej 2 moze by¢ sumg roztaczng zbio-
réw {2, o mierze skonczonej taks ze przy ustalonym < tylko przeliczalnie wiele
Xo jest niezerowe na €.,.

Komentarz: Intuicja dotyczaca calki prostej jest naturalna: mamy rodzine prze-
strzeni Hilberta zalezaca w sposéb mierzalny od parametru i budujemy z niej
wektorowo wartoéciows, przestrzenn L2. Ale precyzyjne sformutowanie "zalezaca
w sposob mierzalny od parametru"wymaga troche wysitku, funkcje X, wyzej
stuza do tego celu.

Lemat 1.18 Niech bedzie dana catka prosta jok wyzej i przeliczalnym cigg in-
deksow ay, k = 1,.... Niech Y, = X,,. Wtedy istniejg funkcje Zy, takie ze
Zip(w) € Hw), | Zk(w)| jest mierzalna i przyjmuge tylko wartosci ze zbioru
{0,1} i dla k # j (Zr(w),Z;(w))a, = 0. Zi jest kombinacjg liniowg Y7,
Jj=1,...,k ze wspdtcznnikami ktore sq mierzalnymi funkcjami skalarnymi (ze-
spolonumi lub rzeczywistymi). Ponadto domknieta podprzestrzen H,, rozpinana
przez Zx(w), k = 1,... jest réwna domknietej podprzestrzeni rozpinanej przez

Yk(w),kzl,....

Dowdd. Zj otrzymujemy stosujac do Yj procedure ortogonalizacji Gramma-
Schmidta dla kazdego w z osobna. Wspotczynniki w procedurze Gramma-Schmidta
pochodza od iloczynéw skalarnych do ktérych stosuje sie operacje arytmetyczne.
7 zalozenia iloczyny skalarne Y}, sa mierzalne. Indukcyjnie pokazujemy ze wszyst-
kie iloczyny skalarne pojawiajace sie w procedurze sa mierzalne. Mianowicie, jak
iloczyny skalarne Yy, k = 0... oraz Zi, k = 1,...,j sa mierzalne, to wspol-
czynniki we j 4+ 1 kroku procedury Gramma-Schmidta sg mierzalne i Z;, jest
kombinacja liniowa Yy, k =1,...,j + 1 z mierzalnymi wspotczynnikami. Z(w)
rozpinaja ta sama przestrzen co Yi(w) na mocy wlasnosci procedury Gramma-
Schmidta. O

Lemat 1.19 Jesli f1, fo majg mierzalne iloczyny skalarne z X, i istnieje prze-
liczalny podzbior indeksow I taki ze dla o ¢ I iloczyny skalane f1 i fa z Xy sq
zerowe, to iloczyn skalarny (f1(w), fa(w))m,, jest mierzalny.

Dowdd: Ustawmy elementy I w ciag {ai}, k = 1,.... Niech Y, = X,,, . Bierzemy
funkcje Zj, z lematu 1.18. Jako ze (fi(w), Xa)pm, = 0dla a ¢ I, to f;(w) nalezy
do domknietej podprzestrzeni H,, rozpinanej przez Y (w). Niezerowe Z(w) daja
baze ortonormalng tej przestrzeni, a wiec

(fr(@), fo(@)a, = D (1), Ze(@)) i, (Z(@), f2(@))

k=1

Jako ze Zj sa kombinacjami liniowymi Y} z mierzalnymi wspélczynnikami a
iloczyny skalarne f; z Yy sa mierzalne z zalozenia to wszystkie wyrazy sumy
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wyzej sa mierzalne. A wiec powyzszy iloczyn skalarny jako przeliczalna suma
funkcji mierzalnych jest mierzalny. (]

Nastepny lemat wynika bezposredni z definicji:

Lemat 1.20 Niech H bedzie catkq prostq H(w) jak wyzej i niech h bedzie ogra-
niczong funkcjg mierzalng na Q). Wtedy mnozenie punktowe przez h zadaje ope-
rator ograniczony na H.

Lemat 1.21 Niech H bedzie catkq prostq H(w) takq zZe miara p jest skoriczona
i indeksy o sq ze zbioru przeliczlnego. Niech a bedzie funkcjg na Q) takq zZe a(w)
jest operatorem ograniczonym na H(w), dla kazdego a, B iloczyn skalarny

(a(w)Xa(w), Xp(w))
jest mierzalny i ||a|| jest ograniczona. Wtedy wzor
(Af)(w) = a(w)f(w)

zadaje operator ograniczony na H komutujgcy z operatorami mnozenia przez
funkcje. Kazdy operator komutujgcy z wszystkimi operatorami mmnozenia przez
funkcje jest takiej postaci.

Dowdd: 7 zatoznia « sa ze zbioru przeliczalnego wiec uzywajac lemat 1.18 mozna
zastapi¢ X, przez ortogonalne Zj z tego lematu. Jako ze Zj sa kombinacjami
liniwymi X, z mierzalnymi wspotczynnikami to zalozenia lematu sg spetnione

dla Zj. Niech
Ur,j = (a(w)Zk, Zj) 1.

Dowolne f € H mozna zapisa¢ w postaci
flw) =" cr(w)Z
k=1
biorac ¢, = (f(w), Zk)n,,. Mamy wtedy
(W) f @), Zj)m, =Y rj(w)er(w)
k=1

a wiec iloczyn skalarny wyzej jest mierzalny. Jako ze norma a(w) jest ograniczona
powiedzmy przez M to

la()f()lla, < la(@)lallf @), < M]fw)],

czyli [|af||3; jest calkowalna z kwadratem, czyli af € H. Oczywiscie otrzymany
operator jest liniowy a jego norma jest ograniczona przez M. Z okreslenia widaé
ze A komutuje z operatorami mnozenia przez funkcje mierzalne.
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Niech teraz A bedzie operatorem ograniczonym na H komutujacym z operato-
rami mnozenia przez funkcje. Jako ze miara u jest skonczona to Z € H. A wiec
mozna zdefiniowaé vy, ; wzorem

Ur.j(w) = (AZy(w), Zj(w)) m,

Niech f; = Y p_; ckiZy, gdzie | € 1,2, ¢, sa wymierne (dla skalaréw rze-
czywistych) lub maja wymierna cze$¢ rzeczywista i urojona (dla skalaréw ze-
spolonych). Jako ze suma wyzej ma stale wspolczynniki za§ Zj maja normy
ograniczone przez 1 to dla kazdego w w; = ||fi(w)||gw < oo. Niech h; = w%fl
dla tych w gdzie w; > 011 h; = 0 dla tych w gdze w; = 0. Wtedy ||hi(w)] g < 1.
Biorac u;, | = 1,1 takie ze u; € L*(u), to jako ze A komutuje z operatorami
mnozenia przez funkcje to mamy

(Aurhy (w), ugha(w)) i, = w1 (w)uz(w){(Ah1)(w), ha(w)) u,

czyli biorac n(w) = ((Ah1)(w), he(w)) g, mamy
I/ul(W)ﬂz(W)n(W)dﬂ(W)l = [{(Aurhy, ugha)| < [|Auiha || m[luzhel m

< [ Allluaballzlluzhella < CllA[ull L2 lluzll 22 )
Wynika stad ze operator mnozenia przez 7 rozszerza si¢ do operatora ograni-
czonego na L?(p1) z norma || Al|. Wiadomo ze norma operatora mnozenia przez
1 to |1l Lo (), czyli
71l ooy < Al

Namy przeliczalnie wiele mozliwych n i f1, f2, a wiec istnieje zbiér F miary 0
taki ze dla w ¢ E i dowolnych n, fi, fo jak wyzej mamy

[((Ah1)(w), ha(w))m, | < [| Al

Jako ze w; jest ograniczone to wiAhy; = Awih; = Af;. To daje odpowiednia
rownosé dla prawie wszystkich w, czyli powiekszajac F dla w ¢ E mamy tez

(AR fr)(w), fa(w)) m | < AN (@)] | f2 (@) 5

Mamy tez

n n

(Ahf1) (W), fo(@))m, =D craBrotn (W)
k=1j=1
Przy ustalonym w wartosci fi(w) i fo(w) tworza zbior gesty w H,,, wiec operator
a(w) z macierza vy, ; jest ograniczony na H,, i ma norme mniejsza lub réwna
normie ||A||. Wszystkie rownosci sa poza E, na E definiujemy a(w) jako 0.
Oczywiscie a spelnia zalozenia mierzalnosci z pierwszej czesci, wiec wyznacza
operator ograniczony A spelniajacy dla w ¢ E

(AZy(w), Zj (W) (w) = (AZ(w), Zj(w)) i (w).
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Biorgc kombinacje liniowe Z; z mierzalnym wspolczynnikami i catkujac obie
strony widzimy teraz ze

<Af7 h> = <Af’ h’>

dla f i h postaci ZZ=1 ¢k Zy z mierzalnymi i ograniczonymi ci. Dowolny f € H
jest granica f postaci wyzej, wigc rownosé¢ wyzej zachowuje si¢ dla dowolnych
f,h € H. Ale to oznacza ze A = A. O

Niech ¢ bedzie funkcja dodatnio okreslona dla ktoérej zachodzi wzér z lematu
1.13. Zaktadamy ze G ma baze przeliczalna, w szczegélnosci G jest osrodkowa.

Lemat 1.22 Przy zalozenich wyzej reprezentacja cykliczna odpowiadajgca ¢
jest izomorficzna z podprzestrzeniq catki prostej reprezentacji opowiadajgcych
w.

Dowdd: Niech H bedzie przestrzenia reprezentacji cylkicznej z wektorm cyklicz-
nym v odpowiadajaca ¢ zas H, bedzie reprezentacja cykliczna z wektorem cy-
klicznym v,, odpowiadajaca w. Na mocy lematu 1.13 dla dowolnego g in G
mamy

(6,0,0) = Blg) = / w(g)du(w) = / (8,010, 00 7, ()

Wzér ten rozszerza si¢ przez liniowosé na C[G], tzn. dla kazdego f € C[G] mamy

(fo.v) = / (ftir v 1, da()

Ogolniej dla f, h € C[G] mamy

(2) (fu.hv) = (0" fo, ho) = / B Foo v i, dp(w) = / (Ftos ho) 1, ()

Zauwazmy przy tym ze iloczyny skalarne wyzej jako funkcje w sa kombinami
liniowmi warto$ci w w odpowiednich punktach, wiec sa ciagte. W szczegolnosci
sa mierzalne.

Niech O bedzie przeliczalnym gestym podzbiorem G. Niech B bedzie zbiorem
elementow C[G] postaci f = > ¢405 2z g € O 1 ¢g majacymi wymierng czesé
rzeczywista i urojona. Jako ze sumy wyzej sg skoriczone to B jest zbiorem przeli-
czalnym. Na C[G] rozpatrujemy toplogie mocnej zbieznosci obrazéow we wszyst-
kich cigglych reprezentacjach unitarnych. W takiej topologii B jest geste. Mia-
nowicie, jako ze B jest gesty w G to {0, : g € B} jest gesty w {d, : g € G}.
Wspétezynniki wyzej sa geste w liczbach zespolnych, wiec mozemy przyblizaé
dowolne zespolone kombinacje liniowe. Dla f € B niech Xj(w) = fuv,. Jako
ze obraz B jest gesty w obrazie C[G], to Xy wyzej tworza zbior gesty w H,,.
Nastepnie

<Xf’ Xh>Hw = <f'Uw’ hvw>Hw
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co jak uzasadnili$my jest funkcja mierzalng na 2. Na mocy wzoru (2) mamy

WW%=U%ﬁH=/W%Xﬁm

a wiec Xy sa elementami calki prostej. Wzor (2) oznacza teraz ze przyporzad-
kowanie fv — Xy jest izometriag Bv z odpowiednim podzbiorem calki prostej.
Przez ciagtos¢ ta izmetria rozszerza sie na izomerie domkniecia Bv z pewna
podprzestrzenia calki prostej. Ale Bv jest geste w H, wiec jest to izometria H
z podprzestrzenia calki prostej. O

Komentarz: Ogolne nie daje sie wiecej powiedzie¢, tzn. mozemy dostaé¢ pod-
przestrzeri wlasciwg. Mianowicie, moze sie zdarzy¢ ze reprezentacje na H, dla
réoznych w sa réwnowazne. Intuicyjne jesli reprezentacje odpowiadajace wy 1 wo
sg rownowazne, to wartosci Xy w wy i wy sg zalezne. Calka prosta pozwala na
dowolne warto$ci w punktach, dlatego moze daé¢ wieksza przestrzen.

Nieco silniejsze twierdzenie o rozktadzie mozna otrzymaé w podony ale inny
sposob.

Lemat 1.23 Jesli A jest przemienng *-algebrg operatorow ograniczonych na
oSrodkowej przestrzeni Hilberta H, to H jest izomorficzna z catkq prostg pew-
nych H, wzgledem miary probabilistycznej na spektrum A (gdzie spektrum to
przestrzen homomorfizméw z A w C). W calce prostej elementy A dziatajg jako
mmnozenie przez funkcje z L°°. Przy tym domkniecie obrazu A w mocnej topologii
operatorowej daje cate L.

Dowdd: (szkic) Niech Q oznacza spektrum A. Argumentujac podobnie jak dla
grup abelowych mozna pokazaé¢ ze funcjonaly dodatnie na A przestawiaja sie
jako calki postaci

wﬂ/QMﬁww>

Jesli v jest wektorem cyklicznym to postepujac podobnie jak w dowodzie po-
przedniego lematu pokazujemy ze H jest izomorficzne ze L?(u) gdzie p jest
miarg reprezentujaca funkcjonal (fv,v). Przy tym f € A dziala mnozac przez
mys(w) = w(f) ktore przy utalonym f jest funkcja ciagta i ograniczong na .
Ogolna reprezentacja na przestrzeni osrodkowej jest przeliczalna suma reprezen-
tacji cyklicznych, wiec istnieja miary py takie ze

H = @7 LP ()

Bez utraty ogolnosci mozna zakladaé ze miary uy sa probabilistyczne. Bierzemy
=3 pey 2 % u,. Wtedy L?(uy) jest izometryczne z podprzestrzenia L?(p).
Doktadniej, zbiory miary zero wzgledem py sa tez miary 0 wzgledem p. A wiec
istnieja nieujemne funkcje mierzalne uy takie ze up = upp biorac di = ullc/2
mamy || f||z2(u) = |l dr fll L2 Niech teraz wy o bedzie przeliczalng basa ortogo-
nalna w L?(uy). Niech V' = [? bedzie przestrzenia Hilberta ciaggéw sumowalnych
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z kwadratem i niech ej bedzie k-tym elementem bazy V. Jako X , bierzemy
drerwr o. Xk o 53 elementami wektorowo wartosciowej przetrzeni L?(u, V). Jako
H,, bierzemy podprzestrzen V generowang przez Xy, o(w). Teraz widaé¢ ze Xy, o
naleza do przestrzeni calki prostej i podprzestrzen rozpinana przez Xy o przy
ustalonym k jest izometryczna z L?(uz). A wiec przestrzen calki prostej jest
izometryczna z suma prosta L?(u) czyli z H. Widaé tez ze funkcje m ¢ zdefi-
nowane wyzej daja dzialanie A w przestrzeni calki prostej i ze zgadza sie to z
dziataniem na L?(py) a wigc i z dzialaniem na H.

Jako ze zbior my rozdziela punkty i jest zamkniety na sprzezenie zespolone to
jest gesty w Co(€2) (lub C(92) jesli A zawiera jedynke). Oznacza to ze domkniecie
obrazu A w mocnej topologii operatorowej jest geste w L™ (u). O

Lemat 1.24 Jesli G jest grupg lokalnie zwartq z przeliczalng bazqg zas p jest
reprezentacjg G na oSrodkowej przestrzeni Hilberta H, to H jest izomorficzna
z catka prostqg H,,, gdzie w przebiega pewnq przestrzen z miarg probablistyczng.
Przy tym dla kazdego w jest zadana nieprzywidlna reprezentacja p,, na H,,, dla
kazdego f € L'(G) operatory p,(f) spetniajq zatozenia lematu 1.21 i p(f) jest
réwne operatorowi otrzymanemu z dziatania p,(f) jak w lemacie 1.21.

Dowdd: (szkic). Niech A bedzie maksymalng *-algebra przemienna operatorow
na H komutujaca z dzialaniem G. Na mocy lematu 1.23 H jest izomorficzna
z calka prosta H, parametryzowang przez elementy spektrum 2 algebry A. W
przestrzeni calki prostej elementy A dzialaja przez mnozenie i daja cate L™ ()
(A jako algebra maksymalna jest domknieta w mocnej topologii operatorowej).
Dla f € L'(G) operary p(f) komutuja z A, czyli w calce prostej komutuja z
L>(Q). Przy ustalonym f € L'(G) na mocy drugiej czedci lematu 1.21 oznacza
to ze istnieje rodzina operatorow p,,(f) taka ze mnozenie punktowe przez p,(f)
daje p. Z dowodu lematu 1.21 wynika ze p,(f) jest wyznaczone jednoznacznie
za wyjatkiem byé moze w ze zbioru miary zero. Jedli fi, fo € L'(G) oznacza
to ze pu(f1f2) = pw(f1)pw(fe) za wyjatkiem byé moze w ze zbioru miary zero.
Jako ze G ma baze przeliczalng to L!(G) jest osrodkowe. Niech B bedzie zbio-
rem przeliczalnym gestym w L' (G) zamknietym na splot i mnozenie przez Q(7)
( liczby zespolone majace wymierna czes¢ rzeczywista i urojona). Rozpatrujemy
rodzine opertorow p,(f) dla f € B. Jako ze B jest przeliczalny i zamkniety
na splot to mozna zakladaé¢ ze za wyjatkiem byé¢ moze w ze zbiory miary 0
mamy oy, (f1f2) = pw(f1)pw(f2) dla kazdego f1, fo € B. Podobnie mozna zakla-
dac ze za wyjatkiem by¢é moze w ze zbiory miary 0 dla kazdych fi, fo € B i
c1,c2 € Q(i) mamy c1p,(f1) + c2pw(f2) = pulcifi + cafz) Mozna tez zakladac
ze norma ||p, ()| < ||f]l, bo z dowodu lematu 1.21 wynika ze ta nieréwnosé
przy ustalonym f zachodzi dla kazdego w za wyjatkiem by¢ moze zbioru miary
zero. Jako ze B jest przeliczalne usuwajac zbiér miary zero zapewniamy sobie ze
nier6wno$¢ wyzej zachdzi dla kazdego pozostalego w. Warunki wyzej oznaczaja
7e p,, przedtuza sie przez ciaglosé do reprezentacji L'(G). Twierdzimy ze za wy-
jatkiem byé moze w ze zbioru miary zero ta reprezentacja jest nieprzywiedlna.
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Mianowicie, jesli p, jest przywiedlna to rzut na podprzestrzen niezmiennicza
daje niezorowy operator samosprzezony t(w) o normie 1. Gdyby taki ¢(w) ist-
nial dla w ze zbioru miary dodatniej to datoby by sie tez znalezé mierzalne t(w)
jak wyzej. Na mocy lematu 1.21 daloby to niezerowy operator samosprzezony
T komutujacy z dziataniem L'(G) i z dzialaniem A. Ale to przeczyloby maksy-
malnosci A. A wiec faktycznie p,, jest nieprzywiedlne dla prawie wszystkich w.
Biarac odpowidni zbiér E miary zero i zastepujac § przez Q — F widzimy ze
lemat zachodzi. O

Komentrz: Powyzej L?(Q2) jest oérodkowe, ale Q moze byé bardzo duza prze-
strzenia. Ale w dowodzie mozna zamiast spektrum A mozna wziasé spektrum
osrodkowej w normie podalgebry A. Wtedy (2 bedzie przestrzenia polska.

2 Dodatek o miarach na przestrzeniach Hilberta

Lemat 2.1 Niech [ bedzie nieujemnqg funkcjg catkowalng wzgledem miary u,
niech M i t bedzq dodatnimi liczbami rzeczywistymi i niech g(x) = f(z) dla
f(x) <tig(x) =0 poza tym. Wtedy

/ g(x)dpy < M / f(x)dp +t /{ - f(x)dp.

Dowdd: Niech A = {z : f(z) > M}. Dla x ¢ A mamy f(x) < M, czyli g(z)? <
M f(x). Mamy tez g(z) < t, czyli g(z)? < tf(z). Razem

[owran= [ |, ot JRORE [ s [ 1oty

A
<M [ rdu+t [ s

Lemat 2.2 Niech X k = 1,... bedg niezaleznymi nieujemnymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozktadzie i skoriczonej wartosci oczekowanej m > 0.
Niech ap, k =1,... bedqg liczbami nieujemnymi takimi zZe ap, < 1. Wtedy szereg

o0
S o
k=1
jest zbiezny prawie wszedzie wtedy i tylko wtedy gdy szereg liczbowy
oo
>
k=1
jest zbiezny
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Dowdd: Jesli szereg Y - | ay, jest zbiezny to szereg Y -, ||ax X tez jest zbiezny
czyli szereg funkcyjny jest zbiezny w L', co im[likuje Ze jest zbiezny punktowo
prawie wszedzie. Pozostaje pokazaé przeciwng implikacje. W dalszym ciagu be-
dziemy oznaczaé przez p miare dajaca prawdopodobienistwo na przestrzenie pod-
stawej. Nie wprost, przypusmy ze szereg Z;’;l ap Xy jest zbiezny prawie wsze-
dzie za$ szereg > p-, ai jest rozbiezny. Jako ze szereg > p-, ax X} jest zbiezny
prawie wszedzie to wyraz ogélny prawie wszedzie dazy do 0. Jako ze X maja
ten sam rozklad i sg niezerowe oznacza to ay dazy do 0. Bez utraty ogélnosci
mozemy zalozy¢ ze ap, > 0 (zerowe wyrazy nie wplywaja na zbieznosc szeregow).
Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Oznaczmy s, = >, _; aj. Niech

A ={w: Xj(w) > ms,/ar}, Br={w:X1(w)>ms,/ar}

i niech Y = X}, dla w ¢ Ay, oraz Y, = 0 dla w € A. Mamy

1(Ag) = pu(By) < Xi.

msp By

Jako ze ay, dazy do 0 to aj, sa ograniczone. Skoro szereg Y p- ; aj jest rozbiezny
to dla dowolnego ustalonego M istnieje N takie ze dlan > N mamy s, /ar > M,
czyli By C {w: X1(w) > M} czyli

- - ag Sn, 1
3 H(Ay) < / X, < / X =L X,
( ) g ( ) ,; msn Jx,>Mm msn Jx,>M !

k=1 m Jx,>m

Mamy tez

E((Ye —m)?) = E(Y2) —m? < /Y,f < M/Xk 4 on / X,
Xe>M

ag
SM/&+m%/ X,
ark Jx,>M

gdzie w przedostatniej nieréwnosci uzyliSmy Lemat 2.1.
Oznaczmy S,, = ZZ:1 arYy. Jako ze Yy sa niezalezne to mamy

B((Sn —msy)?) < zn:aiE((Yk —m)?) <Y a <M/X1 n ”Z‘Z" /X1>M Xl) :

k=1 k=1

SsnM/Xl—Fmsi/ X;.
X1>M

Na mocy nieréwnosci Czebyszewa powyzsze implikuje

n

ms 4
u(|Sp — msn| > 2n) < WE((STL —sn)%)
(4) !
4AM 4
< X+ — X;.
msny m X1>M
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Zauwazmy teraz ze albo ktores Xy # Yy (czyli w nalezy do jednego z Ay), albo
| Sy, — msy| > ms, /2 albo

(5) Zaka > msy /2.
k=1

Niech C,, oznacza zbior takich w ze zachodzi nier6wnosé (5). Mamy

msy, 2
1(C) = 1= p([Sn — msn| > T) - ZM(Ak)-
k=1

Ale [ XS M X, dazy do 0 gdy M dazy do nieskoniczonoéci, wiec na mocy osza-
cowania (3) dla dostatecznie duzych M ostatni wyraz bedzie dowolnie maly.
Podobnie ostatni czton w oszacowaniu (4) bedzie dowolnie maty. Skoro szereg
> peq ai jest rozbiezny to dla dostatecznie duzych n pierwszy czlon w oszaco-
waniu (4) bedzie dowolnie maly. A wiec dla kazdego ¢; > 0 istnieje n; takie
ze

,LL(Cnl) >1—¢.

Biorac ¢; = 277! widzimy ze

1l

(@

Cn) >1=> e =1/2
=1

~

1

Czyli przekroj C),, ma dodatnia miare. Ale na przekroju C,, dla n = n; zachodzi
nierownosé (5) co oznacza ze szereg » oo, ap Xy jest rozbiezny. O

Lemat 2.3 Niech Xj, dla k = 1,... bedg niezalnymi zmiennmi losowymi o
jednakowym rozktadzie. Zaktadamy ze Xy nie jest zerowe i ze Xy sq calko-
walne z kwadratem (czyli E(X}) < 00). Niech ey, dla k =1,... bedzie uktadem
ortonormalnym w rzeczywistej przestrzeni Hilberta H 1 nich ay bedq liczbami
rzeczywstymi. Wtedy szereg

(6) Zakeka
k=1

jest zbiezny prawie wszedzie wtedy 1 tylko wtedy gdy szereg
oo
>
k=1

jest zbiezny.
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Dowdd: Jako ze ey, tworza uklad ortonormalny to szereg (6) jest zbiezny wtedy
i tylko wtedy gdy szereg

(o)

D e Xi

k=1
jest zbiezny. Niech by = a3 i Yy, = X? teraz dostajemy wynik stosujac lemat 2.2
do bk i Yk. O

Lemat 2.4 Niech A bedzie dodatnio okreslonym operatorem samosprzezonym
na rzeczywistej przestrzeni Hilberta H. Wtedy istnienie miary p takiej ze

(7) exp(~(Az.z) = [ (i, a)da(o)

jest rownowazne temu ze A jest operatorem Sladowym.

Dowdd: Rozwazmy najpierw operator w postaci diagonalnej, tzn. zakladamy ze
istnieje uktad ortonormaly e, k = 1,... i liczby dodatnie a; takie ze

(Az, ) Eakmek

Niech dy = a,lc/ % i niech X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z gestoscia
cexp(—s?/4) (gdzie ¢ normalizuje gestosé tak by catka byla réwna 1). Jesli A
jest sladowy czyli szereg > po, ai jest zbiezny to szereg Y, di jet zbiezny
wiec na mocy lematu 2.3 szereg

Z dkeka
k=1

jest zbiezny prawie wszedzie. Twierdzimy ze rozktad p sumy spelnia réwnoscé
(7). Mianowicie, dla ustalonego skoniczonego n mamy

exp(—ZaMx ex)? Hexp —ag(z,er)?).
k=1

k=1
7 wtasnosci rozktadu normalnego
exp(—axt?) = E(exp(itdy Xy))
czyli
exp(—ax(z, ep)?) = Elexp(i(x, er)dp Xi)) = E(exp(i(z, drep X))

Jako ze X}, sa niezalezne to

H exp(—ag(z, er)?) = E(exp(i deeka
k=1
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Przechodzac z n do nieskoriczonosci, na mocy zbiezno$ci mamy

exp(—{A,z) = E(exp(i(z, X)) = / _, epliza)du(a)

gdzie X = Y12 ) drepXi. A wiee jesli A jest sladowy to odpowiednie 4 istnieje.
Nastepnie pokazemy implikacje odwrotna. Niech 7 bedzie rzutem ortogonalnym
z H na Rey i niech py bedzie obrazem p przez m,. Mamy

exp(—agt?) :/Rexp(z'ts)duk(s)

czyli z jednoznacznosci miary py, ma gestosé normalng cy exp(—s?/4ay) (gdzie
¢, normalizuje gesto$¢ tak by caltka byta rowna 1). Niech dy = ai/ % { niech
X = d;1<x,ek>. Na mocy powyzszego X ma rozktad normalny z gestoscia
cexp(—s?/4), czyli X3 maja jednakowe rozklady i sa catkowalne z kwadratem.
Podobnie, rozpatrujac rzuty na przestrzenie rozpinane przez skoriczenie wiele ¢;
widzimy ze X}, sa niezalezne.

Dowolny = z domknietej podprzestrzeni Hy rozpinanej przez ey rozwija sie z
zbiezny szereg

Z(LL’, €k>€k = Z dkt’:’ka
k=1 k=1

Niech v bedzie rzutem p na Hy. Szereg wyzej jest zbiezny na Hy, czyli v-prawie
wszedzie, a wiec na mocy lematu 2.3 szereg Y. ,-  di jest zbiezny, czyli szereg
Zz.;o ay, jest zbizny, czyli A jest sladowy, co daje wynik dla operatorow w postaci
diagonalnej.

Operator §ladowy mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej, co daje implikacje
w jedng strone w ogo6lnym przypadku. Nie wrost, przypusémy ze A nie da sie
sprowadzi¢ do postaci diagonalnej i ze istnieje miara p spetniajaca rownosé (7).
7 twierdzenia spektralnego istnieje stata ¢ > 0 i nieskonczony ciag wzajemnie
ortogonalnych niepustych podprzestrzeni Hii, k = 1, ... talich ze dla dowolnego
x € Hj mamy

(Az, ) > tl|z||*.

Wybierzmy xzj, € Hj, takie ze ||| = 1. Niech W bedzie domknigta podprzestrze-
nig H rozpinang przez xj i niech v bedzie rzutem p na Hy. Niech ty, = (Axy, x)
idla x € W niech

oo

Bz = Z<$a$k>tk$k-

k=1

Oczywiscie B jest w postaci diagonalnej, dla € W mamy
(Azx,x) = (Bz,x)

czyli réwniez

(Bx,x) = /ew exp(i{x, a))dv(a).
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Na mocy wyniku dla operatoréw w postaci diagonalnej wynika stad ze szereg
> pe tr jest zbiezny. Ale wiemy ze t;, >t > 0 co daje sprzecznosé i oznacza ze
odpowiednie v a wiec i p nie istnieje. O
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