1 Reprezentacje indukowane

1.1 Definicja

Dla grup skonczonych G, gdy H bylo podgrupa a M modutem nad T' = C[H]
definiowalismy reprezentacje indukowna wzorem

Dla ogolnych grup i reprezentacji unitarnych ta definicja ma problem: potrzebny
jest iloczyn skalarny na Indg g (M) ktory w ogblnej sytucji nie jest wyznaczony
jednoznacznie. Po pierwsze, reprezentacja indukowana z reprezentacji trywialnej
podgrupy trywialnej (tzn. H = {e}) ma daé reprezentacje regularna. A wiec
potrzebujemy miare niezmiennicza na G, czyli w praktyce G musi byé¢ grupa
lokalnie zwarta. Aby unikna¢ klopotow topologicznych zakladamy ze H jest
podgrupa domknieta.

Dla grup skoriczonych podalismy bardziej konkretng realizacje reprezentacji
indukowanej, mianowicie realizacje w przestrzeni funkcji v z G w M spelniaja-
cych warunek

v(gh™) = dpv(g)
gdzie 0pv(g) jest zadane przez dzialanie H na M. Takie okreslenie ma sens dla
grup nieskonczonych. Ale chcielibyémy umieé¢ catkowaé kwadrat normy takiej
funkcji. Jesli na G/H instnieje miara niezmiennicza p na dzialanie G to mozna
zdefininowa¢ norme v wzorem

loll? = /G L I@Pduto

Ten wzor na sens bo unitarnosé 0 i warunek wyzej na v oznacza ze dla u € gH
mamy |[v(g)|? = ||v(u)||? czyli funkcja podcatkowa zalezy tylko od gH. Widaé
ze miara niezmiennicza na G/H istnieje dla grup dyskretnych czy nieco ogdl-
niej gdy H jest otwarte (wtedy wystarcza miara liczaca dla reprezentantow).
Ogolniej gdy G i H maja dwustronnie niezmienicze miary Haara to miara nie-
zmiennicza na G/H istnieje. Ale jest ktopot gdy miara Haara H zmienia sie
inaczej niz miara Haara H. Dokladniej, dla G istnieje funkcja A (nazywana
funkcja modularng) taka ze

(1) /G F(gh)dg = Ac(h™) /G £(9)dg,

przy tym Ag jest homomorfizmem z G w (0,00). Podobnie, dla H istnieje
funkcja Ay taka ze

) /H Flgh)dg = A (h™) /H f(9)dg.

Mamy tez wzor

3) /H F(hydh = /H A (b= f(h~)dh,



Wiadomo ze miara niezmiennicza na G/H istnieje wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdego h € H mamy Ag(h) = Ag(h).

Niech f bedzie nieujemna funkcja lokalnie catkowalng na G i dla dowolnych
g € G, h € H spelniajaca rownosé

(4) flgh) = A ()~ Ar(h) f(g).

Definiujemy pomocnicze odworowanie 7 z C.(G) w C.(G/H) wzorem

To(gH) = ¢(gh)dh.
heH

Mozna pokazaé ze obraz 7 jest gesty w C.(G/H).

Lemat 1.1 Niech f bedzie nieujemnag funkcjg lokalnie catkowalng na G spet-
niajacq warunek (4). Wtedy wzor

| o, = [ slo)r(aig

G/H e

wyznacza dobrze zdefiniowang miare py na G/H, tzn. prawa strona jest zerem
gdy 7 = 0.

Dowdd: Ustalmy ¢ takie ze 7¢p = 0. Niech ¢ € C.(G). Rownosé 7¢ = 01 (3)
implikuje

¢(gh™")Am(h~")dh = 0.
heH

Wtedy
OZ/(;/Hf(g)w(g)aﬁ(gh— )Ag(h~1)dhdg
= [ [ Hata)oton ) autiydgan
HJG
_ /H /G Flghyi(ah)d() A (h)Ax (=) dgdh
= [ [ swtghiotgyagan
HJG

- [ 1to ( / w<gh>dh) dg

gdzie trzecia rowno$¢ wynika z réownosci (1) za$ czwarta rownosé wynika z
rownosci(4). Teraz wybierajmy v tak by fH ¥(gh)dh bylo 1 na nosniku ¢. O

Teraz rozpatrujemy lokalnie caltkowalne funkcje mierzalne v z G w M gdzie
M jest przestrzenia Hilberta na ktorej dziala reprezentacja H. Aby calka z
kwadratu normy v byta dobrze okre§lona przyjmujemy warunek

() v(gh™) = A2 (R)A(R) 2 540(g)



gdzie §,v(g) oznacza dziatanie reprezentacji na v(g). Na mocy Lematu 1.1 dla
¢ € Cc(G) wzor

[ o= [ ool oy
G/H G
zadaje dobrze zdefiniowana miare dodatnig na G/H. Jako V przyjmujemy prze-

strzen funkeji v spetniajacych warunk (5) i takich ze i, ,, jest miara skoriczona.

Definijemy
[

[v]|* = ”Mvﬂ)”-

Podobnie, dla v,w € V wzor
[ 09 = [ s0)ota) wi)ds
G/H G

defininuje na G/H miare znakowana, za$ wzor
(v, w)v = pow(G/H)

zadaje na V iloczyn skalarny zgodny z norma wyzej. Mozna pokazaé ze z tym
iloczynem skalarnym V jest zupelna, wiec jest przestrzenia Hilberta.
Na V' definujemy dzialanie G wzorem

(p(g)v)(@) = v(g™"@).

Aby pokazac ze faktycznie jest to dzialanie musimy sprawdzi¢ ze p(g)v € V.
Jako ze lewe przesuniecia komutuja z prawymi to warunek (4) jest spelniony.
Aby pokazac¢ ze norma jest zachowan rozpatrujemy dziatania A na C.(G) i  na
C.(G/H) zadane wzorami (\(g)f)(z) = f(¢ ' 2) i n(f)(zH) = (¢ 'xH). Mamy
TA(9)9 = 7o cayli

| s@lor)@lPds = [ s@)letsa) Pds
G G

= [ dtanlv@iPis = | (el s
czyli
/ (T0)dttp(gy0,p(9)0 = / (g™ 7¢)dbto,o-
Jako ze obraz 7 jest gesty w C.(G/M) oznacza to ze dla dowolnego ¢ € C.(G/H)

/ Vdfip(g)v,p(gyw = / (g™ ")) dpho,o-

Ale n(g~!) jest 1-1 na C.(G/H) i zachowuje norme L>°, czyli

p(g)vll* = i 1| / YdLp(gyv,p(g)ol
o

— sup | /(n(g‘l)w)duu,v\: sup | / o] = o]

19l Loo=1 l¥llpoe=1



A wiec p zachowuje norme V czyli tez zachowuje V.

Otrzymalismy wiec reprezentacje unitarna grupy G na przestrzeni V, ta re-
prezentacje nazywamy reprezentacjq indukowang z reprezentacji H na M. Sym-
bolicznie V' = Indg g (M) czy p = Indg,m(n) gdy 1 jest reprezentacja H na
M.

Przyktady:

1. Gdy H = {e} jest podgrupa trywialna za$ n jest reprezentacja trywialna
H to A =1Indg g (n) jest reprezentacja regularng G.

2. Niech G bedzie grupa Heisenberga, tzn. G jako zbior jest identyczne z R?
za$ mnozenie grupowe jest zadane wzorem

1
(1,91, 21) (T2, Y2, 22) = (1 + 22,91 + Y2, 21 + 22 + §($1y2 — Z2y1))

i niech H bedzie podgrupa H sktadajaca sie z elementéw ktérych pierwsza
wspolrzedna jest réwna 0. Niech n bedzie jednowymiarowsa reprezentacja H z
charakterem x((0,y,2)) = exp(iz). Wtedy funkcje z przestrzeni V' spelniaja
warunek

f((z1,91,21)(0, —y2, —22)) = exp(i22) f((z1,y1,21))
czyli
1 .
f((@1,92 — Y2, 21 — 22 — §x1y2)) = exp(iz2) f((z1,y1,21)).
W szczegolnosci f jest jednoznacznie wyznaczona przez wartosci w punktach
postaci (x,0,0) i mamy

1 . 1
f((xaya Z)) = f((.]?, 070)(07?/’ z = 5%‘2/)) = exp(z(—z + iwy))f((x70a O))
Przy tym jako ze miary Haara G i H sa dwustronnie niezmiennicze, to
191 = [ 10,0 Pdo

Mamy
(p((x1, Y1, Zﬂ)f)((l‘g, 0, 0)) = f((_xh —Y1, —21)(.%'270, 0))

1
= f((—z1 4+ z2, —y1, —21 + zT2y1))

2
) 1 1
= exp(i(z1 — §$2y1 - 5(—% + 22)y1) f((—21 + 22,0,0))
. 1
= exp(i(z1 + 59511/1 —z291)) f((—=21 + 22,0,0))

Biorac g = (0, y1, 0) dostaniemy operator mnozenia przez exp(—izoy; ). Na mocy
wynikéw dla grup abelowych podprzestrzenie niezmiennicze dla g takiej postaci
sa wyznaczone przez podzbiory E C R, czyli

Ve={feV:f((20,0)=0 dax#E}

Biorac g = (z1,0,0) dostaniemy operatory przesuniecia, wiec podprzestrzen
niezmiennicza dla G musi mie¢ E niezmienniczy (modulo zbiory miary 0) na
przesuniecia. Taki E modulo zbiory miary 0 to cale R lub zbiér pusty. A wiec
podprzestrzenie to V lub {0}, czyli otrzymana reprezentacja jest nieprzywiedlna.



1.2 Wilasnosci
Zanotujmy jeszcze dodatkowe wlasnosci reprezentacji indukowanych:

Lemat 1.2 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartq zas H jej domknietq podgrupg.
Niech 11,2, bedg unitarnymi reprezentacjami H. Wtedy

Indg g (m ©n2) = Indg g (m) © Indg/ g (n2)
gdzie znak réowno$ci oznacza réwnowainosé reprezentacyi.

Oczywiscie powyzszy lemat rozszerza sie na skoiiczone i nieskoriczone sumy
proste.

Jesli 1y 1 19 sa reprezentacjami H za$ w jest operatorem splatajacym (ho-
momorfizmem C[H]-moduléw) to operator W zadany wzorem

(Wi)g) =w(f(9))

jest operatorem splatajacym dla reprezentacji indukowanych.

Zauwazmy tez ze gdy H ma miare dodatnia (czyli jest podgrupa otwarta) to
reprezentacja indukowana Indg g (7)) ograniczona do H zawiera kopie 7. Przy
tym przestrzen M (a wlasciwie jej kopia) na ktorej dziala n jest cykliczna dla
Indg,w(n).

Badanie reprezentacji indukowanych jest prostsze gdy istnieje mierzalny se-
lektor z G/H w G. Dokladniej, niech 7 oznacza odwzorowanie ilorazowe z G
na G/H. Jesli G jest grupa lokalnie zwarta z przeliczalna baza topologii to
istnieje borelowsko mierzalny selektor z G/H w G, tzn. borelowsko mierzalne
s: G/H — G takie ze dla kazdego x € G/H mamy réwnosé n(s(z)) = . Majac
selektor s dowolny g € G mozna zapisaé¢ jako g = s(w(g))t(g) gdzie t(g) € H.
t(g) = s(n(g))"'g, a wiec tez jest borelowsko mierzalne. Wyzej, badajac re-
prezentacje grupy Heisenberga uzylismy elementy postaci (z,0,0) ktore w tym
przypadku daja selektor.

Lemat 1.3 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartq zas H jej domknietq podgrupg.
Niech o4, a € Q bedg unitarnymi reprezentacjami H na M,. Zaktadamy Ze dana
jest miara p na Q. Zaktadamy zZe dane jest mierzalny selektor s 2 G/H w G.
Wtedy

tudsir ([ o)) = [ ey (012) )
gdzie znak réwno$ci oznacza réwnowainosé reprezentacyi.

Komentarz: W calce prostej wyzej wystepuja pola wektorowe X, na 2 o war-
tosciach w M,. Odpowiednie pola o wartosciach w Indg, g (M,) otrzymamy
rozpatrujac funkcje postaci

fap(g,0) = ¢(7(9))oa(t™ (9)) Xa(2)

gdzie t jest zdefiniowane wyzej. Biorac ¢ z podzbioru gestego w C.(G/H) do-
staniemy dostatecznie duzo pol wektorowych.
Lemat o indukcji etapami pozostaje prawdziwy w naszej sytuacji:



Lemat 1.4 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartqg zas H i U jej domknietymi
podgrupami takimi Ze U jest podgrupg H. Jesli n jest reprezentacjqg unitarng U
za$ 0 = Indgy(n) to

Indg/u(n) = Indg (o)

gdzie znak rowno$ci oznacza rownowazinosé reprezentacyi.

Przyklad: Reprezentacja indukowana z reprezentacji regularnej to repre-
zentacja regularna. Mianowicie niech U = {e} bedzie podgrupa trywialna zas n
reprezentacja regularng U. Wtedy o = Indg/y(n) jest reprezentacja regularng
H za$ Indg,y(n) jest reprezentacja regularng G. Ale Indg (1) = Indg /g (o)
co pokazuje wynik o reprezentacji indukowanej z reprezentacji regularne;j.

2 Grupa wolna i grupa automorfizmoéow drzewa
jednorodnego

Najpierw pokazemy lemat ktory niekiedy pozwala w tatwy sposéb pokazaé nie-
przywiedlonosé reprezentacji

Lemat 2.1 Niech A bedzie *-algebrq zas B jej *-podalgebrg. Niech V' bedzie mo-
dutem Hilberta nad A zas W modutem Hilberta nad B ktory jest podmodutem A
traktowanego jako B-modut. Zaktadamy W jest nieprzywiedny nad B, wystepuje
jednokrotnie w V' (tzn. dopetnienie ortogonalne W nie zawiera B-podmodutéw
izomorficznych z W) i jest cykliczny w V' nad A. Wtedy A jest nieprzywiediny.

Dowdd: Niech U bedzie domknieta podprzestrzenia V zamknieta na dziatanie
A. Niech 7 bedzie rzutem ortogonalnym z W na U. Na mocy lematu Schura
7w albo jest zerowy albo jest réznowartosciowy. Jesli 7w jest zerowy, to W jest
ortogonalne do U. Ale U jest A-niezmiennicze zas W jest cykliczne w V', czyli
U jest ortogonalne do V, czyli U jest podprzestrzenia zerows. Jesli w jest roz-
nowartosciowy to mozna do 7w zastosowaé rozktad biegunowy 7 = ua gdzie a
jest réznowarto$ciowym operatorem dodatnio okreslonym na W za$ u jest cze-
sciowa izometrig z W w U. Jednoznacznosé¢ rozkladu biegunowego oznacza ze u
jest izomorfizmem B-moduléw, czyli obraz u jest B-modutem Hilberta izomor-
ficznym z W. Rozpatrujac rzutowanie z w(W) na dopelnienie ortogonalne W
widzimy ze albo u(W') C W, albo dopelnienie ortogonalne W zawiera B-modut
izomorficzny z W. Ale to ostatnie jest wykluczone z zalozenia, wiec u(W) C W,
czyli W C U. Jako ze U jest A-niezmiennicze zas W jest cyliczne w V' oznacza
tozeVCUczyiU=V. O

Niech S bedzie zbiorem skoriczonym mocy co najmiej 2. Niech G bedzie
grupa wolng generowang przez S. Ustalmy s € S. s generuje podgupe H izomor-
ficzng z Z. Reprezentacje nieprzywiedlne Z sa jednowumiarowe i maja charakter
wq(k) = exp(ika) gdzie a przebiega (—m, 7|. oznaczajac przez 1, reprezentacja



z charakterem w, za$ przez o reprezentacja regularna Z mamy

o :/ Nada

gdzie miara podstawowa to miara Lebesque’a na (—m, 7|. Niech A bedzie repre-
zentacja regularng G. Mamy A = Indg, g (o), wiec

A= | Indgym(n)da

—T

Do Indg, i (14) mozna zastosowaé Lemat 2.1. Mianowicie, 7, jest reprezenta-
cja nieprzywiedlna H, czyli nieprzywiednym modutem Hilberta nad I*(H). Jak
zauwazyliémy wszeéniej, skoro H ma dodatnia miare to przestrzen 7, jest pod-
przestrzenia V' (odpowiadajaca warstwie e wzgledzem H). Orbita dwustronna
wzgledem H elementu x € G — H jest nieskoriczona suma orbit typu hzH gdzie
h € H, wiec V nie zawiera innych wektoréw wlasnych dla H niz te z przestrzni
Ne. Innymi slowy n, wystepuje jednokrotnie w V. Z budowy przestrzeni V' wi-
dac ze 7, jest przestrzenia cykliczna. A wiec zalozenia Lematu 2.1 sa spelnione,
czyli Indg /g (1) jest nieprzywiedlne. Otrzymalismy wigc rozklad reprezentacji
regularnej G w calke prosta reprezentacji nieprzywiednych. Latwo tez sprawdzié
ze rozne reprezentacji Indg /g (7,) sa parami nier6wnowazne.

Niech ¢ = 2|S| — 1 i niech X bedzie drzewem jednorodnym takim ze kazdy
wierzchotek ma ¢ + 1 sasiadéw. Na drzewie mamy metryke, tzn. odleglosé
wierzchotkéw to minimalna dtugosé drogi miedzy nimi takiej ze kolejne dwa
wierzchotki sa sasiednie. Niech T" bedzie grupa automorfizméw X, tzn. takich
przeksztalcenn odwracalnych X ktore zachowuja odleglosé. T  jest grupa lokal-
nie zwarta i unimodularna (tzn. miara Haara jest dwustronnie niezmiennicza).
Ustalmy element o € X. Niech K bedzie podgrupa T zachowujaca o. K jest
podgrupa zwarta. Mozna pokazaé ze para (T, K) jest para Gelfanda. Miano-
wicie, niech t € T. Wtedy d(to,0) = d(o,t710) = d(t71o,0) gdzie d oznacza
odleglosé. K dziata tranztywnie na wierzchotkach w ustalonej odlegtosci od o,
wiec istnieje k1 € K takie ze kito = t~lo. A wiec tkito = o, czyli ky = thkit € K,
czylit™! = kltkgl. Ale to oznacza ze t 1 € KtK, co jak wiemy oznacza ze para
(T, K) jest para Gelfanda.

Funkcje dwustornnie K niezmiennicze na 7' mozna utozsamiaé z funkcjami
radialnymi na X (tzn. takimi f ze f(x) = f(y) gdy d(x,0) = d(y.0)). Miano-
wicie, skoro Ko = o, to T/K jest naturalnie izomorficzne z X, wiec funkcje
dwustronnie K-niezmiennicze na T odpowiadaja funkcjom ma X ktore sa nie-
zmiennicze na dzialanie K, czyli funkcjami radialnymi.

X mozna utozsamiaé¢ z grafem Cayley’a G. Mianowicie, niech A = S U
S—1. Przyjmujemy ze elementy g; i go sa sasiednie gdy g;'ge € A. Wtedy
otrzymany graf jest drzewem jednorodym ktorego kazdy wierzcholek ma |A| =
q+ 1 sasiadow. Czyli X jest izomorficzne z G traktowanym jako graf. Podobnie
jak dla X rowniez na G mamy metryke i utozsamienie X z G jest izometrig.
Wynika stad ze funkcje dwustronnie K-niezmiennicze na 7 mozna utozsamiaé
z funkcjami radialnymi na G.



Dla g € G operator mnozenia z lewej strony przez g jest izomorfizmem
grafu. A wiec G mozna traktowaé jako podgrupe T dziatajaca tranzytywnie na
X. Mozna sprawdzi¢ ze dla funckeji radialnych splot na 7' i splot na G daje ten
sam wynik (dla funkcji nieradialnych taka rownosé nie zachodzi). Na G mamy
wyrdzniona funkcje radialng A = 14. A generuje algebre funkcji radialnych.
Mianowicie, jak f jest funkcja radialna skupiona na stowach diugosci n > 0 i
przyjmujaca wartos¢ a, to A *x f ma warto$¢ ga na stlowach dhugosci n + 1 i
wartos¢ a na slowach dtugosci n — 1. To pozwala indukcyjnie wzgledem pokazaé
ze funkcja skupiona na stowach dlugosci n nalezy do algebry generowanej przez
A. Ogolniej, funkcja radialna ¢ jest wyznaczona przez ciag liczb a,, taki ze

() = ajy

gdzie |z| oznacza dtugos¢ stowa x. Mamy (A * ¢)(z) = b),| gdzie

b o— qap—1 +any; dlan>0
" (¢+1)ay dlan=0

Wynika stad ze ¢ jest wektorem wlasnym dla A z wartoscia wlasng [ (tzn.
la, = by,) wtedy i tylko wtedy gdy a,, spelnia réwnanie

lap = qan_1 + Gny1

dlan > 01ilag = (¢ + 1)a;. Rownanie wyzej ma ogolne rozwiazanie bedace
kombinacjg liniowa dwu rozwiazan postaci a,, = s" gdzie s spelia | = gs=! + s
czyli 52 — sl + ¢ = 0 co jest rownaniem kwadratowym wzgledem s (pomijam tu
wyjatkowy przypadek gdy [2 — 4q = 0). Zauwazmy ze jesli s jest rozwigzaniem
réwnania kwadratowego wyzej to rowniez gs~! jest rozwigzaniem z tym samym
l. Zauwazmy ze suma dwu tych rozwiazan daje rowniez rozwiazanie dla n = 0.

Homorofizm z algebry funkcji radialnych w C jest zadany przez ¢ bedace
wektorem wlasnym A i takie ze ag = 1. Aby ten homomorfizm odpowiadal
*-reprezentacji wartosci ¢ musza by¢ ograniczone i rzeczywiste. A wiec | musi
by¢ rzeczywiste. Mamy przy tym dwa przypadki: |I| > 2,/q, wtedy s-y sg rze-
czywiste, jedno s jest wigksze lub réwne co do wartosci bezwzglednej niz /g,
drugie s ma wartos¢ bezwzgledna mniejsza lub réwna /g. W drugim przypadku
| </, |s| = \/q przy tym s-y sa zespolone sprzezone. Podsumowujac, wzor
¢l (x) = Q|g| Z

a, = %(s" +(gs™H™)

iz s jak wyzej daje ogblng posta¢ radialnej funkcji dodatnio okreslone;.

Odpowiednie reprezentacje daje sie otrzymaé¢ na réwne sposoby. Przy innej
konstrukeji (ktora tu nie podamy) stosuje sie Lemat 2.1 pokazujac ze odpowied-
nie reprezentacje 1" sa nieprzywiedlne. Nieco wiecej pracy pozwala pokazaé ze te
reprezentacje pozostaja nieprzywiedlne po ograniczeniu do G. Przy tym repre-
zentacje z |s| = ,/q pozwalaja uzyska¢ rozklad reprezntacji regularnej. Mamy
wiec

A= /pzdu(l)



gdzie 41 jest miarg z gestoscig na [—,/q, \/(ﬂ za$ p; jest reprezentacja nieprzywie-
dlng odpowiadajaca funkcji dodatnio okreslonej ¢;.

Do$¢ tatwo mozna zauwazy¢ ze reprezentacje p; wyzej nie sg rownowazne
zadnej reprezentacji postaci Indg, g (14) ktore rozwazalismy wezesniej. Miano-
wicie dla b € S, g1,¢92 € G mamy |g51b"gl| — oo dla n — oo, a wiec

(o (V) pi(g1)v, pr(g2)v) = di(gy b g1) = 0

gdzie v jest wektorem cyklicznym odpowiadajacym ¢;. Oznacza to ze dla do-
wolnego w w przestrzeni reprezentacji p; mamy

<pl(bn)wa w> -0

czyli w reprezentacji p; operator p;(b) nie ma wektorow wtasnych (taki wektor
mialtby wartos¢ wiasng o module 1). Oczywiscie w reprezentacji Inde /g(n,) ob-
raz b generujacego H ma wektor wlasny, wiec faktycznie te reprezentacje nie sa
rownowazne. A wiec otrzymalismy dwa istotnie r6zne rozktady A na caltke prosta
reprezentacji nieprzywiednych. Jak wspomnieliémy niejednoznacznosé rozktadu
jest typowa dla wielu grup dyskretnych, to wyzej to jeden z prostszych przykta-
dow.



