1 Twierdzenie Maschkego

Lemat 1.1 Niech G bedzie grupg skoriczong mocy n, V przestrzenig wekto-
rowqg nad ciatem K charakterystyki nie dzielgcej n za$ p reprezentacjge G na
V. Jesli W jest podprzestrzenig niezmienniczg dla p to istnieje podprzestrzen U
niezmienniczq dla p taka ze U + W =V, UNW = {0}.

Uwaga: Oznacza to ze p jest rownowazne sumie prostej reprezentacji dzialaja-
cychnaUiW.

Dowo6d: Zauwazmy najpierw ze istnieje operator liniowy P z V w W spel-
niajacy P(z) = = dla © € W. Mianowicie, mozemy wybraé¢ baze B przestrzeni
V w ten sposéb ze napierw wybieramy baze A przestrzeni W a nastepnie uzu-
petniamy ja do bazy V. Czyli A C B. Dowolny element v € V mozna zapisac

w postaci
V= Z cpb.
beB

Operator P defininujemy wzorem
P(v) = Z cpb.
beA

Oczywiscie dla v € W mamy P(v) = v, bo ¢, =0 dla b ¢ A. Z definicji P jest
operatorem liniowym. Teraz definiujemy operator () wzorem

Q= % > pl9)Pp(g™").

geG
Mamy
p(h)Q = % > p(h)p(g)Pplg™) = % > p(hg)Pp((hg)~")p(h)
9geG geqG
= =3 plo)Polg™ )olh) = Qolh).
geG

gdzie przedostatnia réwnosé zachodzi bo hg przebiega przez wszystkie elementy
G. Teraz niech U bedzie jadrem @, tzn. U ={v € V : Q(v) = 0}. Jesliv € U
to

Qp(g)v = p(g)Qu =0,
czyli p(g)v € U. A wiec U jest niezmiennicze na dzialanie v. Jako ze Q(v) = v
dlave W toUNV ={0}. Jako ze Qu € W to QQuv = Qu, czyli

Qv —Qu) = Qu-QQu=Qu-Qu=0

czyliv—Qu € U. A wiec bioracw =Quv e Wiu=v—w €U mamy v = u+w
co pokazuje ze V. =U + W. O



2 Lemat Schura, wersja algebraiczna

Lemat 2.1 Jesli M i N sq¢ modutami, zas ¢ jest niezerowym homomorfizmem
zM w N to

o jesli M jest prosty to ¢ jest réoznowarto$ciowy
e jesli N jest prosty to ¢ jest na
e jesli M i N sq proste to ¢ jest izomorfizmem

Dowodd: Jadro ker(¢) jest podmodutem M, jesli M jest prosty to ker(¢) =
{0} lub ker(¢) = M. W drugim przypadku ¢ bylby zerowy, co jest wykluczone
z zalozenia. A wiec gdy M jest prosty to ker(¢) = {0} czyli ¢ jest roznowar-
tosciowy. Podobnie, obraz ¢(M) jest podmodulem N i jesli N jest prosty to
musimy mie¢ ¢(M) = N. O

Lemat 2.2 Algebra endomorfizméow R-modutu prostego jest algebrq z dziele-
niem. Jesli R jest skoriczenie wymiarowq algebrg nad ciatem algebraicznie do-
mknietym K to kazdy endomorfizm modutu prostego jest operatorem mmnozenia
przez element K.

Dowdd: Na mocy poprzedniego lematu niezerowe endomorfzmy sy odwra-
calne, co daje pierwsza czes¢é. Dla dowodu drugiej czeSci zauwazmy ze wtedy
modutl prosty M jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatlem
K. Endomorfizm ¢ mozemy przedstawi¢ przy pomocy macierzy. Wiadomo ze
nad cialem algebraicznie domknietym macierz ma wartosé¢ wlasna A i odpowia-
jacy jej wektor wlasny v, tzn.

oV = v
czyli
(p—XNv=0
Jako ze M jest modulem prostym oznacza to ze (¢ — A)w = 0 dla dowolnego
we M. (]

Lemat 2.3 Jesli R jest skoriczenie wymiarowg algebrg przemienng nad ciatem
algebraicznie domknietym K to kazdy R-modut M prosty jest przestrzeniq jed-
nowymiarowqg nad K za$ R dziata na M za pomocg mnozenia przez element
K.

Dowod: Jako ze R jest przemienny, to elementy R dzialaja za pomoca mnoze-
nia przez element K. A wiec podprzestrzenie jednowymiarowe sa niezmiennicze
na dzialanie R, czyli M jest jednowymiarowy. O



Uwaga. Jesli G jest skoriczong grupa abelowa to na mocy lematu (gdy sa
spelnione zalozenia) moduly proste nad K[G] (czyli reprezentacje nieprzywie-
dlne G) sa jednowymiarow. Elementy G dzialaja za pomoca mnozenia przez
element K. A wiec jesli p jest reprezentacjy nieprzywiedlng, to dla g € G ist-
nieje a, takie ze p(g)v = a,v. W grupie skoficzonej istnieje k, takie ze g*s = e
gdzie e jest jedynka w G. Wtedy mamy

v = p(e)v = p(g")v = p(g)*sv = agrv

czyli a]g% = 1, czyli wartodci a4 sg pierwiastkami z 1. W szczegolnodci, jesli
G jest skoriczona grupa cykliczng to G jest izomorfizne z liczbami catkowitymi
modulo k dla pewneho k. Reprezentacja grupy cyklicznej jest jednoznacznie
wyznaczona przez warto$é¢ na generatorze, (tzn. 1). Poprzednie rozumowanie
pokazuje ze dla reprezentacji nad liczbami zespolonymi mamy

p(l)v = exp(2milm/k)v

gdzie m = 0,1,...k — 1 jest parametrem opisujacym reprezentacje, zas i jest
jednostka urojona.



