
1 Twierdzenie Maschkego

Lemat 1.1 Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ mocy n, V przestrzeni¡ wekto-

row¡ nad ciaªem K charakterystyki nie dziel¡cej n za± ρ reprezentacj¡ G na

V . Je±li W jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ dla ρ to istnieje podprzestrze« U
niezmiennicz¡ dla ρ taka »e U +W = V , U ∩W = {0}.

Uwaga: Oznacza to »e ρ jest równowa»ne sumie prostej reprezentacji dziaªaj¡-
cych na U i W .

Dowód: Zauwa»my najpierw »e istnieje operator liniowy P z V w W speª-
niaj¡cy P (x) = x dla x ∈ W . Mianowicie, mo»emy wybra¢ baz¦ B przestrzeni
V w ten sposób »e napierw wybieramy baz¦ A przestrzeni W a nast¦pnie uzu-
peªniamy j¡ do bazy V . Czyli A ⊂ B. Dowolny element v ∈ V mo»na zapisa¢
w postaci

v =
∑
b∈B

cbb.

Operator P de�ninujemy wzorem

P (v) =
∑
b∈A

cbb.

Oczywi±cie dla v ∈ W mamy P (v) = v, bo cb = 0 dla b /∈ A. Z de�nicji P jest
operatorem liniowym. Teraz de�niujemy operator Q wzorem

Q =
1

n

∑
g∈G

ρ(g)Pρ(g−1).

Mamy

ρ(h)Q =
1

n

∑
g∈G

ρ(h)ρ(g)Pρ(g−1) =
1

n

∑
g∈G

ρ(hg)Pρ((hg)−1)ρ(h)

=
1

n

∑
g∈G

ρ(g)Pρ(g−1)ρ(h) = Qρ(h).

gdzie przedostatnia równo±¢ zachodzi bo hg przebiega przez wszystkie elementy
G. Teraz niech U b¦dzie j¡drem Q, tzn. U = {v ∈ V : Q(v) = 0}. Je±li v ∈ U
to

Qρ(g)v = ρ(g)Qv = 0,

czyli ρ(g)v ∈ U . A wi¦c U jest niezmiennicze na dziaªanie v. Jako »e Q(v) = v
dla v ∈W to U ∩ V = {0}. Jako »e Qv ∈W to QQv = Qv, czyli

Q(v −Qv) = Qv −QQv = Qv −Qv = 0

czyli v−Qv ∈ U . A wi¦c bior¡c w = Qv ∈W i u = v−w ∈ U mamy v = u+w
co pokazuje »e V = U +W . �
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2 Lemat Schura, wersja algebraiczna

Lemat 2.1 Je±li M i N s¡ moduªami, za± φ jest niezerowym homomor�zmem

z M w N to

• je±li M jest prosty to φ jest ró»nowarto±ciowy

• je±li N jest prosty to φ jest na

• je±li M i N s¡ proste to φ jest izomor�zmem

Dowód: J¡dro ker(φ) jest podmoduªem M , je±li M jest prosty to ker(φ) =
{0} lub ker(φ) =M . W drugim przypadku φ byªby zerowy, co jest wykluczone
z zaªo»enia. A wi¦c gdy M jest prosty to ker(φ) = {0} czyli φ jest ró»nowar-
to±ciowy. Podobnie, obraz φ(M) jest podmoduªem N i je±li N jest prosty to
musimy mie¢ φ(M) = N . �

Lemat 2.2 Algebra endomor�zmów R-moduªu prostego jest algebr¡ z dziele-

niem. Je±li R jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ nad ciaªem algebraicznie do-

mkni¦tym K to ka»dy endomor�zm moduªu prostego jest operatorem mno»enia

przez element K.

Dowód: Na mocy poprzedniego lematu niezerowe endomorfzmy s¡ odwra-
calne, co daje pierwsz¡ cz¦±¢. Dla dowodu drugiej cz¦±ci zauwa»my »e wtedy
moduª prostyM jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem
K. Endomor�zm φ mo»emy przedstawi¢ przy pomocy macierzy. Wiadomo »e
nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym macierz ma warto±¢ wªasn¡ λ i odpowia-
j¡cy jej wektor wªasny v, tzn.

φv = λv

czyli
(φ− λ)v = 0

Jako »e M jest moduªem prostym oznacza to »e (φ − λ)w = 0 dla dowolnego
w ∈M . �

Lemat 2.3 Je±li R jest sko«czenie wymiarow¡ algebr¡ przemienn¡ nad ciaªem

algebraicznie domkni¦tym K to ka»dy R-moduª M prosty jest przestrzeni¡ jed-

nowymiarow¡ nad K za± R dziaªa na M za pomoc¡ mno»enia przez element

K.

Dowód: Jako »eR jest przemienny, to elementyR dziaªaj¡ za pomoc¡ mno»e-
nia przez element K. A wi¦c podprzestrzenie jednowymiarowe s¡ niezmiennicze
na dziaªanie R, czyli M jest jednowymiarowy. �
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Uwaga. Je±li G jest sko«czon¡ grup¡ abelow¡ to na mocy lematu (gdy s¡
speªnione zaªo»enia) moduªy proste nad K[G] (czyli reprezentacje nieprzywie-
dlne G) s¡ jednowymiarow. Elementy G dziaªaj¡ za pomoc¡ mno»enia przez
element K. A wi¦c je±li ρ jest reprezentacj¡ nieprzywiedln¡, to dla g ∈ G ist-
nieje ag takie »e ρ(g)v = agv. W grupie sko«czonej istnieje kg takie »e gkg = e
gdzie e jest jedynk¡ w G. Wtedy mamy

v = ρ(e)v = ρ(gkg )v = ρ(g)kgv = akg
g v

czyli a
kg
g = 1, czyli warto±ci ag s¡ pierwiastkami z 1. W szczególno±ci, je±li

G jest sko«czon¡ grup¡ cykliczn¡ to G jest izomor�zne z liczbami caªkowitymi
modulo k dla pewneho k. Reprezentacja grupy cyklicznej jest jednoznacznie
wyznaczona przez warto±¢ na generatorze, (tzn. 1). Poprzednie rozumowanie
pokazuje »e dla reprezentacji nad liczbami zespolonymi mamy

ρ(l)v = exp(2πilm/k)v

gdzie m = 0, 1, . . . k − 1 jest parametrem opisuj¡cym reprezentacj¦, za± i jest
jednostk¡ urojon¡.
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