
1 Grupa dihdralna

Niech b¦dzie dane odwzorowanie α z Z2 w automor�zmy Zn takie »e α(0) to
idetyczno±¢ za± α(1)(m) = −m.

Wtedy na produkcie Z2 × Zn dziaªanie wprowadzamy wzorem

(z1,m1)(z2,m2) = (z1z2, α(z2)m1m2).

Otrzyman¡ w ten sposób grup¦ oznaczamy Dn i nazywamy grup¡ dihedraln¡
(przy ogólnych grupach i ogólnym α wzór wy»ej de�niuje produkt póªprosty).

Chcemy wyznaczy¢ reprezentacje nieprzywiedlne Dn na ciaªem liczb zespo-
lonych, tzn. moduªy proste nad C[Dn]. Zauwa»my »e Dn zawiera grup¦ Zn.
Niech V b¦dzie przestrzeni¡ reprezentacji nieprzywiedlnej ρ grupy Dn. ρ mo-
»emy potraktowa¢ jako reprezentacj¦ Zn. Wtedy na mocy twierdzenia Maszkego
V rozpadnie si¦ na sum¦ prost¡ reprezentacji nieprzywiedlnych Zn:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vl.

Jako »e Zn jest grup¡ abelow¡ za± C jest ciaªem algebraicznie domkni¦tym to
Vk s¡ jednowymiarowe. Mo»na przyj¡¢ »e dla v ∈ V1 i m ∈ Zn mamy wzór

ρ((0,m))v = exp(
2πikm

n
)v

gdzie k jest parametrem reprezentacji. Oznaczmy przez s element (1, 0) ∈ Dn.
Rozwa»my teraz dziaªanie Zn na ρ(s)V1. Mamy

ρ((0,m))ρ(s)v = ρ(s)ρ(s−1)ρ((0,m))ρ(s)v

= ρ(s)ρ(s−1(0,m)s)v = ρ(s)ρ(−m)v

ρ(s) exp(
2πik(−m)

n
)v = exp(

2πi(−k)m
n

)ρ(s)v.

Czyli ρ(s)V1 jest przestrzeni¡ reprezentacji Zn z parametrem −k. Stosuj¡c
podobne rozumowanie do reprezentacji na ρ(s)V1 wida¢ »e ρ(s) przeprowadzi j¡
na reprezentacj¦ z parameterem k. W wi¦c

V =Wk ⊕W−k

gdzie Wk jest sum¡ przestrzeni reprezentacji Zn z parametrem k za± W−k jest
sum¡ reprezentacji z parametrem −k. Mianowicie, ρ(s)Wk ⊂W−k, ρ(s)W−k ⊂
Wk, zarówno Wk jak i W−k s¡ niezmniennicze na dziaªanie Zn, wi¦c suma
Wk ⊕W−k jest niezmiennicza na dziaªanie Dn. Jako »e V jest nieprzywiedlna
oznacza to równo±¢ V =Wk ⊕W−k.

V mo»emy te» potraktowa¢ jako przestrze« reprezentacji Z2. Niech teraz
v rozpina jednowymiarow¡ podprzestrze« niezmiennicz¡ dla Z2. Piszemy v =
w1⊕w2 gdzie w1 ∈Wk za± w2 ∈W−k. Zakªadaj¡c »e k 6= −k mod n i ρ(s)v =
v mamy w2 = ρ(s)w1 i w1 = ρ(s)w2, a wi¦c dwuwymiarowa podprzestrze«
rozpinana przez w1 i w2 jest niezmiennicza zarówno dla Z2 jak i dla Zn, a wi¦c
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jest niezmiennicza dla Dn. Podobnie, je±li ρ(s)v = −v, to −w2 = ρ(s)w1 i
−w1 = ρ(s)w2 i równie» w tym przypadku podprzestrze« rozpinana przez w1

i w2 jest niezmiennicza dla Dn. A wi¦c reprezentacje nieprzywiedlne Dn s¡
dwuwymiarowe, za wyj¡tkiem przypadku k = −k mod n, gdy otrzymujemy
reprezentacje jednowymiarowe. Ten przypadek zachochdzi gdy k = 0, lub n jest
parzyste i k = n/2.

2 Suma prosta

Na niesko«czonym iloczynie kartezja«skim moduªów mamy naturaln¡ struktur¦
moduªu, mianowicie operacje wykonujemy po skªadowych. Sum¡ prost¡ po-
tencjalnie niesko«czonej rodziny moduªów Mα, α ∈ I jest podzbiór produktu
kartezja«skiego Mα, α ∈ I skªadaj¡cy si¦ z tych elementów które maj¡ tylko
sko«czenie wiele skªadowych ró»nych od zera. Oznaczenie:

M =
⊕
α∈I

Mα

Ka»dy z moduªów Mα jest naturalnie izomor�czny z podmoduªem M , dla-
tego zwykle mo»emy zakªada¢ »e Mα ⊂ M . Przy takim zaªo»eniu dla α 6= β
mamy Mα ∩Mβ = ∅.

Je±li M jest moduªem a Mα, α ∈ I s¡ podmoduªami M to sum¡ Mα nazy-
wamy najmniejszy podmoduª N ⊂M taki »e dla ka»dego α ∈ I mamyMα ⊂ N .

Je±li M jest sum¡ Mα, α ∈ I oraz dla α 6= β mamy Mα ∩Mβ = ∅, to wtedy
M jest izomor�czny z sum¡ prost¡ Mα, α ∈ I. W tej sytuacji dalej b¦dziemy
mówi¢ »e M jest sum¡ prost¡.

Je±liM jest sum¡ prost¡M1⊕M2 swoich podmoduªówM1 iM2 to mówimy
»e M2 jest moduªem dopeªniczym do M1.

3 Moduªy póªproste

Najpierw potrzebujemy lemat opisuj¡cy moduªy proste

Lemat 3.1 Moduª M jest prosty wtedy i tylko wtedy gdy M jest izomor�czy z
moduªem postaci R/I gdzie I jest lewostronnym ideaªem maksymalnym w R.

Dowód. Niech I b¦dzie lewostronnym ideaªem maksymalnym w R i N b¦dzie
podmoduªem w R/I. Wtedy J = {r ∈ R : r + I ⊂ N} jest ideaªem lewostron-
nym zawieraj¡cym I. Jako »e I jest ideaªem maksymalnym oznacza to »e J = R
lub J = I. W pierwszym przypadky mamy N = R/I, w drugim N = {0}, a
wi¦c R/I jest moduªem prostym. Je±liM jest moduªem prostym i x ∈M , x 6= 0
to przyjmujemy I = {r : rx = 0}. Wtedy I jest ideaªem lewostronnym w R.
Zauwa»my »e Rx jest niezerowym podmoduªem w M , czyli Rx = M . Innymi
sªowy M jest izomor�czne z R/I. Je±li J jest ideaªem lewostronnym i I ⊂ J
to Jx jest podmoduªem w M , czyli Jx = M lub Jx = {0}. Je±li Jx = M to
dla dowolnego r ∈ R istnieje s ∈ J takie »e rx = sx, czyli (r − s)x = 0, czyli
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r−s ∈ I. Jako »e I ⊂ J i s ∈ J oznacza to »e r ∈ J , czyli J = R. Je±li Jx = {0}
to mamy J = I. Razem oznacza to »e I jest ideaªem maksymalnym. �

Lemat 3.2 Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

• moduª M jest sum¡ prost¡ moduªów prostych

• moduª M jest sum¡ algebraiczn¡ moduªów prostych

• ka»dy podmoduª V ⊂M ma podmoduª dopeªniczy b¦d¡cy sum¡ prost¡ mo-
duªów prostych

• ka»dy podmoduª V ⊂M ma podmoduª dopeªniczy

Moduª speªniaj¡cy jeden (a wi¦c i wszystkie) warunki wy»ej nazywamy moduªem
póªprostym.

Dowód: Warunek pierwszy jest oczywi±cie silniejszy ni» drugi. Warunek
trzeci jest oczywi±cie silniejszy ni» czwarty. Dla V = {0} warunek trzeci impli-
kuje warunek pierwszy. Pozostaje pokaza¢ »e warunek drugi implikuje trzeci i
»e warunek czwarty implikuje drugi.

Aby otrzyma¢ warunek trzeci z drugiego rozwa»my rodzin¦ S skªadaj¡c¡ si¦
z takich moduªów N »e N jest sum¡ prost¡ moduªów prostych i V ∩ N = ∅.
Zauwa»ymy »e suma V i N jest sum¡ prost¡, tzn V +N = V ⊕N .

Na mocy lematu o maksymalnym ªa«cuchu w rodzinie S istnieje element
maksymalny, tzn. taki moduª N »e dla ka»dego moduªu prostego P ⊂M mamy
P ∩ (V ⊕ N) 6= {0} (w przeciwnym razie mo»naby doª¡czy¢ P jako kolejny
skªadnik N przecz¡c maksymalno±ci). A wi¦c dla dowolnego moduªu prostego
P ⊂ M mamy P ⊂ V ⊕ N , czyli jako »e M jest sum¡ moduªów prostych to
M = V ⊕N . Ponadto N jest sum¡ prost¡ moduªów prostych co daje warunek
trzeci.

Aby zako«czy¢ dowód lematu musimy pokaza¢ »e warunek czwarty implikuje
drugi.

Zauwa»my najpierw »e je±li warunek czwarty jest speªniony dla M i U jest
podmoduªem M to warunek czwarty zachodzi dla M zast¡pionego przez U .
Mianowicie, je±li V jest podmoduªem U to jest te» podmoduªem M . U»ywa-
j¡c warunek dla M dostajemy moduª N dopeªniczy do V w M . Lecz wtedy
N ∩ U jest moduªem dopeªniczym do V w U . Poka»emy teraz »e dowolny
moduª M speªniaj¡cy warunek czwarty zawiera podmoduª prosty. Mianowicie,
bez utraty ogólno±ci mo»na przyj¡¢ »e M = Rx dla pewnego x ∈ M . Niech
J = {r ∈ R : rx = 0}. J jest ideaªem lewostronnym w R. Na mocy pew-
nika wyboru (lematu o maksymalnym ªa«cuchu) istnieje ideaª maksymalny I
zawieraj¡cy J . Wtedy N = Ix jest podmoduªem w M = Rx takim »e M/N
jest izomor�czne z R/I, czyli iloraz jest moduªem prostym. Na mocy warunku
czwartego istnieje podmoduª P dopeªniczy do M , czyli Rx = P ⊕ N czyli P
jest izomor�czne z Rx/N czyli P jest moduªem prostym. Rozwa»my teraz sum¦
S wszystich moduªów prostych zawartych w M . Gdyby S byªo podmoduªem
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wªa±ciwym to S miaªby niezerowy moduª dopeªniczy, a wi¦c dopeªnienie S za-
wieraªoby moduª prosty. Lecz to jest niemo»liwe z de�nicji S czyli M jest sum¡
moduªów prostych czyli zachodzi warunek drugi. �

4 Lemat o g¦sto±ci

Je±li M jest moduªem to endomor�zmy M tworz¡ pier±cie« który oznaczymy
przez E. M mo»emy potraktowa¢ jako moduª nad E. Dla zaznaczenia »e
pier±cieniem jest E b¦dziemy pisa¢ME . Istotny dla nas jest opis endomor�zmów
ME .

Lemat 4.1 Je±li M jest moduªem póªprostym, φ jest endomor�zmem ME za±
x ∈M to istnieje α ∈ R takie »e φ(x) = αx.

Dowód: N = Rx jest podmoduªem M , a wi¦c na mocy póªprostoty jest
skªadnikiem prostym M . A wi¦c rzut πN z M na N nale»y do E. Wtedy

πN (φ(x)) = φ(πN (x)) = φ(x)

czyli φ(x) ∈ N , co daje wynik. �

Lemat 4.2 (Jacobsona o g¦sto±ci) Je±li M jest moduªem póªprostym, φ jest
endomor�zmem ME za± S jest sko«czonym podzbiorem M . Wtedy istnieje α ∈
R takie »e dla dowolnego x ∈ S mamy φ(x) = αx.

Dowód: Niech n = |S| czyli S = {x1, . . . , xn}. Rozwa»my n-krotn¡ sum¦
prost¡ Mn. Na Mn rozpatrujemy odwzorowanie φ(n) zadane wzorem

(y1, . . . , yn) 7→ (φ(y1), . . . , φ(yn)).

Niech E(n) b¦dzie pier±cieniem endomor�zmów Mn. Zauwa»my »e elementy
E(n) to macierze n na n o wspóªczynnikach b¦d¡cych endomor�zmami M . Ze
wzoru na φ(n) wynika wi¦c »e φ(n) jest homomor�zmem Mn jako moduªu nad
E(n). Moduª Mn jest oczywi±cie póªprosty. Z poprzedniego lematu istnieje
element α ∈ R taki »e φ(n)(x1, . . . , xn) = α(x1, . . . , xn). Lecz to oznacza »e
φ(xi) = αxi. �
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