1 Grupa dihdralna

Niech bedzie dane odwzorowanie « 7z Zo w automorfizmy Z,, takie ze «a(0) to
idetycznosc zas a(1)(m) = —m.
Wtedy na produkcie Zs x Z,, dzialanie wprowadzamy wzorem

(21, m1) (22, ma) = (2122, a(z2)mims).

Otrzymang w ten sposob grupe oznaczamy D,, i nazywamy grupa dihedralng
(przy ogdlnych grupach i ogdélnym a wzér wyzej definiuje produkt potprosty).

Chcemy wyznaczy¢ reprezentacje nieprzywiedlne D,, na ciatem liczb zespo-
lonych, tzn. moduty proste nad C[D,,|. Zauwazmy ze D, zawiera grupe Z,.
Niech V bedzie przestrzenia reprezentacji nieprzywiedlnej p grupy D,. p mo-
zemy potraktowac jako reprezentacje Z,,. Wtedy na mocy twierdzenia Maszkego
V rozpadnie sie na sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych Z,,:

V=helhe oV

Jako ze Z, jest grupa abelowa za§ C jest cialem algebraicznie domknietym to
Vi sa jednowymiarowe. Mozna przyja¢ ze dla v € Vi i m € Z,, mamy wzor

2mikm

p((0,m))v = exp( Jv
gdzie k jest parametrem reprezentacji. Oznaczmy przez s element (1,0) € D,,.
Rozwazmy teraz dzialanie Z, na p(s)Vy. Mamy

p((0,m))p(s)o = p(s)pls~)p((0, m))p(s)e
= o(s)pls™H(0,m)s)o = pls)p(—m)u
ps)exp Ty s PR

Czyli p(s)V; jest przestrzenia reprezentacji Z, z parametrem —k. Stosujac
podobne rozumowanie do reprezentacji na p(s)V; widaé ze p(s) przeprowadzi ja
na reprezentacje z parameterem k. W wiec

V=W,eW_;

gdzie Wy, jest suma przestrzeni reprezentacji Z, z parametrem k zas W_j jest
suma reprezentacji z parametrem —k. Mianowicie, p(s)Wy, C W_yg, p(s)W_j C
Wi, zaréwno Wy jak i W_j sa niezmniennicze na dzialanie Z,, wiec suma
Wy, @& W_j, jest niezmiennicza na dziatanie D,,. Jako ze V jest nieprzywiedlna
oznacza to réwnos¢ V =W, @ W_g.

V mozemy tez potraktowaé jako przestrzen reprezentacji Z,. Niech teraz
v rozpina jednowymiarowa podprzestrzen niezmiennicza dla Z,. Piszemy v =
wy B ws gdzie wy € Wy, zad wy € W_y,. Zakladajac ze k # —k mod n i p(s)v =
v mamy wy = p(s)wy i w1 = p(s)wsz, a wiec dwuwymiarowa podprzestrzen
rozpinana przez wj i ws jest niezmiennicza zaréwno dla Zs jak i dla Z,,, a wiec



jest niezmiennicza dla D,. Podobnie, jesli p(s)v = —v, to —ws = p(s)w; i
—wy = p(s)ws i rowniez w tym przypadku podprzestrzen rozpinana przez w;
i ws jest niezmiennicza dla D,. A wiec reprezentacje nieprzywiedlne D,, sa
dwuwymiarowe, za wyjatkiem przypadku & = —k mod n, gdy otrzymujemy
reprezentacje jednowymiarowe. Ten przypadek zachochdzi gdy k = 0, lub n jest
parzyste i k = n/2.

2 Suma prosta

Na nieskoriczonym iloczynie kartezjanskim modutéw mamy naturalng strukture
modulu, mianowicie operacje wykonujemy po sktadowych. Suma prosta po-
tencjalnie nieskoniczonej rodziny modutéw M, a € I jest podzbiér produktu
kartezjariskiego M,, o € I skladajacy sie z tych elementéw ktére maja tylko
skoriczenie wiele sktadowych roéznych od zera. Oznaczenie:

M:@Ma

acl

Kazdy z modultéow M, jest naturalnie izomorficzny z podmodutem M, dla-
tego zwykle mozemy zaktada¢ ze M, C M. Przy takim zalozeniu dla o #
mamy M, N Mg = 0.

Jesli M jest modulem a M, o € I sa podmodutami M to suma M, nazy-
wamy najmniejszy podmodul N C M taki ze dla kazdego o € I mamy M, C N.

Jesli M jest suma M,, a € I oraz dla o # f mamy M, N Mg = 0, to wtedy
M jest izomorficzny z suma prosta My, o € I. W tej sytuacji dalej bedziemy
moéwicé ze M jest suma prosta.

Jesli M jest suma prosta My & My swoich podmodutéow M; i Ms to méwimy
ze My jest modutem dopekliczym do M;.

3 Moduly pélproste

Najpierw potrzebujemy lemat opisujacy modutly proste

Lemat 3.1 Modut M jest prosty wtedy i tylko wiedy gdy M jest izomorficzy z
modutem postaci R/1 gdzie I jest lewostronnym ideatemn maksymalnym w R.

Dowdd. Niech I bedzie lewostronnym idealem maksymalnym w R i N bedzie
podmodutem w R/I. Wtedy J ={r € R:r+ I C N} jest idealem lewostron-
nym zawierajacym I. Jako ze I jest idealem maksymalnym oznacza to ze J = R
lub J = I. W pierwszym przypadky mamy N = R/I, w drugim N = {0}, a
wiec R/I jest modutem prostym. Jesli M jest modutem prostym iz € M,z # 0
to przyjmujemy I = {r : ro = 0}. Wtedy [ jest idealem lewostronnym w R.
Zauwazmy ze Rx jest niezerowym podmodutem w M, czyli Rx = M. Innymi
stowy M jest izomorficzne z R/I. Jesli J jest idealem lewostronnym i I C J
to Jz jest podmodutem w M, czyli Jx = M lub Jx = {0}. Jesli Jx = M to
dla dowolnego r € R istnieje s € J takie ze rx = sx, czyli (r — s)x = 0, czyli



r—se€l. JakozeI C Jis € Joznaczatozer € J, czyli J = R. Jesli Jx = {0}
to mamy J = I. Razem oznacza to ze I jest idealem maksymalnym. (]

Lemat 3.2 Nastepujgce warunki s¢ rownowazne
o modut M jest sumg prostq modutow prostych
o modut M jest sumg algebraiczng modutow prostych

o kazdy podmodut V- C M ma podmodut dopetniczy bedgcy sumg prostqg mo-
dutow prostych

e kazdy podmodut V.C M ma podmodul dopetniczy

Modut spelniajacy jeden (a wiec i wszystkie) warunki wyzej nazywamy modutem
potprostym.

Dowo6d: Warunek pierwszy jest oczywiscie silniejszy niz drugi. Warunek
trzeci jest oczywiscie silniejszy niz czwarty. Dla V' = {0} warunek trzeci impli-
kuje warunek pierwszy. Pozostaje pokazaé ze warunek drugi implikuje trzeci i
ze warunek czwarty implikuje drugi.

Aby otrzymaé¢ warunek trzeci z drugiego rozwazmy rodzine S skladajaca sie
z takich modulow N ze N jest suma prosta modutéow prostych i VN N = ().
Zauwazymy ze suma V i N jest sumg prosta, tzn V + N =V @& N.

Na mocy lematu o maksymalnym lancuchu w rodzinie S istnieje element
maksymalny, tzn. taki modut N ze dla kazdego modutu prostego P C M mamy
PN (Ve N) # {0} (w przeciwnym razie moznaby dolaczy¢ P jako kolejny
sktadnik N przeczac maksymalnosci). A wiec dla dowolnego modutu prostego
P C M mamy P C V & N, czyli jako ze M jest sumg moduléw prostych to
M =V @ N. Ponadto N jest sumg prosta moduléw prostych co daje warunek
trzeci.

Aby zakoriczy¢ dowod lematu musimy pokazaé ze warunek czwarty implikuje
drugi.

Zauwazmy najpierw ze jeSli warunek czwarty jest spelniony dla M i U jest
podmodulem M to warunek czwarty zachodzi dla M zastapionego przez U.
Mianowicie, je§li V' jest podmodulem U to jest tez podmodutem M. Uzywa-
jac warunek dla M dostajemy modut N dopetniczy do V- w M. Lecz wtedy
N NU jest modutem dopetniczym do V w U. Pokazemy teraz ze dowolny
modutl M spelniajacy warunek czwarty zawiera podmodut prosty. Mianowicie,
bez utraty ogélno$ci mozna przyja¢ ze M = Rx dla pewnego x € M. Niech
J={r € R:rez =0} Jjest idealem lewostronnym w R. Na mocy pew-
nika wyboru (lematu o maksymalnym lancuchu) istnieje ideal maksymalny I
zawierajacy J. Wtedy N = Iz jest podmodultem w M = Rx takim ze M/N
jest izomorficzne z R/I, czyli iloraz jest modutem prostym. Na mocy warunku
czwartego istnieje podmodut P dopelniczy do M, czyli Rx = P & N czyli P
jest izomorficzne z Rx /N czyli P jest modultem prostym. Rozwazmy teraz sume
S wszystich modutéw prostych zawartych w M. Gdyby S bylo podmodutem



wlasciwym to S mialby niezerowy modul dopetniczy, a wiec dopelnienie S za-
wieraloby modut prosty. Lecz to jest niemozliwe z definicji S czyli M jest suma
moduléw prostych czyli zachodzi warunek drugi. O

4 Lemat o gestosci

Jesli M jest modulem to endomorfizmy M tworzg pierscien ktory oznaczymy
przez E. M mozemy potraktowaé¢ jako modul nad E. Dla zaznaczenia ze
pierscieniem jest E bedziemy pisa¢ Mg. Istotny dla nas jest opis endomorfizmow
MEg.

Lemat 4.1 Jesli M jest modutem potprostym, ¢ jest endomorfizmem Mg zas
x € M to istnieje o € R takie Ze ¢(x) = ax.

Dowéd: N = Rx jest podmodulem M, a wiec na mocy poélprostoty jest
sktadnikiem prostym M. A wiec rzut wx z M na N nalezy do E. Wtedy

TN (p(x)) = d(mn(2)) = P(x)

czyli ¢(z) € N, co daje wynik. O

Lemat 4.2 (Jacobsona o gestosci) Jesli M jest modutem potprostym, ¢ jest
endomorfizmem Mg za$ S jest skoriczonym podzbiorem M. Wtedy istnieje o €
R takie ze dla dowolnego x € S mamy ¢(x) = azx.

Dowd6d: Niech n = |S] czyli S = {z1,...,2,}. Rozwazmy n-krotna sume
prosta M™. Na M" rozpatrujemy odwzorowanie ¢(™) zadane wzorem

W15+ yn) = (D(91), -5 D(Yn))-

Niech E(™ bedzie pierScieniem endomorfizméw M™. Zauwazmy ze elementy
E() to macierze n na n o wspotczynnikach bedacych endomorfizmami M. Ze
wzoru na ¢ wynika wiec ze ¢(™) jest homomorfizmem M" jako modutu nad
E™) . Modul M™ jest oczywiscie potprosty. Z poprzedniego lematu istnieje
element o € R taki ze ¢ (x1,...,2,) = a(zy,...,7,). Lecz to oznacza ze
o(x;) = ax;. O



