1 Wniosek z lematu o gestosci

Lemat 1.1 (Twierdzenie Burnsida) Jesli M jest skoriczenie wymiarowq prze-
strzeniq wektorowqg nad ciatem algebraicznie domknietym k, R jest podpierscie-
niem pierscienia Endg (M) ktory jest przestrzenia wektorowq nad k i M jest
R-modutem prostym nad k to R = Endy(M).

Dowod. Jesli M jest R-modutem prostym to mocy lematu Schura pierscien F
R-endomorfozmoéw M to k. Niech f € Endg(M) = Endg(M) i niech z1,...,2,
bedzie baza M jako przetrzeni wektorowej nad k. Wtedy na mocy lematu o ge-
stosci istnieje o € R takie ze ax; = f(x;). Jako ze z1,...,z, jest baza oznacza
to ze a = f. Jako ze f byl dowolny oznacza to ze R = Endg(M). O

2 Twierdzenie Wedderburna

R nazywamy pierécieniem p6lprostym jesli jest modutem potprostym jako lewy
modul nad soba.

Lemat 2.1 Jesli R jest pierscieniem pdtprostym to kazdy R-modut jest potpro-
sty.

Dowéd: Dowolny modut jest suma moduléw postaci Rx. Modut postaci Rx
jest ilorazem R a wiec na mocy polprostoty R modul Rz jest sumag prosta mo-
dutéw prostych. A wiec dowolny R-modut jest sumg moduléw prostych. O

Lemat 2.2 Jesli R jest pierscieniem pdtprostym to istnieje tylko skoriczenie
wiele klas izomorfizmu R-modultdw prostych.

Dowod. Kazdy reprezentant klasy izomorfizmu R-moduléw prostych jest po-
staci M = R/I gdzie I jest idealem maksymalnym. Na mocy polprostoty R
ideat I bedac podmodutem ma podmodut dopetniczy, czyli R = M @ I. Niech
R = @, M, bedzie rozktadem R na sume prosta moduléw prostych. Mamy
1l=2,® - &z gdzie v; € M,,. Zauwazmy ze My, & --- @ M,, jest pod-
modulem R takim ze 1 € R, a wiec R = M,, ® --- ® M,,. Latwo zauwazy¢
ze kazdy podmodul prosty M zawarty w R jest izomorficzny z jednym z M,,,.
Mianowicie, dla pewnego ¢ rzutowanie z M na M,, musi by¢ niezerowe i na
mocy lematu Schura jest izomorfizmem. O

Na mocy poprzednich lematéw modul M nad pierscieniem pétprostym R
ma rozklad postaci
M= @le M;



gdzie M; przebiega zbior reprezentantéw klas réwnowaznosci R-modutéw pro-
stych. Liczby k; nazywamy krotnosciami, tzn. méwimy ze modul M; wystepuje
w M z krotnoscia M.

Lemat 2.3 Jesli R jest skonczenie wymiarowqg algebrqg potprostq nad ciatem
algebraicznie domknietym k to

R~ End; (M) & --- & Endy (M)
gdzie M; przebiega reprezentaty klas izomorfizmu R-modutow prostych.
Dowod. Rozwazmy homomorfizm h z R w
R =Endy(M;) @ - - ® Endg (M)).

h jest roznowartosciowy, bo jesli a jest w jadrze h to mnozenie przez a daje
odwzorowanie zerowe dla dowolnego modulu prostego M;. Jako ze R jest suma
prosta modutéw prostych to mnozenie przez o daje odwzorowanie zerowe na
R. Lecz a = «a - 1, czyli wtedy a = 0. Na mocy lematu o gestosci h jest na.
Mianowicie, na mocy lematu Schura endomorfizmy M; to ciato k. Dla i # j
moduly M; i M; sa nieizomorficze, wigc jedyny homomorfizm miedzy nimi jest
zerowy. A wiec piersciern endomorfizméw F modutu My @ --- @ M; to suma
l-kopii ciala k z dzialaniami po sktadowych. Czyli jesli ¢ € R to ¢ wyznacza
endomorfizm (M; & --- & M) g.

A wiec, jesli z; ;, ¢ = 1,...,1, j = 1,...,n; sa takie ze z;; € M; i przy
ustalonym ¢ wektory x;; tworzg baze M; i ¢ € R to istnieje o € R takie ze
Qax; ; = ¢xi,j~ O

Uwaga. Bez zaloznia ze cialo podstawowe jest algebraicznie domkniete pier-
Scien ' = D1 @ ...D; gdzie D; sa algebrami z dzieleniem i w sumie wyzej
musimy bra¢ algebry endomorfizmoéw nad D;.

Whiosek:

dimg R = Z dimy, (M;)?

gdzie M; przebiegaja klasy R moduléw prostych. Innymi stowy M; wystepuje
w R z krotnoscig dimy (M;).

Przyklad: Niech G = S(3) (grupa permutacji trzech elementow). G jest
izomorficzna z grupa symetrii trojkata i tatwo sprawdzi¢ ze naturalne dziatanie
G na trojkacie daje reprezentacje nieprzywiedlna czyli prosty k[G] modut. Czyli
k[G] ma modul prosty ktory jest przestrzenia wymiaru 2 nad k. Ponadto G ma
dwie reprezentacje wymiaru 1: reprezentacje trywialng i znak permutacji. G ma
6 elementow, czyli

6 = dimy k[G] = 1 + 1 + 22

czyli podane reprezentacje to wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne G z do-
ktadnoscia do réwnowaznosci.



Nieco ogoélniej mozna rozpatrywaé grupe dihedralng D,,. Dla nieparzystago n
grupa D, ma dwie reprezentacje jednowymiarowe, pochodzace z reprezentacji
Zs. Jest tez (n — 1)/2 réznych reprezentaci nieprzywiedlnych wymiaru 2. W
sumie

n—1

2ndimy, k[G] =1+ 1+ 22,

Potwierdza to ze otrzymaliémy komplet reprezentacji nieprzywiedlnych.

3 Rozklad kanoniczy reprezentacji

Ustalmy izomorfizm
R~ Endk(Ml) D---D Endk(Ml)

Niech R; oznacza Endg(M;) za$ e; element taki ze e;, = 1 w R; oraz ¢, = 0w
R; dla j #i. Wtedy
Y

2
€;

oraz
= e’i

Ponadto e; leza w centrum R.

Lemat 3.1 Jesli M jest R modutem to e;M to suma podmodutéw M izomor-
ficznych z M;

Dowdd. Na M; element e; dziala jako identycznosé. Dla j # i element e;
dziata jako 0. Czyli jesli N to suma podmodutéw M izomorficznych z M; to e;
dziata na N jako identycznosé. Jesli W to modul dopetniczy do N to W jest
izomorficzny z suma prosta modutow M; z j # i. A wiec e; dziata na W jako
0. Razem, e;x =x dlaz e Niex=0dlaie W. O

Mamy
M = EBeiM

Daje to rozktad kanoniczny M. W rozktadzie kanonicznym sktadniki sg wyzna-
czone jednoznacznie. e; wyzej nazywamy idempotentem zwigzanym z M.

Lemat 3.2 Krotnosci M; w M sqg wyznaczone jednoznacznie
Dowdd: Na mocy poprzedniego lematu mamy
e;M = @?;1Mi
i modut e; M jest wyznaczony jednoznacznie. Lecz
dimg (e; M) = k; dimy (M)

czyli k; jest wyznaczone jednoznacznie przez wymiary nad k.
Uwaga: Jesli k; > 1 to przedstawienie e; M jako sumy prostej M; jest bardzo
niejednoznaczne.



4 Charaktery

Definicja: Charakterem reprezentacji (modutu) nazywamy odwzorowanie ¢,(a) =
Tr(p(a)) gdzie Tr oznacza $lad odwzorowania liniowego.

Uwaga: W przypadku pierscienia grupowgo charaktery sg zdefiniowane jako
odwzorowania liniowe na R[G]. Jednakze takie odwzorowanie jest jednoznacznie
wyznaczone przez wartosci na bazie, tzn. elementach J,. Dlatego czgsto wygod-
nie jest traktowa¢ charakter jako funkcje na G, ktorej wartos¢ w g to Tr(p(dy)).

Przyktad: Jesli A jest reprezentacja regularng to

| n dlag=e
9x(dg) = { 0 poza tym

Przyktad: Jesli G = Z, to nad liczbami zespolonymi mamy reprezentacji
jednowymiarowe p; zadanie wzorem p;j(m)v = exp(2mijm/n)v. Wtedy ¢,, =
exp(2mijm/n), czyli charakter jest homomorfizmem z G w C.

Ogolniej, rozwazmy skonczenie wymiarowa reprezentaje p grupy skonczonej
G nad cialem algebraicznie domknietym k charakterystyki p nie dzielacej mocy
G. Dla g € G operator p(g) mozna przedstawi¢ w postaci klatkowo-diagonalne;j
(rozktad Jordana). W charakterystyce 0, gdyby byla nietrywialna klatka Jor-
dana to podgrupa operatoréw postaci p(g)* z k € Z bytaby nieskoniczona co jest
sprzeczne z tym ze G jest skoriczona. Podobnie, w przypadku charakterystyki
skoriczonej dla nietrywialnej klatki Jordana podgrupa operatoréw postaci p(g)*
miataby moc podzielng przez p, co oznaczaloby ze moc G jest podzielna przez
p co jest sprzecznie z naszymi zalozeniami. A wiec p(g) mozna przedstawi¢ w
postaci diagonalnej. Jako ze G jest skoniczona to istnieje k takie ze g = e (gdzie
e jest jedynka w G). Jesli w jest elementem na diagonali w postaci diagonalne;j
p(g), to w* = 1. A wiec w jest pierwiastkiem wielomianu majacego wspotczyn-
niki catkowite i takiego ze wspotczynnik przy naiwyzszej potedze jest réwny 1.
Takie liczby nazywamy liczbami algebraicznymi catkowitymi. Nieco ogblniej mo-
wimy ze s3 to elementy catkowite nad Z. Na mocy Lematu 5.2 suma elementéow
caltkowitych jest catkowita. A wiec wartosci charakterow reprezentacji nad C
jako sumy elementéow calkowitych nad Z (tzn. pierwiastkow z 1) sa calkowite
nad Z. Innymi slowy, wartosci charakterow sa liczbami algebraicznymi catkowi-
tymi. Wiadomo (Lemat 5.3) ze liczby catkowite algebraiczne ktore sa liczbami
wymiernymi sg catkowite. A wiec jesli charakter przyjmuje wartosci wymierne
to sg one catkowite. Np. wiadomo ze charaktery grup permutacji .S,, przyjmuja
wartosci catkowite (charaktery grup alternujacych A,, moga przyjmowaé warto-
§ci niewymierne).

5 Dodatek: catkowitosé

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Moéwimy ze element a € R jest cal-
kowity nad R jesli jest pierwiastkiem wielomianu nad R z najwyzszym wspot-
czynnikiem rownym 1.



Lemat 5.1 a jest catkowity wtedy i tylko wtedy gdy R[a] jest skoriczenie gene-
rowalnym R-modutem.

Dowod: Jesli a™ 4 cp,_1a™ ' + -+ + ¢o = 0 to mozemy wyliczyé¢ a' dla I >

n w terminach o dla i = 0,...,n — 1, czyli R[a] jest generowane przez a’,
i—0,...,n—1nad R. Jesli R[a] jest skoriczenie generowalnym R-modutem to
mozna wybrac n takie ze a’, i = 0,...,n — 1 sa generatorami R[a]. Zapisujac a™

w terminach generatoréw dostaniemy potrzebne réwnanie.

Lemat 5.2 Jesli R jest pierscieniem noetherowskim to suma i iloczyn elemen-
tow catkowitych sq catkowite.

Dowod. R[ai]R[as] jest skonczenie generowalnym modutem nad R. Jako ze
R jest noethereowski to rowniez R[ajas] i Rla; + az] sa skoriczenie generowalne.

Lemat 5.3 Jesli liczba wymierna q jest liczbg algebraiczng catkowitqg to jest
liczbg catkowitq, tzn. q € Z.

Dowdd: Z definicji, g jest pierwiastkiem wielomianu P(z) o wspolczynni-
kach calkowitych i takiego ze wspoélczynnik przy najwyzszej potedze z jest
rowny 1. Z wlasnosci wielomianéw nad liczbami wymiernymi P(z) ma wtedy
czynnik liniowy o wspotczynnikach wymiernych ktérego pierwiastkiem jest q.
Ale wielomiany o wspolczynnikach catkowitych maja jednoznaczny rozktad na
czynniki nierozktadalne i czynniki liniowy ma wspoétcznniki catkowite. Doktad-
niej, istnieja wielomiany P; il o wspolezynnikach catkowitych, takie ze P(z) =
Py (z)l(x), I jest liniowy 1 I(q) = 0. Wspolezynnik P przy najwyzszej potedze x
jest rowny produktowi wspotczynnikow P; il przy najwyzszej potedze x. A wiec
wspoélczynnik przy najwyzszej x w [ jest rowny 1 lub —1. Bez utraty ogélnosci
mozna przyjac ze jest on rowny 1. A wiec

l(l‘) :$+lo

gdzie ly € Z. Jako ze I(q) = 0 oznacza to ze ¢ = —ly € Z. O



