1 Charaktery

Definicja: Charakterem reprezentacji (modutu) nazywamy odwzorowanie ¢(a) =
Tr(a) gdzie Tr oznacza $lad odwzorowania liniowego.
Inwolucje w k[G] 1 iloczyn skalarny dla f = > c;ag0q 1 h = 3 5bgdg

definiujemy
F=> a4,
QEG
P =1 72
geG
Ponizej bedziemy zaklada¢ ze charakterystyka ciala k nie dzieli |G|, dzieki
czemu (f, h) jest dobrze zdefiniowane.
Lemat 1.1 fh =hf
Dowod: Sprawdzamy dla f = §4, h = dy:
fh= 0400 = dgu = S(guy—1 = Su-14-1 = 8,-16,1
5.8, = i,

W ogélnym przypadku wynik otrzymujemy przez liniowo$é. O

Lemat 1.2 (Wzor Plancherela) Niech A bedzie reprezentacjq regularng k[G].

Mamy .
(1) = TR

Dowod: Dla f =8y i h = 6, mamy (f,h) =0dla g #u™" i (f,h) = & dla
g =u~'. Podobnie, fh = 8, czyli Tr(A(fh)) = 0 dla g # w~ i Tr(\(fh)) = |G

dla ¢ = u~!. A wiec ré6wnosé zachodzi dla elementéw bazy czyli przez liniowosé
rownosé zachodzi na k[G]. O

Lemat 1.3 Jesli k jest algebraicznie domknicte, M; jest k[G] modutem prostym,
e; tdempotentem odpowiadajgcym M; zas x; charakterem modutu M; to dla f €
k[G] mamy

dimy Mixi(f) = |G*(f, e:)

Dowod: Na mocy twierdzenia Wedderburna M; wystepuje w reprezentacji
regularnej z krotnoscia dimyg M;. A wiec mamy

dimy Mixi(f) = Tr(M(fei)) = |GI*(f, e:)

gdzie ostatnia rownosé to wzér Plancherela. O



Lemat 1.4 Jesli k jest algebraicznie domkniete, zas M; jest k[G]-modutem pro-
stym to jako funkcja na grupie

I </
! dimk(Mi)Z

gdzie e; jest idempotentem zwigzanym z M;. W szczegdlnosci charakterystyka K
nie dzieli dimy(M;) (zaktadamy Ze charakterystyka K nie dzieli |G|).

Dowod. Dla f = 0, mamy |G|(f,e;) = é;(g). A wiec
dimy (M;)xi(g) = dimg (M) xi(f) = |G*(f, &) = |Gléi(9)
Jako ze |G|¢é;(g) jest niezerowe dla pewnego g to wynika stad ze charakterystyka

k nie dzieli dimy (M;). O

Whiosek: (x;, x;) = 6;j, gdzie 6;; =1 zas 6;; = 0 dla ¢ # j. Mianowicie

= |G‘2 5. o .
<Xi7 XJ> - dlmk(Mz) dlmk(Mj) <ez7 6J>
1 ~
= dimy, (M;) dimk(Mj)Tr(A(ejei)),

Gdy i@ # j to eje; = 0 czyli (x;,x;) = 0. Dla i = j element e;e; = e; prze-
chodzi na identycznosé w e;k[G] ktore jest suma prosta dimy(M;) kopii M;. A
wiec &; przechodzi na identycznosé w é;k[G] ktore ma wymiar dimy(M;)?, czyli
Tr(M(€)) = dimy(M;)? co daje (xi, xi) = 1.

Lemat 1.5 Jesli ciato k jest charakterystki 0 to k[G] moduly sq izomorficzne
wtedy 1 tylko wtedy gdy ich charaktery sq rowne. W szczegolnosci gdy ciato k jest
algebraicznie domkniete, n jest charakterem k[G] modutu N za$ M; jest k[G]-
modutem prostym z charakterem x; to M; wystepuje w N z krotnoscig (xi,n)-

Dowdd. Druga czes¢ wynika z zaleznodci (x;, x;) = 6;;. Mianowicie, rozkta-
dajac N na moduly proste mamy

N = ®;k; M;,
mxg) =D kilxinxg) = kj.

Daje to wynik dla ciata algebraicznie domknietego. Ponadto mamy

() = kikj{xi, x;) = > _ ki > 0.
,J i



Gdy k jest tylko charakterystyki 0 to mozna rozumowaé¢ podobnie. Miano-
wicie, jak dla ciata algebraicznie domknietego rozpatrujemy moduly proste M;
i ich charaktery x;. Niech K bedzie algebraicznym domknieciem k. Traktujac
M; jako modutl nad K dostaniemy ten sam charakter, ale modutl nie musi by¢
prosty jako modul nad K. Ze wzoru wyzej dostaniemy ze

(Xi»xs) > 0.

Trzeba jeszcze pokazaé ze (x;,x;) = 0 dla ¢ # j. Traktujac M; i M; jako
moduly nad K wida¢ ze (x;,x;) # 0 implikuje ze w rozkladzie nad K jest
wspolny czynnik, czyli istnieje niezerowy homomorfizm modutéw H nad K[G].
Homomorfizm modultéw mozemy reprezentowaé¢ macierza nad K. To ze macierz
reprezentuje homomorfizm jest réwnowazne temu ze rozwiazuje uklad rownan

pi(dg)H = Hp;(5,)

gdzie p; jest reprezentacjg odpowiadajaca M; zas g przebiega elementy grupy.
Ten uktad réwnan jest uktadem réwnan liniowych. A wiec, skoro ma niezerowe
rozwiazanie nad K to ma tez niezerowe rozwiazanie nad k. Ale niezerowe roz-
wigzanie nad k daje niezerowy homomorfizm modutéw nad k. Jako ze nad k
moduly M; i M; sa proste to z lematu Schura niezerowy homomorfizm jest izo-
morfizmem, czyli M; jest izomorficzne z M;. Czyli, jesli M; nie jest izomorficzne
z Mj to (xi, x;) = 0. O

2 Tloczyn tensorowy

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym, za§ M i N beda R-modutami. Po-
wiemy ze modul V jest iloczynem tensorowym modutéw M i N (co oznaczamy
piszac V.= M ® N) jesli zadana jest operacja dwuliniowa oznaczana przez &
z M x N w V majaca nastepujaca wlasnosé: jesli n jest operacja dwuliniows z
M x N w pewien R-modul W to istnieje dokladnie jedna operacja liniowa ¢ z
V w W taka ze

n(m,n) = (m @ n).
Zauwazmy najpierw ze z definicji wyzej wynika ze jesli produkt tensorowy ist-
nieje to jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu. Miano-
wicie, jesli V; z ®; oraz V5 z ®2 sa dwoma réznymi produktami tensorowymi
to na mocy wtasnosci definicyjnej istnieja jedyne odwzorowania liniowe ¢1 i ¢o
takie ze

m®an = ¢1(m e n)

m®1n = ¢ga(m Q2 n)

Wtedy
m Q@1 n = ¢2(¢d1(m @1 n)).



Lecz na mocy definicji istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe majace
wlasnosé wyzej czyli ¢po¢1 to identycznosé. Podobnie ¢ ¢s to identycznosé, czyli
V1 jest izomorficzne z V5.

Lemat 2.1 Produkt tensorowy istnieje.

Dowod. Niech H bedzie modutem wolnym z baza M x N. By oznacznia byly
bardziej sugestywne zamiast (m,n) bedziemy pisa¢ m ® n. W module H defi-
nujemy podmodut I jako podmodul generowany przez elementy nastepujacych
postaci:

(a1my 4+ agmo) @ n —aym; @n — agma @ n

m® (a1ng + agng) —arm @ Ny — a1m ® ng

i przyjmujemy M @ N = H/I. Operacje ® definujemy jako klase m®@n = (m,n)
w module ilorazowym H/I. Latwo sprawdzi¢ ze ® jest operacja dwuliniowa:
wydzielenie przez podmodul I zapewnia potrzebne réwnosci. Jesli W jest mo-
dulem z definicji iloczynu tensorowego zas n jest operacja dwuliniowa z M x N
w W to definujemy ¢ w ten sposob ze

¢p(m @ n) = n(m,n)

Aby ¢ byto dobrze zdefiniowane musimy sprawdzi¢ ze ¢ znika na I. Lecz to wy-
nika z dwuliniowo$ci 7. Zauwazmy ze powyzsza defincja ¢ jest wymuszona przez
defincje iloczynu tensorowego, skad wynika ze ¢ jest wyznaczone jednoznacznie.
O



