1 Wilasnosci iloczynu tensorowego

Lemat 1.1 Jesli M, N, K s¢ R-modutami to M @ N jest izomorficzne z NQ M,
(M®N)®K jest izomorficzne z MQ(NQK). Jesli M = M1®Ms i N = N1® Ny
to M @ N jest izomorficzne z (M; @ N)® (My®@ N) i« M ® N jest izomorficzne
z(M® N1)® (M ® Ny).

Dowdd. Wynika to uzywajac wlasnosé definicyjna. Np. dla (M1 Q@ N)® (My®
N) mamy operacje ®; z M; x N w M; ® N 1 jest spelniona wlasnosé¢ produktu
tensorowego dla M; x N. Pokazemy ze (M7 ® N) & (M> ® N) spelnia wlasnosé
produktu tensorowego. Operacje ® definujemy wzorem

(m1 ®ma) @n = (m1; @ n) D (M2 ®an).

Rozwazamy teraz operacje dwuliniowa n z M x N w W. Ograniczenie 1 do
M; x N daje operacje n1 z My x N w W. Podobnie ograniczenie n do My x N
daje operacje 2 z Ms x N w W. Z wtlasnosci iloczynu tensorowego dla M; @ N
istnieja ¢; takie ze
ni(m,n) = ¢i(m @; n)
dlam € M; in € N. Wtedy definujac ¢ wzorem
P(t1 D t2) = d1(t1) + pa(t2)
gdzie t; € M; ® N mamy
n(mi @ ma,n) = ni(my,n) +n2(ma,n) = ¢1(m1 ®1 1) + da2(ma @2 1)
= ¢((m1 ®11) © (M2 ®2n)) = ¢((m1 G mz) @ n)
gdzie ostatnia rownosé to definicja ® z M x N w (M1 @ N)@® (My® N). A wiec
dla (M; ® N) @ (M2 ® N) z powyzej zdefiniowanym ® spelniona jest wlasnosé

iloczynu tensorowego, czyli mamy izomorfizm z M ® N. Pozostate izomorfizmy
maja podobne dowody, wiec je pominiemy. O

Lemat 1.2 Jesli M = &, M, to M @ N jest izomorficzny z Do (M, @ N). Jesli
N =@®.N, to M ® N jest izomorficzny z ®o(M @ N,).

Dowod jest podobny do poprzedniego.

Lemat 1.3 M ® R jest izomorficzne z M. Podobnie R® M jest izomorficzne z
M.

Dowdd. Operacje ® z M x R w M definiuje wzorem m ® a = am. Niech 7
bedzie operacja dwuliniowa z M x R w W i niech ¢(m) = n(m,1). Oczywiscie
¢ jest operacja liniowa. Mam

n(m,a) =n(am,1) = ¢(am) = ¢(m ® a)

czyli jest spelniona wtasnosé iloczynu tensorowego. O



Lemat 1.4 Jesli M jest modutem wolnym z bazg {eq} zas N jest modutem
wolnym z bazq {fz} to M ® N jest modutem wolnym z bazg {eq ® fa}

Dowod: jest to bezposredni wniosek z lematow 1.2 1 1.3. (]

Whiosek: Jesli R to ciato to dim(M ® N) = dim(M) dim(N).

Przyktad: Jesli R = 7Z, zas$ p i ¢ to wzglednie pierwsze liczby catkowite do-
datnie to R/(pR) ® R/(qR) to modul zerowy. Mianowicie skoro p i ¢ sa wzgled-
nie pierwsze to istnieja liczby calkowite a i b takie ze 1 = ap + bq. Teraz dla
u®v € R/(pR) ® R/(¢qR) mamy

w® v = (ap +bg)(u® v) = ap(u ® v) + bg(u @ v)

=a(pu®v) + b(u ® qu).

Lecz pu = 0w R/(pR) i qv = 0 w R/(qR) czyli powyzszy element to 0. Jako
ze elementy postaci u ® v generuja R/(pR) ® R/(¢R) to produkt tensorowy jest
ZETOWY.

Lemat 1.5 Jesli dla + = 1,2 M;, N; s¢ R-modutami, zas ¢; : M; — N; sq
homomorfizmami to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : (M7 @ My) —
(N1 ® Na) taki ze

d(m1 ® ma) = ¢1(m1) @ da(ma)

Dowod: ¢1(m1) @ d2(ms2) jest odwzorowaniem dwuliniowym z M; x My w
N1 ® Ny a wiec ¢ istnieje i jest jednoznaczne z wlasnosci definicyjnej iloczynu
tensorowego M ® Ms. O

W dalszym ciagu odwzorowanie ¢ wyzej bedziemy oznaczaé przez ¢ ® ¢o.

Lemat 1.6 Jesli dla ¢ = 1,2 M;, N;,V; sq¢ R-modutami, za$ ¢; : M; — N; 4
¥; : N; — V; sq homomorfizmami to

(Y1 ® Y2) (91 ® d2) = (Y11) ® (Y2ib2)

Dowdd: Bezposrednie sprawdzenie z wlasnosci definicyjnej. O

Lemat 1.7 Jesli M;, N; wyzej sq skoniczenie wymiarowymsi przestrzeniamsi wek-
torowymi nad ciatem k i M; = N; to

Tr(¢1 ® ¢2) = Tr(¢1)Tr(¢2)



Dowod. Niech {e;} bedzie baza M, {f;} baza M, zas {ej} i {f;} beda
bazami dualnymi. Wtedy {e} ® f/} jest baza M{ ® M3 dualna do {e; ® f;}.
Mamy

Tr(dr @ ¢2) = > (1 @ ¢2) (e ® fy), €5 @ f7) = D _((d1(er) ® da(fr), €] @ f7)

] ,J

= Z<¢1(€¢),€?><¢2(fj)vf;> = <Z<¢1(61),62‘>> Z(%(fj)aff)

2% ( J

= Tr(¢1)Tr(¢2).

2 Produkt tensorowy reprezentacji

Jesl R i S sa algebrami nad k to na R®y, S (gdzie ®j oznacza ze produkt tenso-
rowy liczymy biorac k jako pierscienn) mozna wprowadzié strukture pierscienia
wzorem

(r1 @k 51)(r2 @) 82) = (1172) @, (5152)

Wtasnosé produktu tensorowego pozwala pokazaé ze tak okreslone mnozenie
jednoznacznie rozszerza si¢ na R ®j S i spelnia aksjomaty mnozenia w pierscie-
niu.

Lemat 2.1 Jesli G i H sq grupami to k[G)®yk[H] jest izomorficzne z k|G x H].

Dowdéd: Elementy 04, g € G daja baze k[G], elementy d;, h € H daja baze
k[H], za$ elementy dg5, g € G,h € H daja baze w k[G x H]. Na mocy wcze-
$niejszego lematu 64 ® d;, daje baze k|G| ®y k[H]. A wiec przyporzadkowanie

6_1] & 6h — 6gh

daje izomorfizm k[G] ®; k[H] z k|G x H] jako przestrzeni liniowych. Trzeba
sprawdzi¢ ze zachowuje sie mnozenie. Lecz

(691 ® 6h1)(592 ® 6h2) = 69192 ® 6h1h2

iw G x H mamy (g1h1)(g2h2) = (g192)(h1h2) czyli faktycznie mnozenie jest
zachowane. (]

Jesli M jest R-modutem za$ N jest S-modulem to na M ®; N mamy natu-
ralna strukture R ®; S-modutu:

(r@s)(m®n)=1rm® sn.



Lemat 2.2 Niech ciato k bedzie algebraicznie domkniete, R bedzie skonczenie
wymiarowq algebrg nad k zas M prostym R-modutem. Jesli V' jest niezerowym
podmodutem w M & M to albo V.= M & M albo V = {0} @ M albo istnieje
a € k takie ze V to zbior elementow postaci v & av gdzie v € M.

Dowod: Rozwazmy rzut z V' na pierwszy skladnik sumy prostej. Jako ze M
jest modutem prostym to obraz to modul zerowy albo cate M. Jesli obraz to
modul zerowy to V jest zawarte w {0} ® M ktore jest izomorfczne z M. Czyli V
jako niezerowy podmodul modutu prostego {0} @® M jest rowne {0} & M. A wiec
pozostaje rozpatrzeé przypadek gdy obraz V przez rzut na pierwszy sktadnik
sumy to M, czyli dla kazdego v; € M istnieje vo € M takie ze v1 B vy € V.
Przy ustalonym v; @ ve € V elementy w € M takie ze vq & (w+wvy) € V tworza
podmodul H w M. Zauwazmy ze H nie zalezy od v1, bo w € H wtedy i tylko
wtedy gdy 0@ w € V. Jesli H to cale M to V = M @ M. A wiec pozostaje
rozpatrzeé przypadek gdy H to modul zerowy. Wtedy V jest wykresem odwzo-
rowania liniowego z M w M. Na mocy lematu Schura takie odwzorowanie to
mnozenie przez element a € k (to jest jedyne miejsce gdzie w tym lemacie uzy-
wamy skonczono$é wymiaru M i algebraiczna domknietosé k). Czyli elementy
V' sa postaci v @ av. O

Lemat 2.3 Jesli k jest algebraicznie domkniete, M jest prostym R-modutem
ktory ma skoriczony wymiar nad k zas N jest prostym S-modutem to M @ N
jest prostym R ®j S-modutem.

Dowdd: Niech V bedzie podmodutem M ® N. Ustalmy baze { f, } przestrzeni
N nad k. Wtedy V zawiera element v postaci

Zma®foz

Jesli wszystkie m,, sa proporcjonalne nad k tzn. jesli istnieje m i a, takie ze
My = aoMm to moge napisac

V=D Ma®fa=Y am®fa=) mOacfo=men

gdzie n = > aqfo. Jako ze M i N s modutami prostymi to podmodul nad
R generowany przez m to cale M, podmodul nad S generowany przez n to
cale N czyli podmodul nad R ®; S generowany przez m ® n to cale M ®; N.
Jedli istnieja o i 5 takie ze mq, i mg nie sa proporcjonalne nad k£ to na mocy
poprzedniego lematu podmodul nad R generowany przez mq, ® mg to M & M
i w szczegolnosci zawiera element postaci 0 @ m. Wtedy biorac odpowiednig
kombinacje liniowa v dostane niezerowy element z mniejsza iloscia sktadnikdéw
w sumie. A wiec indukcyjnie dostane w V' element postaci m ® n. (]



Jesli G jest grupa zas M i N sa k[G] modutami to na M ®; N (gdzie
®yp oznacza ze produkt tensorowy liczymy biorgc k jako pierScieri) mozna w
naturalny sposob wprowadzié strukture k[G] modutu. Mianowicie niech A(g)
oznacza operator mnozenia przez §, w M zas 1(g) oznacza operator mnozenia
przez 64 w N. Wtedy przyporzadkowanie

g — Ag) ®@n(g)

zadaje reprezentacje G na M ®j N, czyli zadaje strukture k[G]-modutu.

Lemat 2.4 Jesli dlai= 1,2 \; sq reprezentacjami G nad k zas x; s¢ odpowied-
nimi charakterami to x(g) = x1(g9)x2(g) jest charakterem dla Ay ® Ay. Podobnie
x(9) = x1(g) + x2(g) jest charakterem dla Ay ® As.

Dowéd. Mamy

x(9) = Tr(A1 @ Xa2(g)) = Tr(A1(g))Tr(A2(9)) = x1(9)x2(9)

Dla sumy jest podobnie. O

Z lematu wynika ze charaktery tworza polpierscien. Niekiedy wygodnie jest
rozszerzy¢ ten potpierscien do pierécienia, tzn. rozpatrzeé modut nad Z genero-
wany przez charaktery modutéw prostych z naturalnym mnozeniem.

Produkt tensorowy reprezentacji czesto jest rozkladalny. W szczegolnosci w
M ® M podmodul generowany przez elementy postaci v ® v (oznaczany przez
S%(M)) jest niezmienniczy na dziatanie G. Podobnie (M ® M)/S?(M) (ozna-
czane przez A%(M)) jest izomorficzne z podmodutem (M @ M).

Bez dowodu podamy

Lemat 2.5 Jesli x jest charakterem M, n jest charakterem S*(M) zas ¢ jest
charakterem A%(M) to

n(g) = (x(9)* + x(g°))/2



