1 Reprezentacje indukowane

Podamy teraz bardziej konkretna konstrukcje reprezentacji indukowanej w przy-
padku gdy podgrupa S grupy G jest skoriczona. Niech M bedzie k[S] modutem
czyli reprezentacja S. Niech H bedzie przestrzenia funkcji na G o wartosciach
w M takich ze przyjmuja tylko skonczenie wiele niezerowych wartosci zas V'
bedzie podprzestrzeniag H funkcji spelniajacych warunek

v(gs™) = dsv(g)

gdzie mnozenie przez J, to dziatanie reprezentacji. Mozna sprawdzié¢ ze V jest
podprzestrzenia dopelnicza do I gdzie I jest podprzestrznia H generowana przez
elementy postaci

U(gs_l) - 531}(9)'

(tu istotne jest ze S jest skonczone). Zauwazmy teraz ze H jest izomorficzne z
k[G]) ®k M zas I jest podmodulem z konstrukeji iloczynu tensorowego. Doktad-
niej, w k[G] mamy

0g0s = 0gs

co daje
(v35)(g) = v(gs™")

A wiec rzeczywiscie I to podprzestrzen z definicji iloczynu tensorowego. Te-
raz V jest izomorficzne z H/I, czyli faktycznie V' daje nam iloczyn tensorowy
K[G] ®jg) M. Podobnie jak dla I sprawdzamy ze

(64v)(h) = v(g~"h)

co daje jawnie dzialanie G w przestrzeni reprezentacji indukowanej.

Druga konstrukcja reprezentacji indukowanej pozwala pokazaé¢ ze ma ona
dodatkowa wtasnosé. Mianowicie, rozwazmy podzial G na warstwy lewostronne
wzgledem podgrupy S. Przestrzen warstw oznaczamy przez G/S. Wtedy jesli
01,09 € G/S, przy ustalonym g € G dla pewnego u € o7 mamy gu € oy to
dla dowolnego u € o1 mamy gu € gs. A wiec biorac jako V, podprzestrzen V'
sktadajaca sie z funkcji ktore sa zerem poza warstwa o mamy 0(g)V,, = V,,.
Innymi stowy G permutuje przestrzenie V,,. Ponadto

V=, V,.

Dodatkowo, warunek nalozony na V oznacza ze reprezentacja S w przestrzeni
V. jest réwnowazna z wyjSciowa reprezentacja M.

Lemat 1.1 Niech bedzie dana reprezentacja A grupy G na W, W =&, W, i G
tranzytywnie permutuje przestrzenie W,. Ustalmy pewne og i niech

S={geG:0,W,, =W,,}

Wtedy reprezentacja na W jest izomorficzna z reprezentacjq indukowang z re-
prezentacji S na W, .



Dowod. Zauwazmy ze poniewaz G tranzytywnie permutuje przestrzenie W,
to zbior ¢ mozna utozsamic ze zbiorem warstw lewostronnych G/S. Oznaczmy
przez 7 dzialanie reprezentacji indukowanej na V. Zdefininujemy odwzorowanie
liniowe ¢ z W do V. Robimy to dla kazdej podprzestrzeni W, z osobna. Niech
u € o. Bierzemy

$(z) = n(wA(u™)z
dla x € W,. Ten wzér ma sens bo \(u=1)z € W, = V.. Wida¢ ze ¢(z) € V,.
Jesli us jest innym elementem o to

(us)M((us) 1) = n(u)n(s)A(s A (u™)
Lecz na W, = V., dla s € S dzialania n i A sa réwne, czyli n(s)A\(s™!) to
identycznosé i wartosé ¢ nie zalezy od wyboru u. Jesli g € G to biorac gu jako
reprezentant go mam

d(A(g)z) = n(gu)A((gu) " A(g)z = n(g)n(w)A(u=")A(g~")A(9)z
= n(g)n(w)A(u™")z = n(g)¢(z)

czyli ¢ zadaje homomorfizm reprezentacji (operator splatajacy). Lecz z okre-
Slenia wida¢ ze ¢ na kazdym W, jest izomorfizmem przestrzeni liniowych czyli
skoro W i V sg sumami prostymi to ¢ jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.
czyli jest izomorfizmem (réwnowaznoscia) reprezentacji. O

Lemat 1.2 Jesli R jest zbiorem reprezentantéw G/S, x jest charakterem repre-
zentacyi S na M rozszerzonym przez 0 na G, zas n jest charakterem reprezentacyi

indukowanej to
-3 = i X )
reR ueG

Dowdd: Niech V' = @4, M bedzie przestrzenig reprezentacji indukowanej. Za-
uwazmy ze albo 6,0, M = 6, M albo §46,M N M = {0}. W drugim przypadku
podprzestrzen 6,.M daje zerowy wklad do sladu. W pierwszym mamy

Tr(64)ls, Tr(6,-1640,)|ar = Tr(6,-1g,) | = x(r~"gr).

Przy tym w pierwszym przypadku r—lgr € S, w drugim r~tgr ¢ S, czyli
x(r~tgr) = 0. A wiec

n(g) =Te(0) = Y Te(@lsar= >, x(r~ ZX 'gr)

rir—lgreS rir—lgres

co daje pierwsza réownos$¢. Druga wynika z pierwszej zapisujac elementy u € G
w postaci © = rs i sumujac najpierw po s:

> x(utgu) =) x(sT i grs) =Y 0> x(rlgr) =S| Zx Lgr).

O



