1 Reprezentacje indukowane

Funkcje ¢ na G nazywamy centralna jesli dla dowolnego u € G mamy ¢(g) =
é(u~tgu). Jak pokazalismy wczeséniej charaktery sa funkcjami centralnymi.

Niech S bedzie podgrupa grupy skoriczonej G. Dla funkcji centalnej ¢ na
S oznaczymy przez Ind(¢) (lub Indg(qﬁ) jesli trzeba zaznaczy¢ grupy) funkcje
zadana wzorem

Ind(¢)(g) = > x(r~ m~|a2x 'gs)

reR seG

gdzie R jest zbiorem reprezentantow dla G/S. Jako ze ¢ jest funkcja centralng
x(r~tgr) nie zalezy od wyboru reprezentanta r dla warstwy lewostronnej, czyli
Ind(¢) jest dobrze zdefiniowane. Ponadto Ind(¢) jest funkcja centralna: dla u €
G zbior {ur : r € R} jest tez zbiorem reprezentatéow dla warstw, wiec

Ind(@)(u " gu) = Y- x(r~u gur) = 37 x((ur) " g(ur)
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=Y x(r'gr) = Ind(¢)(9).
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Definiujemy réwniez operacje Res ktora jest ograniczeniem funkcji z G do S,
tzn. dla ¢ bedacego funkcja na G funkcja Res(¢) jest funkcja na S idla s € S

mamy ¢(s) = Res(¢).

Lemat 1.1 (Prawo wzajemnosci Frobeniusa) Jesli v jest funkcjq centralng na
S zas ¢ jest funkcjq centralng na G to

(¢, Res(¢)) = (Ind(v), ¢)

Oznaczny przez R(G) pierscieni z mnozeniem punktowym generowany przez
charaktery. Elementy R(G) nazywamy charakterami wirtualnymi.

Lemat 1.2 (Twierdzenia Artina) Kazdy element ¢ € R(G) jest wymierng kom-
binacjg liniowq charakterow indukowanych z podgrup cyklicznych. Doktadniej,
|G|@ jest catkowitq kombinacjg liniowq charakterow indukowanych z podgrup
cyklicznych.

Dowdd: Pokazemy to w kilku krokach.
Krok 1: Wystarczy pokazaé¢ wynik dla charakteru trywialnego. Mianowicie,
zakladajac ze

G|L = Z kilnd(x:)

mamy

Gl =|G|-1-¥=> kiInd(x;) = > _ kilnd(Res(¢)x:))



Res(v)x; jako produkt charakterow jest charakterem. Charaktery grupy cykli-
czenej mozna przedstawi¢ jako sume charakteréw jednowymiarowych, czyli

Res(v)xi = Z Lix;
J

co oznacza ze 1 jest sumg charakterow indukowanych z charakteréw podgrup
cyklicznych. A wiec wystarczy pokazacé ze |G| jest catkowitoliczbowa kombinacja
liniowa charakteréw indukowanych z charakteréw podgrup cyklicznych.

Krok 2. Niech g € G. Niech C bedzie grupe cykliczna generowang przez g.
Niech ac(u) = 1 dla u bedacych generatorem C' i ac(u) = 0 poza tym. Niech
N¢ bedzie normalizatorem C, tzn. No = {s € G : s7'Cs C C}. Dla s ¢ N¢
mamy s 1gs ¢ C czyli ac(s~lgs) = 0, zas dla s € N¢o element s~ lgs jest
generatorem C, czyli ac (s tgs) = 1. A wiec

Ind(ac)(g) Z ac(s™tgs) Z ac(s™tgs) |Nc‘
aEp> " X |

czyli dla u w sprzezonych z generatorem C' mamy

|GI|C
|Ne|

Ind(ac)(u) = |G|

za$ dla pozostatych v mamy Ind(a¢)(u) = 0. Niech U bedzie zbiorem reprezen-
tantow klas sprzezonosci podgrup cyklicznych G. Wtedy dla kazdego u € G

> 1 agac)w) =101

ceu [Nel

Mianowicie, u generuje dokladnie jedng podgrupe cykliczna i ta podgrupa jest
sprzezona z dokladnie jednym elementem U, a wiec przy ustalonym u w su-
mie wyzej dokladnie jeden sktadnik jest niezerowy. Oczywiscie |G||C|/|N¢| jest
liczba catkowita.

Krok 3. Na mocy poprzedniego kroku wystarczy pokazaé ze ac jest kom-
binacja liniowa z catkowitoliczbowymi wspotczynnikami charakteréw podgrup
(sita rzeczy cyklicznych) C. Jesli |C| =11l mozna zapisaé jako produkt | = km
z wzglednie pierwszymi k i m, to C' = C7 x Cy jest produktem grup, C; = k,
Cy = m. Mamy ac = ac¢,ac, gdzie ¢, jest rozszerzeniem ac¢; na produkt
zgodnie ze wzorem ac, (g1, 92) = ag,(g:). W podobny sposéw mozna rozszerzaé
charaktery. Indukcyjnie mozemy zaktadaé¢ ze wynik jest prawdziwy dla mniej-
szych grup cyklicznych, czyli ze zachodzi dla C;. Wtedy ac, jest kombinacja
charakteréw, rozszerzenie charakteréw do produktu oznacza ze réwniez ac, jest
kombinacja charakteréw i w koricu a¢ jako produkt jest kombinacja charakte-
TOW.

Krok 4. Teraz wystarcza rozwaza¢ C' z moca postaci pF gdzie p jest liczba
pierwsza. Elementy C' nie bedace generatorami tworza podgrupe H mocy p*~1.
A wiec a¢ jest roznica charakteru trywialnego C' i charakteru trywialnego H.



Komentarz: Powyzej wystarczy wziasé tylko maksymalne podgrupy cykliczne.
Ponadto wystarczy wziasé tylko jeden reprezentant w klasie sprzezonosci pod-
grup cyklicznych. Dla grupy SL(2, ¢) oznacza to ze wystarcza trzy albo cztery
podgrupy: podgrupa macierzy diagonalnych, podgrupa mocy ¢ + 1 sktadajaca
si¢ z macierzy diagonalizujacych si¢ nad F(¢?) i jedna lub dwie podgrupy ge-
nerowane przez elementy typu —N (jesli kazdy element F'(p) jest kwadratem
w F(q) to potrzebne sa dwie podgrupy, w przeciwnym razie wystarcza jedna).
Bezposredni rachunek pokazuje ze faktycznie wystarczy jedna podgrupa typu
—N. Przy tym dla q bedacego potega otrzymuje sie wielokrotnosci charakteréw
indukowanych z N. Jako ze charaktery odpowiednich reprezentacji nieprzywiedl-
nych nie pojawiaja si¢ w innych reprezentacjach to wida¢ ze potrzeba dzielenia
by otrzymaé¢ wszystkie charaktery. Patrzac na charaktery indukowane z pod-
grupy mocy ¢+ 1 widaé ze potrzebne jest odejmowanie by otrzymacé charaktery
nieprzywiedlne.

Lemat 1.3 Charaktery grupy S(n) permutacji zbioru n-elementowego przyj-
mujg wartosci catkowite wymierne.

Dowod: Charaktery przyjmuja wartosci bedace catkowitymi liczbami alge-
braicznymi. A wiec trzeba pokaza¢ ze wartosci sa wymierne (catkowita liczba
algebraiczna ktora jest wymierna jest liczba caltkowita). Na mocy twierdzenia
Artina wystarczy pokazaé¢ ze charaktery indukowane z podgrup cyklicznych sa
wymierne. Pokazemy to w kilku krokach.

Krok 1. Jesli g jest generatorem podgrupy cyklicznej i ma wiecej niz jeden
cykl w rozkltadzie na cykle rozlaczne mozemy uzy¢ indukcje etapami. Mianowicie
rozwazamy podgrupe S(n) ktoéra zachowuje cykle g jako zbiory. Ta podgrupa
jest produktem grup G. permutacji elementéw cyklu c. Robiac indukcje eta-
pami wida¢ ze wystarczy pokazaé¢ wynik dla G, czyli mozna zakladaé ze g jest
pojedynczym cyklem.

Krok 2. Jesli generator g jest cyklem dlugosci [ ktora mozna zapisaé jako
produkt [ = km z wzglednie pierwszymi k i m to g mozna potraktowaé jako per-
mutacja produktu zbioréw k elementowego i m elementowego, tak ze g dziala
po sktadowych jako cykl dtugosci k£ i cykl dtugosci m. Znowu robimy induk-
cje etapami, najpierw w produkcie grup permutacji zbioru k elementowego i m
elementowego, a potem do permutacji zbioru I elementowego. Indukcja w pro-
dukcie daje produkt charakteréw, wiec to sprowadza problem do cyklu ktoéry
jest potega liczby pierwszej.

Krok 3. Niech cykl g dlugosci p* gdzie p jest liczba pierwsza bedzie gene-
ratorem podgrupy cyklicznej C'. Elementy C ktore nie sa generatorami tworza
podgrupe H mocy p*~'. Jesli h € H iu""hu € C to u~'hu nie jest generatorm
C, czyli u'hu € H. Ponadto obciecie charakteru C' do H jest charakterem
H. A ze wzoru na charakter indukowany wynika ze charakter indukowany na
klasie h z H bedzie wielokrotnoscia charakteru indukowanego z C. Czyli przez



indukcje po k wystarczy pokazaé ze charakter indukowany na klasie generatora
jest wymierny.

Krok 4. Niech g bedzie generatorm podgrupy cyklicznej C mocy p* zas x be-
dzie charakterem C. v~ !gu € C oznacza ze v~ !gu jest generatorem C. Z wzoru
na charakter indukowany wynika ze charkter indukowany jest wielokrotnoscia
sumy warto$ci y na generatorach. Zauwazmy ze suma wartosci y po catym C
jest wymierna bo jesli x jest charakterem trywialnym to jest to liczba calko-
wita, jesli x jest nietrywialny jest to wielokrotnosé sumy pierwiastkow z 1 ktora
wynosi 0. Suma wartoéci x na generatorach to réznica sumy wartosci x na C
i sumy wartosci x na elementach nie bedacych generatorami. Ale elementy nie
bedace generatorami tworza podgrupe H, x obciete do H jest charakterm H,
czyli suma po H jest wymierna. O

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Méwimy ze element g € G jest p-elementem
jeslirzad g jest potega p. Mowimy ze g jest p-regularny jesli rzad p jest wzglednie
pierwszy z p.

Mowimy ze podgrupa grupy G jest p-elementarna jesli jest produktem grupy
cykliczniej rzedu wzglednie pierwszego z p i podgrupy rzedu bedacego potega p
(p-podgrupy).

Uwaga: p-podgrupa moze by¢ nieprzemienna. Jednakze z definicji produktu
grup elementy grupy cyklicznej i p-podgrupy musza komutowaé w podgrupie
p-elementarne;j.

Lemat 1.4 (Twierdzenia Brauera) Kazdy element R(G) jest kombinacjq li-
niowq z catkowitymi wspotczynnikamsi charakterow jednowymiarowych podgrup
p-elementarnych (z dowolnym p).

Uwaga: Istnieja nieprzemienne p-grupy. Takie grupy musza mieé¢ reprezen-
tacje nieprzywiedlne wymiaru wiekszego niz 1, a wiec w twierdzeniu Brau-
era trzeba uwzglednia¢ charaktery podgrup. Innymi stowy, w przeciwienstwie
do twierdzenia Artina nie mozna si¢ ograniczyc do maksymalnych podgrup p-
elementarnych.

Uwaga: W praktyce przy wyznaczaniu klas sprzezonosci elementéow réw-
niez mozna wyliczy¢ komutant (a przynajmniej jego moc). Czesto podgrupy
p-elementarne sa maltymi rozszerzeniami podgrup cyklicznych i tatwo je wyli-
czy¢. Wtedy stosowanie twierdzenia Brauera wymaga podobnego wysitku jak
twiedzenie Artina a daje mocniejszy wynik. Ale czasami p-podgrupy sa duze i
skomplikowane.

Dla grupy SL(2, q) z opisu komutantéw elementow widac ze jesli sktadnik cy-
kliczny zawiera nietrywialng klase sprzezonodci to cata podgrupa p-elementarna
bedzie albo cykliczna albo bedzie podgrupa N. Wida¢ ze wymienione podgrupy
sa p-elementarne. Dla nieparzystego ¢ moc SL(2,q) jest podzielna przez 8, a
wiec SL(2,q) zawiera nieprzemienng 2-podgrupe.

Jesli dla kazdego g € G mamy rownosé ¢ = e i m jest najmniejsza liczba
calkowitg o tej wlasnosci to m nazywamy wykladnikiem G.



Lemat 1.5 Niech m bedzie wyktadnikiem G i ciato k charakterystyki O zawiera
pierwiastek pierwotny stopnia m z 1. Dowolng reprezentacje G mozna zrealizo-
waé nad k.

Dowod. Charaktery grupy G przyjmuja wartosci w k. Jesli K jest wiekszym
cialem, W jest K[G] modulem to oznaczmy przez ¢ charakter W. Na mocy

twierdzenia Brauera
¢ = n;Ind(¢;)

gdzie ¢; sg jednowymiarowymi charakterami podgrup p-elementarnych. Modut
N; odpowiadajacy charakterowi jednowymiarowemu ¢; oczywiscie mozna zre-
alizowa¢ nad k. Oznaczmy przez Ind(V;) modut indukowanym z N;. Oczywiscie
rowniez Ind(V;) mozna zrealizowaé nad k. A wigc Ind(N;) jest sumg prostg ko-
pii k[G]-modutéw prostych M;. Niech x; bedzie charakterem M;. Istniejg liczby
calkowite k; ; takie ze

Ind(¢;) = D kjixi

Wtedy
Y= an(z kjixi) = Z(Z n;kji)Xi
J i g

Z rozkladu kanonicznego wynika ze suma |G| kopii W jest suma prosta M;,
czyli |G|v jest kombinacja liniowa x; o wspoélezynnikach bedacych nieujemnymi
liczbami catkowitymi. Lecz x; sa liniowo niezaleznie nad Q wiec przedstawie-
nie ¥ jako kombinacji liniowej y; jest jednoznaczne, wiec ¢; = Zj n;k;; sa
liczbami dodatnimi. Jako sumy liczb calkowitych sg calkowite. A wiec W jest
izomorficzne z rozszerzeniem skalaréw

®; o7 M;

czyli M mozna zrealizowaé¢ nad k. O



