1 Reprezentacje charakterystyki skonczonej

W przypadku gdy charakterystyka p ciala nie dzieli mocy grupy i ciato jest do-
statecznie duze teoria w charakterystyce p jest izomorficzna z teorig w charak-
terystyce 0. Dokladniej, niech m bedzie wyktadnikiem G, tzn. taka najmniejsza
liczba calkowita dodatnia ze dla kazdego g € G mamy g™ = e. Pokazaliémy ze
wtedy kazda reprezentacja grupy G daje sie zrealizowa¢ nad cialem K = Q(e,,)
gdzie e,, jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia m z 1. Niech A bedzie podpier-
Scieniem w K skladajacym sie z elementow catkowitych nad Z i niech m bedzie
idealem maksymalnym w A zawierajacym p. Wtedy pierscien ilorazowy A/m
jest cialem F' charakterystyki p zawierajacym pierwiastek pierwotny stopnia e,
z 1.

Niech B bedzie podpierscieniem K sktadajacym sie z elementéw ktére mozna
zapisa¢ jako utamek z mianownikiem nie nalezacym do m. Redukacja modulo
m jest dobrze zdefiniowana na B (jest to najwickszy podpierscienn K na ktérym
redukcja modulo m jest dobrze zdefiniowana). B jest tak zwanym pier§cieniem
lokalnym. Co istotniejsze B jest pierscieniem idealow glownych.

Lemat 1.1 Niech k bedzie ciatem zas R bedzie piericieniem takim ze k jest
ciatem utamkow R. Niech p bedzie reprezentacjqg grupy skoriczonej G na skori-
czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad k. Wtedy V' zawiera skoriczenie
generowalny R modut W ktory generuje V nad k.

Dowdd: Niech B bedzie baza V. B jest zbiorem skonczonym. Definiujemy S

wzoremm
S = U p(B).
geG

Jako ze G jest skoriczona to réwniez S jest zbiorem skoriczonym. Jako W bie-
rzemy podmodul V traktowanego jako R-modutl generowany przez S. Oczywi-
Scie W jest skoncznie generowalny. Jako ze W zawiera B to W generuje V nad
k. O

Bez dowodu przypomnijmy znany fakt z algebry:

Lemat 1.2 Niech R bedzie pierscieniem ideatow gtownych zas k ciatem utam-
kow R. Kazdy podmodul modutu wolnego nad R jest modutem wolnym. Jesli
W jest skoticzenie generowalnym modulem beztorsyjnym nad R (np. W jest
podmodutem przestrzeni wektorowej nad k) to W jest modutem wolnym. Jesli
W1 i Wy sq skoriczenie generowanymi podmodutami nad R przestrzeni wekto-
rowej V nad k takimi ze kW; =V to istniejg elementy a € K, b € R takie ze
abWy, C Wy C aWj.

Pierscienn A zdefiniowany wyzej zwykle nie jest pier§cieniem idealow glow-
nych. Jednakze tatwo mozna to poprawié¢ uzywajac wickszy pierscien. Niech B
bedzie podpiericieniem K skladajacym sie z elementéw ktére mozna zapisaé



jako utamek z mianownikiem nie nalezacym do m. Redukacja modulo Bm jest
dobrze zdefiniowana na B (jest to najwickszy podpierscienn K na ktorym re-
dukcja modulo m jest dobrze zdefiniowana). B jest tak zwanym pierscieniem
lokalnym. Co istotniejsze B jest pierscieniem ideatéw gléwnych. Przy tym w B
istnieje jedyny z doktadnoscia do stowarzyszenia (czyli mnozenia przez elementy
odwracalne w B) element pierwszy 7 taki ze Bm = Bm. Przy tym kazdy ele-
ment b € B mozna zapisa¢ jednoznacznie jako b = un! gdzie | > 0, | € Z, zas u
jest elementem odwracalnym w B.

Lemat 1.3 Niech M bedzie skoniczenie generowalnym K[G]| modutem gdzie G
jest grupg skoriczong zas$ p, K, B i F jest jak wyzej. Zaktadamy ze p nie dzieli
mocy G. W M wybieramy B[G]-podmodut E ktdry generuje M jako przestrzen
wektorowqg nad K. Niech E bedzie F[G]-modutem otrzymanym przez redukcje
modulo Bm. Klasa izomorfizmu E nie zalezy od wyboru E spetniajgcego warunki
wyzej.

Dowdd: Niech Fy i Fy beda dwoma réznymi wyborami dla E. Zauwazmy
najpierw ze jesli a € K za§ E1 = aFs to E; i Ey sa izomorficzne jako B[G]|
moduly wiec redukcja tez daje izomorficzne moduty. Ogoélnie na mocy lematu 1.2
istnieja a € K i b € B takie ze abE, C Es; C aF;. Bazujac na juz udowodnione;j
czesci mozna zakladaé ze a = 1, czyli bE, C Ey C Ey. Zapiszmy b = ur! gdzie
u jest odwracalne w B. Jako ze u jest odwracalny mamy bE; = ur'E, = 7' Ey,
wiec wystarcza rozwazaé przypadek gdy m'E; C Ey C E;. Najpierw rozwazmy
przypadek gdy nEy C Es C Ey. Niech T = Ey /E5. Jako ze mF C F», to B[G]-
modul 7' mozna traktowaé¢ jako F[G] modul. Mamy tez ciag dokladny F[G]
modutow:

0-al - Ey—EL—T—0

gdzie odwzorowania (strzalki) sa zadane przez inkluzje B[G] modulow. Ale
kazdy F[G] modul jest suma prosta moduléw prostych, przy tym skladniki
proste sa wyznaczone jednoznacznie. A wiec cigg doktadny wyzej prowadzi do
izomorfizméw

Im(Eg)@T%El, T@Im(Eg) %EQ,

gdzie Im(EQ) oznacza obraz Ez i konsekwentnie E1 jest izomorficzne z EQ co
daje wynik w przypadku gdy nE; C Ey C Ej.

Wynik w przypadku n!E; C E, C E; pokazemy przez indukcje ze wzgledu
na [. Pokazalismy juz wynik dla [ = 1, wiec trzeba jeszcze pokazaé¢ wynik dla
1+ 1. Czyli zaktadamy ze 7't E; C Ey C E;. Niech E3 = Ey + p'E;. Mamy
p'Ey C Es C Ei, czyli z zalozenia indukcyjnego Ej jest izomorficzne z Ej.
Mamy tez mE3 = why +7Tl+1E1. Jako ze 7Tl+1E1 C FEs tomE3 C Ey C E3. Na
mocy przypadku [ = 1 modut E, jest izomorficzny z E5. Ale Es jest izomor-
ficzny z Ey, czyli Es jest izomorficzny z ;. U

Uwaga: Wynik powyzszego lematu zachodzi dla ogoélniejszych cial K. Po
zamianie sformutowania pozostaje on prawdziwy dla dowolnych p. Dokladniej,



dla danych E; i Es istnieje F[G]-modul N taki ze Ey ® N jest izomorficzne z
E,® N.

Lemat 1.4 Niech M bedzie K[G] modutem prostym za$ K, B, G, p i E bedq
jak w poprzednim lemacie. Wtedy E jest F|G] modutem prostym.

Dowdd: Jesli M ma nad K wymiar [ to E ma wymiar [ nad F. M wystepuje
z krotnoscig | w K[G], wiec E tez wystepuje z krotnoscia [ w F[G]. Mianowicie,
uzywajac 04, z g € G jako baze B-modutu redukcja K[G] daje F[G]. Ale na
mocy lematu 1.3 inne B-moduly generujace K[G] nad K daja izomorficzng
redukecje. W szczeg6lnosci mozna roztozyé K[G] na K[G]-moduly proste i w
kazdym z modutéw prostych M; wybra¢ B[G] modul E; generujacy M; nad
K. Suma prosta kopii E; daje B[G]-modul zawarty w K[G] i generujacy K[G]
nad K. Wida¢ ze redukcja sumy prostej daje sume prosta, czyli E pojawi sie w
redukcji z krotnoscia (.

Skoro E wystepuje w F[G] z krotnoscia [ to sktadniki nieprzywiedlne E
wystepuja w F[G] z krotnoscia co najmniej [. A wiec na mocy twierdzenia Wed-
derburna dowolny niezerowy sktadnik nieprzywiedlny E musi mieé¢ wymiar co
najmniej . Jako ze E ma wymiar [ oznacza to ze E jest modulem prostym. O]

Lemat 1.5 Redukcja modulo m zadaje wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé
miedzy charakterami reprezentacji nieprzywiedinych G nad K i charakterami
reprezentacji nieprzywiedinych G nad F.

Dowod: Liczac $lad w bazie odpowiedniego modutu widaé¢ ze redukcja cha-
rakteru jest charakterem redukcji modutu. Czyli wynik jest prostym wnioskiem
z Lematu 1.4 O

2 Dodatek, kétko o grupach krystalograficznych

Idealny krysztat to periodyczna kolekcja atomoéw. Interesuja nas symetrie krysz-
tatu. Fizycznie najwazniejsze sa krysztaly w przestrzeni trojwymiarowej. Mate-
matycznie mozemy rozwazaé¢ dowolne R™ jako przestrzen. Z definicji symetriami
sg przesuniecia o okresy co daje Z™ jako podgrupe grupy symetrii G. Jest to
podgrupa normalna. Iloraz H grupy G przez Z" jest grupa skoiiczona. Dzia-
tanie G na Z™ przez automorfizmy wewnetrzne daje reprezentacje H na Z".
Przy tym jest to reprezentacja wierna, bo przeksztalcenie afiniczne komutujace
z przesunieciami jest samo przesunieciem.

Pierwszym krokiem do wyznaczenia mozliwych grup symetrii jest wyznacze-
nie grup skonczonych ktére maja wierna reprezentacje na Z".

Tradycyjne podejscie dla R? wygladato nastepujaco:

e wyznaczenie grup majacych reprezentacje na R?



e sprawdzenie ktére z nich maja reprezentacje na Z3
e wyznaczenie klas réwnowaznosci reprezentacji na Z3

Znajac reprezentacje pozostawalo wyznaczy¢ mozliwe struktury G, co we
wspotczesym jezyku sprowadza sie do policzenia odpowiednich grup homologii
H.

Wyniki tej analizy sa do$¢ dtugie i dostepne w ksiazkach, nie bedziemy ich
tu powtarzac.

Jest prosta sztuczka ktora pozwala uzyskaé istotna informacje o grupie H.
Mianowicie H zachowuje 2Z" co prowadzi do reprezentacji H nad Zs (mozna tez
wzia$¢ inna liczbe pierwsza). Jadro tego homomorfizmu jest grupa rozwiazalng.
Dla n = 3 obraz to podgrupa grupy SL(3,2). Grupa SL(3,2) jest grupa prosta
— mozna pokazaé ze jest izomorficzna z ilorazem grupy SL(2,7) przez centrum.
Jednak obraz H musi by¢ wlasciwa podgrupa SL(3,2) ktora jest rozwiazalna.
Taki argument pozwala to pokazaé ze dla Z3 cate H jest rozwigzalne.



