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1 Wprowadzenie

Grupy pojawily sie w matematyce jako symetrie réznych obiektéw. Od po-
czatku prowadzito to do badania dziatania grup na réznych strukturach ma-
tematycznych. My bedziemy si¢ zajmowaé dzialaniami liniowymi, tzn. gdy ele-
menty grupy dziataja jako odwzorowania liniowe na przestrzeni wektorowej nad
cialem czy ogoélniej na modultach. W pierwszej czesci bedziemy sie zajmowaé
glownie grupami skoniczonymi i ich dzialaniem na przestrzeniach wektorowych
nad cialem. Wyniki przyjmuja najprostsza postaé¢ na cialem liczb zespolonych
czy ogolniej nad cialem algebraicznie domknietym charakterystyki 0. Ale teo-
rie latwo mozna uog6lni¢ na znacznie wieksza klase cial. Pierwsza czesé uzywa
metody czysto algebraiczne.

W drugiej czedci bedziemy sie zajmowaé¢ grupami nieskonczonymi. Tutaj
ograniczymy sie gltownie do reprezentacji unitarnych (w przeciwnym wypadku
teoria bylby zbyt skomplikowana). Tu beda potrzebne przestrzenie Hilberta i
operatory na przestrzeniach Hilberta, w szczegdlnosci przestrzeni L2.

2 Podstawowe definicje

2.1 Definicja reprezentacji

Niech R bedzie pierécieniem przemiennym z jedynka zas V modulem nad R.
Przez GL(V) oznaczymy grupe odwracalnych endomorfizméw V.

Definicja. Reprezentacja grupy G na V nazywamy homomorfizm p : G —
GL(V)

Komentarz. Na wstepnych wyktadach czesto rozwaza sie tylko przypadek gdy
pierscient R to cialo liczb zespolonych. Ale ogdlniejsza teoria nie jest trudniejsza
(mozna argumentowaé ze jest tatwiejsza bo pozbywamy sie zbednych zatozerl),
a pozwala pokazaé zjawiska ktore sie nie pojawia dla cialta liczb zespolonych i
stosuje sie do wiekszej liczby problemoéw.

Przyklady.

1. Niech R = R bedzie cialem liczb rzeczywistych, G bedzie grupa izome-
trii plaszczyzny przeprowadzajacych zbior A = {(1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1)}
na siebie. Latwo zauwazy¢ ze taka izometria musi przeprowadzaé srednia A na
siebie. Ale $rednia A to (0,0), czyli takie izometrie zachowuja poczatek uktadu
wspotrzednych. Stad wynika ze G jest podzbiorem GL(R?). A wiec odwzorowa-
nie wlozenia z G w GL(R?) daje nam reprezentacje G na V = R2.

2. Ogolniej, izometrie ustalonej figury geometrycznej tworza grupe (zwykle
skoriczona). Izometrie V' = R™ mozna zapisaé¢ jako sume elementu GL(V') i prze-



suniecia. Zapominajac o przesunieciu dostaniemy homomorfizm z G w GL(V),
czyli reprezentacje na V.

3. Niech R i G beda dowolne. Jako V przyjmujemy przestrzenn wszystkich
funkcji na G o wartosciach w R. V ma naturalng strukture modulu nad G:
dodawanie wykonujemy dodajac wartosci w punktach. Podobnie mnozenie przez
element z R wykonujemy mnozac wartosci w punktach. Dla ustalonego g € G
definiujemy odwzorowanie p(g) : V. — V wzorem:

(p(9)f)(x) = f(g " a).

Latwo zauwazy¢ ze p(g) jest dobrze zdefiniowane, tzn. dla f € V wzor definiuje
element V. Ponadto to odwzorowanie spetnia p(g)(f1 + f2) = p(9)f1 + p(9)f2 i
dlar € Rmamy p(g)(rf) = rp(g)f, czyli p(g) jest endomorfizmem V. Nastepnie
dla g1, g2 € G mamy

p(91)(p(92) £)(x) = (p(g2) f) (91 ') = (95 91 ')
= f((9192)""z) = (p(g192) f) ().

A wiec p(g1)p(g2) = p(g192) czyli p daje homomorfizm z G w endomorfizmy
G. Latwo zauwazy¢ ze jedynka grupy G przechodzi na endomorfizm identycz-
noéciowy V. A wiec p(g~1) jest odwrotnoscia p(g), czyli p przyjmuje wartosci
w GL(V), czyli daje reprezentacje G na V.

4) Jesli dla kazdego elementu G wartosé p(g) zdefiniujemy jako identycz-
no$¢ na V to otrzymamy reprezentacje G na V. Ta reprezentacje nazywamy
reprezentacja trywialng.

Jesli mamy zadane reprezentacje p;, i = 1,2 grupy G na modutach V;,i = 1,2
to mozemy utworzy¢ sume prosta V = Vi @ V; i zdefiniowaé reprezentacje p na
V wzorem

p(g)(v1,v2) = (p1(g)v1, p2(g)ve)-

Ta reprezentacje nazywamy suma prosta p; i p2 1 oznaczamy przez p; & ps.
Jesli W jest podmodutem V' niezmienniczym na dzialanie wszystkich p(g),
to mozemy zdefiniowaé reprezentacje n grupy G na W wzorem

gdzie |y oznacza obciecie operatora do W. Mowimy zZe reprezentacja 7 jest
podreprezentacja p.

Przyktad.

5) Niech V bedzie modutem z przyktadu 3. Jako W przyjmiemy zbior funkcji
ktore sa rézne od zera tylko w skonczenie wielu punktach. Latwo zauwazyé ze
W jest podmodutem V' i ze W jest niezmienniczy na dzialanie G. Obciecie p do
W daje nam reprezentacje A ktora nazywamy reprezentacjq reqularng G.

Jesli mamy zadane reprezentacje p;, ¢ = 1, 2 grupy G na modulach V;, i = 1,2
izomorfizm h : V3 — V5 speliajacy

h(p1(g)) = p2(h(g))



to mowimy ze Vp jest réwnowazne V,. Czesto nie ma potrzeby rozrézniania
réwnowaznych reprezentacji.

Powiemy ze reprezentacja jest wierna jesli jedyny element G ktory przechodzi
na operator identycznosciowy to jedynka G.

Mozna by w podobny sposéb definiowaé¢ wiecej pojec, ale dalej bedziemy
uzywaé nieco ogélniejszej terminologii modutow.

2.2 Pierscien grupowy

Modut W z przyktadu 5 ma bogatsze wlasnosci: ma naturalng strukture pier-
§cienia. Mianowicie niech d, bedzie funkcje na G ktéra przyjmuje w punkcie g
warto$¢ 1 a w pozostatych punktach wartos¢ 0. Wtedy definiujemy

691 692 = 6{7192 .

Latwo zauwazy¢ W jest modutem wolnym z baza {d, : g € G}:

f(x) =" f(9)dy(x)

gdzie suma jest skoriczona bo tylko dla skonczenie wielu g mamy f(g) # 0. To
pozwala zdefiniowaé¢ mnozenie rozszerzajac podany wyzej wzoér dla d,. Miano-
wicie, niech

fl = Zag(sga
g

f2 = théh-
h

Wtedy produkt fi fo definiujemy wzorem

fife= Zagbh5gh = Z Z agbn | s
gh

s gh=s

to znaczy linowo rozszerzamy mnozenie z bazy na cate W. Mamy

Z agbh = Zagbg—ls,
g

gh=s

czyli wzoér na mnozenie mozna zapisa¢ w postaci

fifa = Z (Z agbg—ls> Js.

Dla fi1 = 64 daje to
5gf2 = Zbgflsésa



czyli
(0gf2)(x) = bg-15
Ale by, = fo(h) czyli mamy

(0gf2)(x) = falg™'z) = (p(g) f2)(2).

Czyli p(g) to operator mnozenia przez d,.
Jako ze mnozenie wprowadziliSmy jako liniowe rozszerzenie mnozenia z bazy
W to tatwo sprawdzié¢ ze jest on rozdzielne wzgledem dodawania:

Nilfe+ f3) = fife + i fs,
(fi+ f2)fs = fifs + fafs.

Ponadto mnozenie jest taczne:

J1i(fafs) = (frf2) f5.

Widag¢ tez ze 0. gdzie e jest elementem neutralnym w G jest jedynka dla naszego
mnozenia:

Ocf = foe = [.

A wiec modul W z mnozeniem wprowadzonym wyzej mnozeniem faktycznie jest
pierécieniem. Nazywamy go pierscieniem grupowym G i oznaczamy przez R[G].

Definicja. Niech R bedzie pierscieniem (niekoniecznie przemiennym) zas M
jest grupa abelowa. Mowimy ze M jest (lewym) modutem nad R jesli zadane
jest mnozenie elementéw m € M przez elementy r € R spelniajace nastepujace
warunki:

ri(ram) = (rir2)m,
(r1+ro)m = rim+ ram,

r(my +ma) = rmy + rmo,

Jesli R jest pierécieniem z jedynka to dodatkowo zadamy by 1m = m.

Zauwazmy ze jesli pierécienn Ry jest podpierscieniem pierécienia Ro to modut
M nad R, mozna potraktowaé¢ jako modul nad R, po prostu mnozac tylko
przez elementy z R;. Nieco ogdlniej majac homomorfizm h z Ry w Ry mozna
zdefiniowaé¢ mnozenie przez elementy r € Ry wzorem

rm = h(r)m

Zauwazmy ze kazda grupe abelowa mozna potraktowaé jako modul na licz-
bami catkowitymi Z definiujgc mnozenie przez liczbe catkowita dodatnia za
pomoca dodawania, za$ mnozenie przez —1 jako branie elementu odwrotnego.
Z drugiej strony, dla dowolnego pierécienia z jedynka R istnieje doktadnie jeden
homomorfizm z Z w R co na modutach nad R daje strukture modutu nad Z.
Latwo sprawdzi¢ ze mnozenie przez elementy Z otrzymane w ten sposéb jest
identyczne z mnozeniem pochodzacym ze struktury grupy abelowe;.



Uwaga. Niech M bedzie grupa abelows i dla r z pierScienia R sa zadane
odwzorowania p(r) ktore sa endomorfizmami M i speliaja rownosci

p(r1)p(ra)m = p(rire)m,
p(ri)m + p(ra)m = p(ry +ro)m

Wtedy wzor rm = p(r)m zadaje ma M strukture modutu nad R. Odwrotnie,
jesli M jest modulem nad R za$ p jest zadane wzorem p(r)m = rm, to p spelnia
wzory wyzej (czyli jest homomorfizmem z R w endomorfizmy M). Poréwnujac
to z definicja reprezentacji grupy mozna by mowié¢ o reprezentacji pierscienia.

Uwaga. Analogicznie do lewego modutu mozna by zdefiniowa¢ prawy modul,
piszac w definicji elementy R z prawej strony. Dla pierscieni przemiennych daje
to niewiele nowego, ale jesli R nie jest przemienny to réznica moze by¢ istotna.

Definicja. Jesli M;, i = 1,2 sa modutami nad R i h jest odwzorowaniem z
My w My to méwimy ze h jest homomorfizmem jesli h jest homomorfizmem M,
w M, traktowanymi jako grupy abelowe i dla kazdego m € M, i kazdego r € R
zachodzi rownosé h(rm) = rh(m).

Jesli M7 = My i h jest homomorfizm z My w Ms to moéwimy ze h jest
endomorfizmem. Jedli h jest homomorfizm i ma odwrotnosé ktora tez jest ho-
momorfizmem to méwimy ze h jest izomorfizmem.

Lemat 2.1 Niech V bedzie lewym modutem nad pierscieniem grupowym R[G].
wtedy wzor

plg)m = dgm

zadaje reprezentacje na 'V traktowanym jako modut nad R.

Odwrotnie, jesli dany jest modut V nad R i reprezentacja p grupy G na V,
to na V. mozna wprowadzi¢ doktadnie jedng strukture R[G] modulu takq ze p
jest dane wzorem wyzej.

Dowdd: Na mocy definicji modutu p(g) przeprowadza sumy na sumy, czyli
jest endomorfizmem grupy abelowej. R jest podpierscieniem R[G] i dla r € R
mamy d,rm = 1réym, a wiec p(g) jest endomorfizmem V traktowanego jako

modut nad R.
Mnozenie w R[G] jest laczne, wiec mamy

p(g1)(p(g2)m) = 64, (8g,m) = (84,69,)M = 64,9, = p(g192)M0

czyli p jest homomorfizmem z G w endomorfizmy V' traktowanego jako modul

nad R. 0. jest jedynka w R[G], wiec zgodnie z naszg definicja J. przechodzi

na operator identycznosciowy I na V. Wzor p(g~1)p(g) = I oznacza ze p(g) €

GL(V), a wiec p jest reprezentacja G na V traktowanym jak modul nad R.
Gdy mamy zadang reprezentacje p grupy G na V to dla

fi= Zag‘sg
g



piszemy

(1) fim =" agp(g)m.

Dla

fo=">budn
h

mamy

fi(fam) =" agp(g) (Z bhp(h)m> =Y ag Y buplg)p(h)m =
g h g h

D agd baplghym =Y | > | pls)m = (fif2)m
g h

s gh=s

gdzie piewsza réwnosé to uzycie , druga zachodzi bo p(h) jest endomorfizmem
modutu, trzecia wynika z tego ze p jest reprezentacja, czwarta to pogrupowanie
wyrazow sumy, piata uzywa wzor na mnozenie w R[G] i (I). Rownos¢ (f1 +
fo)m = fim + fom tatwo wynika z przez rozpisanie obu stron uzywajac (|1).
Rownosé fi(my + ma) = fimy + fimg wynika z tego ze dla kazdego g € G
odwzorowanie p(g) spelnia p(g)(mi +m2) = p(g)m1 + p(g)ma. A wiec wzor
faktycznie zadaje na V strukture modulu nad R[G]. Wida¢ tez ze

plg)m = dgm

czyli wzor z pierwszej czeSci lematu daje nam z powrotem reprezentacje p. [

Kazdy pierécien mozna potraktowaé jako lewy modul nad samym soba, po
prostu liczac rm za pomoca mnozenia w pierscieniu. Traktujac R[G] jako lewy
modul nad soba otrzymujemy modul odpowiadajacy reprezentacji regularnej,
tzn. reprezentacji z przykltadu 5.

Definicja. Niech M bedzie modulem nad R. Podgrupe abelowa N C M
nazywamy podmodutem jesli jest zamknieta na mnozenie przez elementy R.

Uwaga. Dla reprezentacji pokrywa sie to z pojeciem podreprezentacji.

Przyklad. Modut V nad R z przykladu 3 ma podmodut W = R|[G]. Na
mocy lematu V mozna potraktowaé jako modut nad R[G]. Oczywiscie W jest
zamkniety na mnozenie przez elementy R[G], wiec jest podmodutem nad R[G].

Definicja. Méwimy ze modut M nad R jest prosty jesli nie ma nietrywial-
nych podmoduléw, tzn. jedyne jego podmoduly to M i modul zerowy ({0}).

Uwaga. Dla reprezentacji odpowiada to pojeciu reprezentacji nieprzywiedl-
nej.

Szukanie podmodutéow R[G] jest rownowaznie szukaniu podmoduléow nad R
ktore sa niezmiennicze na dzialanie G. Jesdli R jest cialem jest to réwnowazne



szukaniu podprzestrzeni niezmienniczych. Popatrzmy teraz doktadniej na przy-
ktad 1. Twierdzimy ze grupa z tego przykladu nie ma jednowymiarowych pod-
przestrzeni niezmienniczych. Grupa G zawiera odwzorowanie ¢ zadane wzorem
o((x,y)) = (—z,y) (tzn. odbicie wzgledem osi y). ¢ ma doktadnie dwie pod-
przestrzenie niezmiennicze: A = {(0,y) : y € R} i B = {(y,0) : y € R}. Ale
G zawiera rowniez odwzorowanie 1 zadane wzorem ¢((z,y)) = (y,z). Widaé
ze ani A ani B nie jest zachowane przez 1, wiec nie ma podprzestrzeni jed-
nowymiarowych zachowywanych przez cate G. Podprzestrzei dwuwymiarowa
jest jedna, jest to cale V = R2. Podprzestrzeni zerowymiarowa to podprzestrzeii
sktadajaca sie tylko z wektora zerowego. A wiec V jako modul nad R[G] jest
modutem prostym.

To czy dziatanie grupy prowadzi do modutu prostego zalezy od pierscienia R.
Rozwazmy grupe obrotéw plaszczyzny R2. Widaé ze nie ma jednowymiarowych
podprzestrzeni niezmienniczych, kazda prosta przechodzaca przez (0,0) mozna
troche obrocié¢ dostajac inng prostg. A wiec jak przed chwila odpowiedni modut
nad R[G] jest prosty. Jednakze, pracujac nad cialem liczb zespolonych obroty
to odwzorowania zadane macierzami postaci

cos(t) —sin(t)
sin(t)  cos(t)

i mozna je traktowaé jako odwzorowania C2. Wtedy (1,i) jest wektorem wta-
snym wszystkich odwzorowan wyzej (z wartoscia wlasna exp(—it)), a wiec roz-
pina jednowymiarows podprzestrzen niezmiennicza. Czyli nad liczbami zespo-
lonymi odpowiedni modut nie jest prosty.

Przyklad. Niech G = Z z dodawaniem. G jest generowane przez pojedyn-
czy element, tzn. przez 1. Rozwazmy reprezentacje p grupy G na module V' nad
pierscieniem R. Niech A = p(1). Reprezentacja jest jednoznacznie wyznaczona
przez A i podmoduly niezmiennicze dla G to doktadnie podmoduty niezmienni-
cze dla A. Z drugiej strony, jesli A jest odwracalnym endomorfizmem V' to wzor
p(1) = A jednoznacznie zadaje reprezentacje. A wiec badanie podmodutow dla
RG] jest rownowazne badaniu podmoduléw niezmienniczych dla odwracalnego
A. W pelnej ogolnosci jest to trudne zadanie. Jesli R jest cialem algebraicznie
domknietym za§ V jest skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa nad R to
twierdzenie o rozkladzie Jordana daje dokladny opis moduléow nad R[G]: mo-
duly proste to przestrzenie wymiaru 1, klatki Jordana daja moduty ktoére nie sa
proste, ale nie daje sie ich roztozy¢é na sume prosta, caly modut jest suma prosta
klatek. Ogolnej, gdy R jest cialem zas V jest skoniczenie wymiarows przestrzenia
wektorowa nad V' moduty proste odpowiadaja algebraicznym rozszerzeniom R
generowanym przez pojedynczy element (rownowaznie generowanym przez zero
wielomianu nieprzywiedlnego), zamiast klatek Jordana rozpatruje sie moduly
cykliczne a caly modul rozpada sie na sume prosta modutéw cyklicznych.

Uwaga. Jest to przyktad pokazujacy mozliwe komplikacje dla stosunkowo
prostej grupy. W dalszym ciagu bedziemy przyjmowaé zatozenia ktore pozwola
nam ograniczy¢ sie¢ do sumy prostej modutéw prostych lub tak zwanej catki
prostej (dla grup ciagtych).



Podam jeszcze maty stowniczek miedzy terminologia modutéw a reprezen-

tacji:
Reprezentacje Moduty
reprezentacja modut
podreprezentacja podmodut
suma prosta suma prosta
reprezentacja nieprzywiedlna | modut prosty
operator splatajacy homomorfizm
rownowaznosé izomorfizm
reprezentacja regularna R[G] jako modul nad soba
reprezentacja trywialna R jako modul nad R[G]

3 Twierdzenie Maschkego

Lemat 3.1 Niech G bedzie grupg skoriczong mocy n, V przestrzenig wekto-
rowg nad ciatem K charakterystyki nie dzielgcej n za$ p reprezentacje G na
V. Jesli W jest podprzestrzenig niezmienniczg dla p to istnieje podprzestrzen U
niezmiennicza dla p taka ze U +W =V, UNW = {0}.

Uwaga: Oznacza to ze p jest rownowazne sumie prostej reprezentacji dzialaja-
cychnaUiW.

Dowdd: Zauwazmy najpierw ze istnieje operator liniowy P z V w W spel-
niajacy P(z) = z dla € W. Mianowicie, mozemy wybrac¢ baze B przestrzeni
V' w ten spos6b ze najpierw wybieramy baze A przestrzeni W a nastepnie uzu-
petniamy ja do bazy V. Czyli A C B. Dowolny element v € V' mozna zapisa¢ w

postaci
v = Z cpb.
beB

Operator P definiujemy wzorem
Pw) = Z cpb.
beA
Oczywiscie dla v € W mamy P(v) = v, bo ¢, =0 dla b ¢ A. Z definicji P jest

operatorem liniowym. Teraz definiujemy operator ) wzorem

Q= % > p(g)Pp(g™").

geG
Mamy
p0Q =23 p(hp@)Pplg™) = = 3 plhg) Pp((hg))p(h)
geG geG
= " plo)Polg™ )olh) = Qolh)
geG



gdzie przedostatnia réwnosé zachodzi bo hg przebiega przez wszystkie elementy
G. Teraz niech U bedzie jadrem @, tzn. U = {v € V : Q(v) = 0}. Jesli v € U to

Qp(g)v = p(g9)Qv =0,

czyli p(g)v € U. A wiec U jest niezmiennicze na dziatanie v. Jako ze Q(v) = v
dlave W toUNV ={0}. Jako ze Qu € W to QQv = Qu, czyli

Qv —Qu) = Qv —QQv=Quv—Qu=0

czyliv—Qu € U. A wiec bioracw =Quv e Wiu=v—w €U mamy v = u+w
co pokazuje ze V. =U + W. O

4 Lemat Schura, wersja algebraiczna

Lemat 4.1 Jesli M i N sq modutami, zas ¢ jest niezerowym homomorfizmem
zM w N to

e jesli M jest prosty to ¢ jest réznowartosciowy
e jesli N jest prosty to ¢ jest na
e jesli M i N sq proste to ¢ jest izomorfizmem

Dowdd: Jadro ker(¢) jest podmodutem M, jesli M jest prosty to ker(¢) = {0}
lub ker(¢) = M. W drugim przypadku ¢ bylby zerowy, co jest wykluczone z za-
tozenia. A wiec gdy M jest prosty to ker(¢) = {0} czyli ¢ jest roznowartosciowy.
Podobnie, obraz ¢(M) jest podmodutem N i jesli N jest prosty to musimy mieé
o(M)=N. O

Lemat 4.2 Algebra endomorfizméw R-modutu prostego jest algebrq z dziele-
niem. Jesli R jest skoriczenie wymiarowq algebrq nad ciatem algebraicznie do-
mknietym K to kazdy endomorfizm modutu prostego jest operatorem mmnozenia
przez element K.

Dowdd: Na mocy poprzedniego lematu niezerowe endomorfizmy sa odwra-
calne, co daje pierwsza czes¢. Dla dowodu drugiej czesci zauwazmy ze wtedy
modut prosty M jest skoiiczenie wymiarows przestrzenia wektorowa nad cialem
K. Endomorfizm ¢ mozemy przedstawi¢ przy pomocy macierzy. Wiadomo ze
nad cialem algebraicznie domknietym macierz ma wartosé wtasng A i odpowia-
dajacy jej wektor wtasny v, tzn.

oV = v
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czyli
(p—Nv=0

Jako ze M jest modulem prostym oznacza to ze (¢ — \)w = 0 dla dowolnego
we M. (]

Lemat 4.3 Jesli R jest skoriczenie wymiarowq algebrg przemienng nad ciatem
algebraicznie domknietym K to kazdy R-modut M prosty jest przestrzeniq jed-
nowymiarowq nad K zas R dziata na M za pomocg mnozenia przez element
K.

Dowdd: Jako ze R jest przemienny, to elementy R dziataja za pomoca mnoze-
nia przez element K. A wiec podprzestrzenie jednowymiarowe sg niezmiennicze
na dziatanie R, czyli M jest jednowymiarowy. O

Uwaga. Jesli G jest skorniczona grupa abelowa to na mocy lematu (gdy sa
spelione zalozenia) moduly proste nad K[G] (czyli reprezentacje nieprzywie-
dlne G) sa jednowymiarow. Elementy G dzialaja za pomoca mnozenia przez
element K. A wiec jesli p jest reprezentacjg nieprzywiedlna, to dla g € G ist-
nieje a, takie ze p(g)v = ayv. W grupie skoticzonej istnieje k, takie ze g*s = e
gdzie e jest jedynka w G. Wtedy mamy

kg

v = ple)v = p(g")v = p(g)*sv = agrv

czyli asg = 1, czyli wartosci a4 sg pierwiastkami z 1. W szczegolnosci, jesli G jest
skoniczong, grupag cykliczng to G jest izomorficzne z liczbami catkowitymi modulo
k dla pewnego k. Reprezentacja grupy cyklicznej jest jednoznacznie wyznaczona
przez wartos$é na generatorze, (tzn. 1). Poprzednie rozumowanie pokazuje ze dla
reprezentacji nad liczbami zespolonymi mamy

p(l)v = exp(2wilm/k)v

gdzie m = 0,1,...k — 1 jest parametrem opisujacym reprezentacje, zas ¢ jest
jednostka urojona.

5 Grupa dihedralna
Niech bedzie dane odwzorowanie « z Zs w automorfizmy Z,, takie ze «(0) to
identycznosé zas a(1)(m) = —m.
Wtedy na produkcie Zy X Z,, dziatanie wprowadzamy wzorem
(21,m1) (22, m2) = (2122, a(22)m1ma).
Otrzymana w ten sposob grupe oznaczamy D,, i nazywamy grupa dihedralng

(przy ogdlnych grupach i ogélnym a wzér wyzej definiuje produkt potprosty).

11



Chcemy wyznaczy¢ reprezentacje nieprzywiedlne D,, na cialem liczb zespo-
lonych, tzn. moduly proste nad C[D,]. Zauwazmy ze D, zawiera grupe Z,.
Niech V' bedzie przestrzenia reprezentacji nieprzywiedlnej p grupy D,. p mo-
zemy potraktowaé jako reprezentacje Z,,. Wtedy na mocy twierdzenia Maszkego
V' rozpadnie si¢ na sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych 7Z,,:

V=Welhe oV

Jako ze Z, jest grupa abelowa zas C jest cialem algebraicznie domknietym to
Vi sa jednowymiarowe. Mozna przyjac¢ ze dla v € Vi i m € Z,, mamy wzor

2mikm

p((0,m))w = exp( ZZET,
gdzie k jest parametrem reprezentacji. Oznaczmy przez s element (1,0) € D,,.
Rozwazmy teraz dziatanie Z, na p(s)V;. Mamy

p((0,m))pls)w = p(s)p(s ™) p((0,m))p(s)v
= p(5)p(s™1(0,m)s)v = pls)p(—m)v
p(s) exp(w)v = eXp(M)p(s)v.

n
Czyli p(s)V; jest przestrzenia reprezentacji Z,, z parametrem —k. Stosujac po-
dobne rozumowanie do reprezentacji na p(s)V; widaé ze p(s) przeprowadzi ja
na reprezentacje z parameterem k. W wiec

V=W,oW_

gdzie Wy, jest suma przestrzeni reprezentacji Z,, z parametrem k zas W_j, jest
suma reprezentacji z parametrem —k. Mianowicie, p(s)Wy C W_g, p(s)W_j, C
Wi, zarowno Wy jak i W_j sa niezmiennicze na dzialanie Z,,, wiec suma Wy &
W_ jest niezmiennicza na dzialanie D,,. Jako ze V jest nieprzywiedlna oznacza
to réwnos¢ V =W, & W_,.

V mozemy tez potraktowaé jako przestrzen reprezentacji Zs. Niech teraz
v rozpina jednowymiarowa podprzestrzen niezmiennicza dla Zs. Piszemy v =
wy ® wy gdzie wy € Wy, zas§ we € W_y. Zakladajac ze k # —k mod n i p(s)v =
v mamy wy = p(s)wy 1 w1 = p(s)ws, a wiec dwuwymiarowa podprzestrzen
rozpinana przez wi i ws jest niezmiennicza zaréwno dla Zs jak i dla Z,, a
wiec jest niezmiennicza dla D,,. Podobnie, jesli p(s)v = —v, to —ws = p(s)wy
i —w; = p(s)ws i réwniez w tym przypadku podprzestrzeri rozpinana przez
wi 1 we jest niezmiennicza dla D,,. A wiec reprezentacje nieprzywiedlne D,, sa
dwuwymiarowe, za wyjatkiem przypadku £ = —k mod n, gdy otrzymujemy
reprezentacje jednowymiarowe. Ten przypadek zachodzi gdy & = 0, lub n jest
parzyste i k = n/2.
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6 Suma prosta

Na nieskoniczonym iloczynie kartezjanskim moduléw mamy naturalng struk-
ture modutu, mianowicie operacje wykonujemy po skltadowych. Suma prosta
potencjalnie nieskoriczonej rodziny moduléw M, o € I jest podzbior produktu
kartezjaniskiego M,, o € I skladajacy sie z tych elementéw ktére maja tylko
skoniczenie wiele sktadowych roznych od zera. Oznaczenie:

M:@Ma

acl

Kazdy z modutow M, jest naturalnie izomorficzny z podmodutem M, dla-
tego zwykle mozemy zaktadaé¢ ze M, C M. Przy takim zalozeniu dla « #
mamy M, N Mg = 0.

Jesli M jest modulem a M,, o € I sa podmodutami M to suma M, nazy-
wamy najmniejszy podmodut N C M taki ze dla kazdego o« € I mamy M, C N.

Jesli M jest suma M, o € I oraz dla o # § mamy M, N Mg = 0, to wtedy
M jest izomorficzny z sumg prosta M,, a € I. W tej sytuacji dalej bedziemy
moéwié ze M jest suma prosta.

Jesli M jest suma prosta My & My swoich podmodutéw M; i Ms to méwimy
ze Ms jest modulem dopeticzym do Mj.

7 Moduly pélproste

Najpierw potrzebujemy lemat opisujacy moduly proste

Lemat 7.1 Modut M jest prosty wtedy i tylko wtedy gdy M jest izomorficzny z
modutem postaci R/1 gdzie I jest lewostronnym ideatern maksymalnym w R.

Dowdd. Niech I bedzie lewostronnym idealem maksymalnym w R i N bedzie
podmodutem w R/I. Wtedy J = {r € R:r+ 1 C N} jest ideatem lewostron-
nym zawierajacym I. Jako ze I jest idealem maksymalnym oznacza to ze J = R
lub J = I. W pierwszym przypadku mamy N = R/I, w drugim N = {0}, a
wiec R/I jest modutem prostym. Jesli M jest modultem prostym iz € M, x # 0
to przyjmujemy I = {r : r& = 0}. Wtedy I jest idealem lewostronnym w R.
Zauwazmy ze Rx jest niezerowym podmodutem w M, czyli Rx = M. Innymi
stowy M jest izomorficzne z R/I. Jesli J jest idealem lewostronnym i I C J
to Jz jest podmodutem w M, czyli Jx = M lub Jz = {0}. Jesli Jx = M to
dla dowolnego r € R istnieje s € J takie ze ro = sz, czyli (r — s)x = 0, czyli
r—sel. Jakoze I C Jis € Joznaczatozer € J, czyli J = R. Jesli Jx = {0}
to mamy J = I. Razem oznacza to ze I jest idealem maksymalnym. O

Lemat 7.2 Nastepujgce warunki sg rownowazne

o modut M jest sumg prostg modutow prostych
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e modult M jest sumgq algebraiczng modutow prostych

e kazdy podmodut V- C M ma podmodut dopetniczy bedgcy sumg prostqg mo-
dutéow prostych

e kazdy podmodut V- C M ma podmodut dopetniczy

Modut speliajacy jeden (a wiec i wszystkie) warunki wyzej nazywamy modutem
potprostym.

Dowdd: Warunek pierwszy jest oczywiscie silniejszy niz drugi. Warunek trzeci
jest oczywiscie silniejszy niz czwarty. Dla V' = {0} warunek trzeci implikuje
warunek pierwszy. Pozostaje pokazaé¢ ze warunek drugi implikuje trzeci i ze
warunek czwarty implikuje drugi.

Aby otrzymaé¢ warunek trzeci z drugiego rozwazmy rodzine S sktadajaca sie
z takich moduléw N ze N jest sumg prostag moduléw prostych i VNN = (.
Zauwazymy ze suma V i N jest sumg prosta, tzn V+ N =V & N.

Na mocy lematu o maksymalnym laicuchu w rodzinie S istnieje element
maksymalny, tzn. taki modut N ze dla kazdego modutu prostego P C M mamy
PN (V& N) # {0} (w przeciwnym razie mozna by dolaczy¢ P jako kolejny
sktadnik N przeczac maksymalnosci). A wiec dla dowolnego modutu prostego
P C M mamy P C V & N, czyli jako ze M jest suma moduléw prostych to
M =V @& N. Ponadto N jest sumg prosta modutéw prostych co daje warunek
trzeci.

Aby zakoriczy¢ dowod lematu musimy pokazaé ze warunek czwarty implikuje
drugi.

Zauwazmy najpierw ze jesli warunek czwarty jest spetniony dla M i U jest
podmodulem M to warunek czwarty zachodzi dla M zastapionego przez U.
Mianowicie, jesli V' jest podmodutem U to jest tez podmodutem M. Uzywajac
warunek dla M dostajemy modul N dopelniczy do V w M. Lecz wtedy NNU jest
modutem dopelniczym do V' w U. Pokazemy teraz ze dowolny modut M spelnia-
jacy warunek czwarty zawiera podmodut prosty. Mianowicie, bez utraty ogélno-
§ci mozna przyjaé ze M = Rx dla pewnego « € M. Niech J = {r € R: rz = 0}.
J jest idealem lewostronnym w R. Na mocy pewnika wyboru (lematu o maksy-
malnym laricuchu) istnieje ideal maksymalny I zawierajacy J. Wtedy N = Ix
jest podmodutem w M = Rz takim ze M/N jest izomorficzne z R/I, czyli ilo-
raz jest modutem prostym. Na mocy warunku czwartego istnieje podmodut P
dopehiczy do M, czyli Rx = P @& N czyli P jest izomorficzne z Rx/N czyli P
jest modutem prostym. Rozwazmy teraz sume S wszystkich modutéw prostych
zawartych w M. Gdyby S byto podmodutem wlasciwym to S mialtby niezerowy
modul dopetniczy, a wiec dopelnienie S zawieratoby modut prosty. Lecz to jest
niemozliwe z definicji S czyli M jest suma modutéw prostych czyli zachodzi
warunek drugi. O
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8 Lemat o gestosci

Jesli M jest modutem to endomorfizmy M tworza pierécienn ktory oznaczymy
przez E. M mozemy potraktowaé jako modul nad FE. Dla zaznaczenia ze pier-
Scieniem jest F bedziemy pisa¢ Mpg. Istotny dla nas jest opis endomorfizméow
Mg.

Lemat 8.1 Jesli M jest modutem pdtprostym, ¢ jest endomorfizmem Mg zas
x € M to istnieje o € R takie ze ¢p(x) = ax.

Dowod: N = Rz jest podmodulem M, a wiec na mocy polprostoty jest
sktadnikiem prostym M. A wiec rzut mxy z M na N nalezy do E. Wtedy

v (¢(2)) = d(mn(2)) = ¢(z)
czyli ¢(z) € N, co daje wynik. O

Lemat 8.2 (Jacobsona o gestosci) Jesli M jest modutem pétprostym, ¢ jest
endomorfizmem Mg za$ S jest skoriczonym podzbiorem M. Wtedy istnieje « € R
takie ze dla dowolnego x € S mamy ¢(z) = ax.

Dowdd: Niech n = |S| czyli S = {x1,...,Tn}.
Rozwazmy n-krotng sume prosta M™. Na M™ rozpatrujemy odwzorowanie
™ zadane wzorem

Y1y Yn) = (B(Y1), -+ -5 D(Yn))-

Niech E(") bedzie pierécieniem endomorfizméw M™. Zauwazmy ze elementy
E(™) to macierze n na n o wspotczynnikach bedacych endomorfizmami M.
Ze wzoru na ¢(™ wynika wiec ze ¢(™) jest homomorfizmem M" jako modutu
nad E(™. Modul M" jest oczywiscie potprosty. Z poprzedniego lematu istnieje
element o € R taki ze ¢ (21,...,2,) = a(x1,...,2,). Lecz to oznacza ze

o(x;) = ax;. O

Lemat 8.3 (Twierdzenie Burnsida) Jesli M jest skoriczenie wymiarowq prze-
strzenig wektorowq nad ciatem algebraicznie domknietym k, R jest podpierscie-
niem pierscienia Endy (M) ktory jest przestrzenia wektorowq nad k i M jest
R-modutem prostym nad k to R = End(M).

Dowdd: Jesli M jest R-modutem prostym to mocy lematu Schura pierscieri E
R-endomorfozmoéw M to k. Niech f € Endg(M) = Endg(M) i niech z4,...,2,
bedzie baza M jako przestrzeni wektorowej nad k. Wtedy na mocy lematu o
gestosci istnieje a € R takie ze ax; = f(x;). Jako ze x4, . .., x, jest baza oznacza
to ze a = f. Jako ze f byl dowolny oznacza to ze R = Endg(M). O
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9 Twierdzenie Wedderburna

R nazywamy pier$cieniem potprostym jesli jest modutem poélprostym jako lewy
modul nad soba.

Lemat 9.1 Jesli R jest pierScieniem potprostym to kazdy R-modul jest potpro-
sty.

Dowdd: Dowolny modut jest suma modutéw postaci Rx. Modut postaci Rx
jest ilorazem R a wiec na mocy polprostoty R modul Rz jest suma prosta mo-
dutow prostych. A wiec dowolny R-modut jest sumg moduléw prostych. O

Lemat 9.2 Jesli R jest pierscieniem pdtprostym to istnieje tylko skoriczenie
wiele klas izomorfizmu R-modutéw prostych.

Dowdd: Kazdy reprezentant klasy izomorfizmu R-modutéw prostych jest po-
staci M = R/I gdzie I jest idealem maksymalnym. Na mocy polprostoty R
ideat I bedac podmodutem ma podmodut dopeticzy, czyli R = M @ I. Niech
R = @, M, bedzie rozktadem R na sume prosta modutéw prostych. Mamy

=11 ® - D gdzie x; € My,. Zauwazmy ze My, @ - - ® M,, jest pod-
modutem R takim ze 1 € R, a wiec R = M,, ® --- ® M,,. Latwo zauwazy¢
ze kazdy podmodul prosty M zawarty w R jest izomorficzny z jednym z M,,.
Mianowicie, dla pewnego % rzutowanie z M na M,, musi by¢ niezerowe i na
mocy lematu Schura jest izomorfizmem. O

Na mocy poprzednich lematéw modul M nad pierscieniem pélprostym R
ma rozklad postaci
M = ®; @§21 M;

gdzie M; przebiega zbiér reprezentantéw klas réwnowaznosci R-modutéw pro-
stych. Liczby k; nazywamy krotnosciami, tzn. méwimy ze modul M; wystepuje
w M z krotnoscia M.

Lemat 9.3 Jesli R jest skoriczenie wymiarowq algebrqg pdtprostg nad ciatem
algebraicznie domknietym k to

R =~ Endy,(M;) & --- @ Endy (M)
gdzie M; przebiega reprezentanty klas izomorfizmu R-modutéw prostych.
Dowdd: Rozwazmy homomorfizm h z R w
R =Endy (M) & - - & Endy (M)).

h jest roznowartosciowy, bo jesli « jest w jadrze h to mnozenie przez a daje
odwzorowanie zerowe dla dowolnego modultu prostego M;. Jako ze R jest suma
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prosta modutéw prostych to mnozenie przez o daje odwzorowanie zerowe na
R. Lecz a = «a - 1, czyli wtedy a = 0. Na mocy lematu o gestosci h jest na.
Mianowicie, na mocy lematu Schura endomorfizmy M; to ciato k. Dla i # j
moduly M; i M; s nieizomorficzne, wiec jedyny homomorfizm mie¢dzy nimi jest
zerowy. A wiec piersciern endomorfizméw F modutu My & --- @ M; to suma
l[-kopii ciala k z dzialaniami po sktadowych. Czyli jesli ¢ € R to ¢ wyznacza
endomorfizm (M; & --- & M) g.

A wiec, jesli z; ;, ¢ = 1,...,1, j = 1,...,n; sa takie ze x;; € M; i przy
ustalonym ¢ wektory x;; tworzg baze M; i ¢ € R to istnieje o € R takie ze
ax; ; = (bxi,j. O

Uwaga. Bez zalozenia ze cialo podstawowe jest algebraicznie domkniete pier-
Scien K = D1®. .. D; gdzie D; sa algebrami z dzieleniem i w sumie wyzej musimy
bra¢ algebry endomorfizmoéw nad D;.

Whiosek:

dimg R = Z dimy, (M;)?

gdzie M, przebiegaja klasy R moduléw prostych. Innymi stowy M; wystepuje
w R z krotnoscia dimy (M;).

Przyklad: Niech G = S(3) (grupa permutacji trzech elementéw). G jest
izomorficzna z grupa symetrii trojkata i tatwo sprawdzié¢ ze naturalne dziatanie
G na trojkacie daje reprezentacje nieprzywiedlna czyli prosty k[G] modut. Czyli
k[G] ma modul prosty ktory jest przestrzenia wymiaru 2 nad k. Ponadto G ma
dwie reprezentacje wymiaru 1: reprezentacje trywialng i znak permutacji. G ma
6 elementow, czyli

6 = dimy k[G] = 1 + 1 + 22

czyli podane reprezentacje to wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne G z do-
ktadnoscia do réwnowaznosci.

Nieco ogo6lniej mozna rozpatrywaé grupe dihedralng D,,. Dla nieparzystego n
grupa D,, ma dwie reprezentacje jednowymiarowe, pochodzace z reprezentacji
Zs. Jest tez (n — 1)/2 roznych reprezentacji nieprzywiedlnych wymiaru 2. W

sumie
n—1

2ndimy k[G] =1+ 1+ 22,

Potwierdza to ze otrzymaliémy komplet reprezentacji nieprzywiedlnych.

10 Rozklad kanoniczy reprezentacji

Ustalmy izomorfizm
R~ Endk(Ml) D---D Endk(Ml)

Niech R; oznacza Endg(M;) zas e; element taki ze e;, =1 w R; oraz e;, = 0w
R; dla j #i. Wtedy
1= Z €;
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oraz
= ei

Ponadto e; leza w centrum R.

Lemat 10.1 Jesli M jest R modutem to e; M to suma podmodutow M izomor-
ficznych z M;

Dowdd: Na M; element e; dziala jako identycznosé. Dla j # i element e;
dziata jako 0. Czyli jesli N to suma podmodutéw M izomorficznych z M; to e;
dziata na N jako identycznos¢. Jesli W to modul dopelniczy do N to W jest
izomorficzny z suma prosta modutéow M; z j # i. A wiec e; dziata na W jako
0. Razem, e;x =x dlax e Niesx=0dlai e W. O

Mamy
M = @BiM

Daje to rozktad kanoniczny M. W rozkladzie kanonicznym sktadniki sa wyzna-
czone jednoznacznie. e; wyzej nazywamy idempotentem zwiazanym z M.

Lemat 10.2 Krotnosci M; w M sq wyznaczone jednoznacznie
Dowdd: Na mocy poprzedniego lematu mamy
eiM = @?’;1Mi
i modut e; M jest wyznaczony jednoznacznie. Lecz
dimg (e; M) = k; dimy (M)

czyli k; jest wyznaczone jednoznacznie przez wymiary nad k.
Uwaga: Jesli k; > 1 to przedstawienie e; M jako sumy prostej M; jest bardzo
niejednoznaczne.

11 Charaktery

Definicja: Charakterem reprezentacji (modutu) nazywamy odwzorowanie ¢, (a) =
Tr(p(a)) gdzie Tr oznacza $lad odwzorowania liniowego.

Uwaga: W przypadku pierscienia grupowego charaktery sa zdefiniowane jako
odwzorowania liniowe na R[G|. Jednakze takie odwzorowanie jest jednoznacznie
wyznaczone przez wartosci na bazie, tzn. elementach J,. Dlatego czesto wygod-
nie jest traktowa¢ charakter jako funkcje na G, ktorej wartos¢ w g to Tr(p(dy))-

Przyktad: Jesli A jest reprezentacja regularna to

| n dlag=e
ox(0g) = { 0 poza tym
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Przyktad: Jesli G = Z, to nad liczbami zespolonymi mamy reprezentacji
jednowymiarowe p; zadanie wzorem pj(m)v = exp(2wijm/n)v. Wtedy ¢, =
exp(2mijm/n), czyli charakter jest homomorfizmem z G w C.

Ogodlniej, rozwazmy skoiniczenie wymiarows reprezentacje p grupy skonczonej
G nad cialem algebraicznie domknietym k charakterystyki p nie dzielacej mocy
G. Dla g € G operator p(g) mozna przedstawi¢ w postaci klatkowo-diagonalne;j
(rozktad Jordana). W charakterystyce 0, gdyby byla nietrywialna klatka Jor-
dana to podgrupa operatoréw postaci p(g)* z k € Z bytaby nieskoniczona co jest
sprzeczne z tym ze G jest skoriczona. Podobnie, w przypadku charakterystyki
skoriczonej dla nietrywialnej klatki Jordana podgrupa operatoréw postaci p(g)*
mialaby moc podzielna przez p, co oznaczaloby ze moc G jest podzielna przez
p co jest sprzecznie z naszymi zalozeniami. A wiec p(g) mozna przedstawi¢ w
postaci diagonalnej. Jako ze G jest skoriczona to istnieje k takie ze g% = e (gdzie
e jest jedynkag w G). Jesli w jest elementem na diagonali w postaci diagonalne;j
p(9), to w* = 1. A wiec w jest pierwiastkiem wielomianu majacego wspotczyn-
niki catkowite i takiego ze wspoélczynnik przy najwyzszej potedze jest rowny
1. Takie liczby nazywamy liczbami algebraicznymi catkowitymi. Nieco ogdlniej
mowimy ze sg to elementy catkowite nad Z. Na mocy Lematu [12.2|suma elemen-
tow catkowitych jest calkowita. A wiec wartosci charakteréw reprezentacji nad
C jako sumy elementow catkowitych nad Z (tzn. pierwiastkow z 1) sa catkowite
nad Z. Innymi slowy, wartosci charakteréow sa liczbami algebraicznymi catkow:i-
tymi. Wiadomo (Lemat ze liczby catkowite algebraiczne ktore sa liczbami
wymiernymi sg catkowite. A wiec jesli charakter przyjmuje wartosci wymierne
to sg one catkowite. Np. wiadomo ze charaktery grup permutacji .S,, przyjmuja
wartosci catkowite (charaktery grup alternujacych A, moga przyjmowac warto-
§ci niewymierne).

Inwolucje w k[G] i iloczyn skalarny dla f = 37 cag0, 1 h = 37 5bgdg

definiujemy
F=>ag6,-
geG
1
<f, h> = @ Z agbg—l

geG

Ponizej bedziemy zakladaé ze charakterystyka ciala k nie dzieli |G|, dzieki
czemu (f, h) jest dobrze zdefiniowane.

Lemat 11.1 fh = hf
Dowdd: Sprawdzamy dla f = d,, h = dy:
fh=06,0, =04 = O(guy—1 = Oy—1g-1 = Oy—10g-1
5.8, = i,

W ogélnym przypadku wynik otrzymujemy przez liniowosé. O
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Lemat 11.2 (Wzor Plancherela) Niech )\ bedzie reprezentacjq regularng k[G].
Mamy

1
(f;h) = @W(A(fh))

Dowdd: Dla f =6, i h =8, mamy (f,h) =0dlag#u=ti(f h)= ﬁ dla
g =u~'. Podobnie, fh = 0y, czyli Tr(A(fh)) =0dla g #u=' i Tr(A(fRh)) = |G|
dla g = u~!. A wiec réwnosé¢ zachodzi dla elementéw bazy czyli przez liniowosé
rownosé zachodzi na k[G]. O

Lemat 11.3 Jesli k jest algebraicznie domknicte, M; jest k|G| modutem pro-
stym, e; idempotentem odpowiadajgcym M; zas x; charakterem modutu M; to
dla f € k[G] mamy

dimy, Myxi(f) = |G]*(f, e:)

Dowdd: Na mocy twierdzenia Wedderburna M; wystepuje w reprezentacji
regularnej z krotnosciag dimy M;. A wiec mamy

dimy, Mixi(f) = Te(Mfes)) = |G (f, i)

gdzie ostatnia rownosé to wzoér Plancherela. O

Lemat 11.4 Jesli k jest algebraicznie domkniete, zas M; jest k[G]-modutem
prostym to jako funkcja na grupie

I </
! dimk(Mi)Z

gdzie e; jest idempotentem zwigzanym z M;. W szczegdlnosci charakterystyka K
nie dzieli dimy(M;) (zaktadamy Ze charakterystyka K nie dzieli |G|).

Dowdd. Dla f =, mamy |G|(f,e;) = é;(g). A wiec
dimy (M;)xi(g) = dimp (M;)xi(f) = |G (f, e:) = |Gléi(g)

Jako ze |G|¢é;(g) jest niezerowe dla pewnego g to wynika stad ze charakterystyka
k nie dzieli dimg (M;). O

Whniosek: (xi, x;) = 0i;, gdzie 6;; = 1 zas 6;; = 0 dla i # j. Mianowicie

= |G‘2 v, o .
<X27 X]> - dimy, (Ml) dimy, (Mj) <ez7 6]>
1 ~
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Gdy i@ # j to eje; = 0 czyli (x4, x;) = 0. Dla i = j element e;e; = e; prze-
chodzi na identycznos¢ w e;k[G] ktore jest suma prosta dimy(M;) kopii M;. A
wiec &; przechodzi na identycznosé w &;k[G] ktére ma wymiar dimy(M;)?, czyli
Tr()\(éz)) = dllnk(]\4z)2 CcO daje <X1',X,'> =1.

Lemat 11.5 Jesli cialo k jest charakterystyki O to k[G] moduty sq izomorficzne
wtedy @ tylko wtedy gdy ich charaktery sq rowne. W szczegolnosci gdy ciato k jest
algebraicznie domknicte, n jest charakterem k[G] modutu N za$ M; jest k[G]-
modutem prostym z charakterem x; to M; wystepuje w N z krotnoscig (x;,n)-

Dowdd: Druga czes¢ wynika z zaleznosci (x;, x;) = 0;;. Mianowicie, rozkla-
dajac N na moduly proste mamy

N = @;k; M;,
n=>_ kiXi
M) = kilxirxg) = kj.
Daje to wynik dla ciata algebraicznie domknietego. Ponadto mamy

(n,m) = Zkikj<Xi7Xj> = Zkf > 0.
12} i

Gdy k jest tylko charakterystyki 0 to mozna rozumowaé¢ podobnie. Miano-
wicie, jak dla ciata algebraicznie domknietego rozpatrujemy moduly proste M;
i ich charaktery x;. Niech K bedzie algebraicznym domknieciem k. Traktujac
M; jako modut nad K dostaniemy ten sam charakter, ale modutl nie musi by¢
prosty jako modul nad K. Ze wzoru wyzej dostaniemy ze

(x4, xi) > 0.

Trzeba jeszcze pokazaé ze (x;,x;) = 0 dla ¢ # j. Traktujac M; i M; jako
moduly nad K wida¢ ze (x;,x;) # O implikuje ze w rozkladzie nad K jest
wspolny czynnik, czyli istnieje niezerowy homomorfizm modutéw H nad K[G].
Homomorfizm modutéw mozemy reprezentowaé¢ macierza nad K. To ze macierz
reprezentuje homomorfizm jest réwnowazne temu ze rozwiazuje uklad rownan

pi(dg)H = Hp;(5,)

gdzie p; jest reprezentacja odpowiadajaca M; zas g przebiega elementy grupy.
Ten uklad réwnan jest uktadem réwnan liniowych. A wiec, skoro ma niezerowe
rozwiazanie nad K to ma tez niezerowe rozwigzanie nad k. Ale niezerowe roz-
wiazanie nad k daje niezerowy homomorfizm moduléw nad k. Jako ze nad k
moduly M; i M; sa proste to z lematu Schura niezerowy homomorfizm jest izo-
morfizmem, czyli M; jest izomorficzne z M;. Czyli, jesli M; nie jest izomorficzne
Z Mj to <Xiqu> =0. O
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12 Dodatek: catkowitosé

Niech R bedzie pierscieniem przemiennym. Moéwimy ze element a € R jest cal-
kowity nad R jesli jest pierwiastkiem wielomianu nad R z najwyzszym wspot-
czynnikiem rownym 1.

Lemat 12.1 a jest catkowity wtedy i tylko wtedy gdy Rla] jest skoriczenie ge-
nerowalnym R-modutem.

Dowdd: Jegli a™ + cp—1a™ ' 4+ -+ 4+ ¢y = 0 to mozemy wyliczyé al dla ] >

n w terminach o’ dla i = 0,...,n — 1, czyli R[a] jest generowane przez a',
i—0,...,n—1nad R. Jesli R[a] jest skoriczenie generowalnym R-modulem to
mozna wybrac n takie ze a’, i = 0,...,n — 1 sa generatorami R[a]. Zapisujac a™

w terminach generatoréw dostaniemy potrzebne réwnanie.

Lemat 12.2 Jesli R jest pierscieniem noetherowskim to suma i iloczyn elemen-
tow catkowitych sq catkowite.

Dowdd. R[ai]R[az] jest skonczenie generowalnym modutem nad R. Jako ze
R jest noethereowski to rowniez R[ajas] i Rla; + as] sa skoriczenie generowalne.

Lemat 12.3 Jesli liczba wymierna q jest liczbg algebraiczng catkowitg to jest
liczbg caltkowitq, tzn. q € Z.

Dowdd: Z definicji, g jest pierwiastkiem wielomianu P(x) o wspotczynni-
kach catkowitych i takiego ze wspoélczynnik przy najwyzszej potedze x jest
rowny 1. Z wlasnosci wielomianéw nad liczbami wymiernymi P(z) ma wtedy
czynnik liniowy o wspotczynnikach wymiernych ktérego pierwiastkiem jest q.
Ale wielomiany o wspoltczynnikach catkowitych maja jednoznaczny rozktad na
czynniki nierozkladalne i czynniki liniowy ma wspotczynniki catkowite. Do-
ktadniej, istnieja wielomiany P; i [ o wspoétczynnikach catkowitych, takie ze
P(z) = Pi(x)l(x), I jest liniowy i 1(¢q) = 0. Wspotezynnik P przy najwyzszej po-
tedze z jest réwny produktowi wspotczynnikow P; i [ przy najwyzszej potedze
x. A wiec wspotezynnik przy najwyzszej © w l jest réwny 1 lub —1. Bez utraty
ogolnosci mozna przyjac ze jest on rowny 1. A wiec

) =x+1

gdzie Iy € Z. Jako ze (q) = 0 oznacza to ze ¢ = —ly € Z. O

13 Iloczyn tensorowy
Niech R bedzie pierscieniem przemiennym, zas M i N beda R-modutami. Po-

wiemy ze modut V jest iloczynem tensorowym modutow M i N (co oznaczamy
piszac V.= M ® N) jesli zadana jest operacja dwuliniowa oznaczana przez &
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z M x N w V majaca nastepujaca wlasnosé: jesli n jest operacja dwuliniowg z
M x N w pewien R-modul W to istnieje dokladnie jedna operacja liniowa ¢ z
V w W taka ze

n(m,n) = (m @n).

Zauwazmy najpierw ze z definicji wyzej wynika ze jesli produkt tensorowy ist-
nieje to jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscig do izomorfizmu. Miano-
wicie, jesli Vi z ®, oraz V5 z ®9 sg dwoma réznymi produktami tensorowymi
to na mocy wtasnosci definicyjnej istnieja jedyne odwzorowania liniowe ¢1 i ¢o
takie ze

m®an = ¢1(m e n)

m®1n = d2(m Q2 n)

Wtedy
m @1 n = ¢2(P1(m @1 n)).

Lecz na mocy definicji istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe majace
wlasnosé wyzej czyli ¢po¢1 to identycznosé. Podobnie ¢ ¢s to identycznosé, czyli
V1 jest izomorficzne z V5.

Lemat 13.1 Produkt tensorowy istnieje.

Dowdd. Niech H bedzie modulem wolnym z baza M x N. By oznaczenia byty
bardziej sugestywne zamiast (m,n) bedziemy pisa¢ m ® n. W module H defi-
niujemy podmodut I jako podmodut generowany przez elementy nastepujacych
postaci:

(a1my + azma) ®n —a1my @ N — agmae N

m® (a1ng + agng) —arm @ ny — a1m ® ng

i przyjmujemy M ® N = H/I. Operacje ® definiujemy jako klase m®@n = (m,n)
w module ilorazowym H/I. Latwo sprawdzi¢ ze ® jest operacja dwuliniowa: wy-
dzielenie przez podmodut I zapewnia potrzebne réwnosci. Jesli W jest modulem
z definicji iloczynu tensorowego zas 7 jest operacja dwuliniowa z M x N w W
to definiujemy ¢ w ten sposob ze

¢p(m @ n) = n(m,n)

Aby ¢ bylo dobrze zdefiniowane musimy sprawdzi¢ ze ¢ znika na I. Lecz to
wynika z dwuliniowo$ci 7. Zauwazmy ze powyzsza definicja ¢ jest wymuszona
przez definicje iloczynu tensorowego, skad wynika ze ¢ jest wyznaczone jedno-
znacznie. O
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14 Wilasnosci iloczynu tensorowego

Lemat 14.1 Jesli M, N, K sqg R-modutami to M®N jest izomorficzne z NQM ,
(M®N)®K jest izomorficzne z MQ(NQK). Jesli M = M1@®Ms i N = N1®Ns
to M Q@ N jest izomorficzne z (M; @ N)® (My®@ N) i M ® N jest izomorficzne
z(M® N1)® (M ® Ny).

Dowdd. Wynika to uzywajac wlasnos¢ definicyjna. Np. dla (M; @ N)® (Mo ®
N) mamy operacje ®; z M; x N w M; ® N 1 jest spelniona wlasnosé¢ produktu
tensorowego dla M; x N. Pokazemy ze (M7 ® N) & (M> ® N) spelnia wlasnosé
produktu tensorowego. Operacje ® definiujemy wzorem

(m1 ®ma) @n = (m1 @ n) D (M2 ®an).

Rozwazamy teraz operacje dwuliniowa n z M x N w W. Ograniczenie 1 do
M; x N daje operacje n1 z My x N w W. Podobnie ograniczenie n do My x N
daje operacje 2 z Ms x N w W. Z wtasnosci iloczynu tensorowego dla M; ® N
istnieja ¢; takie ze
ni(m,n) = ¢;(m ®; n)
dla m € M; i n € N. Wtedy definiujac ¢ wzorem
o(tr ©t2) = d1(t1) + ¢2(t2)

gdzie t; € M; ® N mamy
n(mi @ ma,n) = ni(my,n) +n2(ma,n) = ¢1(m1 @1 n) + da2(ma @2 1)
= ¢((m1 ®11) © (M2 ®2n)) = ¢((m1 G mz) @ n)
gdzie ostatnia rownosé to definicja ® z M x N w (M1 @ N)@® (My® N). A wiec
dla (M; ® N) @ (M2 ® N) z powyzej zdefiniowanym ® spelniona jest wlasnosé

iloczynu tensorowego, czyli mamy izomorfizm z M ® N. Pozostate izomorfizmy
maja podobne dowody, wiec je pominiemy. O

Lemat 14.2 Jesli M = &M, to M @ N jest izomorficzny z Go(My @ N).
Jesli N = @ N, to M @ N jest izomorficzny z ®o(M @ N,).

Dowod jest podobny do poprzedniego.

Lemat 14.3 M ® R jest izomorficzne z M. Podobnie R® M jest izomorficzne
z M.

Dowdd: Operacje ® z M x R w M definiuje wzorem m ® a = am. Niech 7
bedzie operacja dwuliniowa z M x R w W i niech ¢(m) = n(m,1). Oczywiscie
¢ jest operacja liniowa. Mam

n(m, a) = n(am, 1) = ¢(am) = ¢(m @ a)

czyli jest spelniona wtasnosé iloczynu tensorowego. O
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Lemat 14.4 Jesli M jest modutem wolnym z bazq {e,} zas N jest modutem
wolnym z bazq {fz} to M ® N jest modutem wolnym z bazg {eq ® fa}

Dowdd: jest to bezposredni wniosek z lematow [14.2) i [I4.3] O

Whiosek: Jesli R to ciato to dim(M ® N) = dim(M) dim(N).

Przyktad: Jesli R = 7Z, zas$ p i ¢ to wzglednie pierwsze liczby catkowite do-
datnie to R/(pR) ® R/(¢R) to modul zerowy. Mianowicie skoro p i ¢ sa wzgled-
nie pierwsze to istnieja liczby calkowite a i b takie ze 1 = ap + bq. Teraz dla
u®v € R/(pR) ® R/(¢qR) mamy

w® v = (ap +bg)(u® v) = ap(u ® v) + bg(u @ v)

= a(pu®v) + blu ® qu).

Lecz pu = 0w R/(pR) i qv = 0 w R/(qR) czyli powyzszy element to 0. Jako
ze elementy postaci u ® v generuja R/(pR) ® R/(¢R) to produkt tensorowy jest
ZETOWY.

Lemat 14.5 Jesli dla i = 1,2 M;, N; s¢ R-modutami, zas ¢; : M; — N; sq
homomorfizmami to istnieje doktadnie jeden homomorfizm ¢ : (M7 ® My) —
(N1 ® Na) taki ze

d(m1 ® ma) = $1(m1) @ da2(m2)

Dowdd: ¢1(m1) ® d2(mse) jest odwzorowaniem dwuliniowym z My x My w
N1 ® Ny a wiec ¢ istnieje i jest jednoznaczne z wlasnosci definicyjnej iloczynu
tensorowego M ® Ms. O

W dalszym ciagu odwzorowanie ¢ wyzej bedziemy oznaczaé przez ¢ ® ¢o.

Lemat 14.6 Jesli dla i = 1,2 M;, N;,V; sq R-modutami, zas ¢; : M; — N; 4
¥; : N; — V; sq¢ homomorfizmami to

(Y1 @ Y2)(P1 ® ¢2) = (Y11) ® (Y2ib2)

Dowdd: Bezposrednie sprawdzenie z wlasnosci definicyjne;j. O

Lemat 14.7 Jesli M;, N; wyzej sq skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami wek-
torowymi nad ciatem k 1 M; = N; to

Tr(¢1 ® ¢2) = Tr(d1)Tr(¢2)
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Dowdd. Niech {e;} bedzie baza My, {f;} baza My za$ {e;} i {f/} beda
bazami dualnymi. Wtedy {ef ® f/} jest baza M{ ® M3 dualna do {e; ® f;}.
Mamy

Tr(¢1 @ ¢2) = Z<(¢1 ® ¢2)(e; ® fj) €5 @ f) = Z<(¢1(ei) ® ¢2(f1), €5 @ f7)

ij 1,3

= Z<¢1(ei)ae;><¢2(fj)vf;> = <Z<¢1(6i)7e:>> Z(%(fj)af;)

2% J

?

= Tr(¢1)Tr(2).

15 Produkt tensorowy reprezentacji

Jesli R1i S sa algebrami nad k to na R®y S (gdzie ®j oznacza ze produkt ten-
sorowy liczymy biorac k jako pierscierl) mozna wprowadzi¢ strukture piericienia
wzorem

(r1 ®k 51)(r2 Ok s2) = (r172) QK (5152)

Wtasnosé produktu tensorowego pozwala pokazaé ze tak okreslone mnozenie
jednoznacznie rozszerza si¢ na R ®j S i spelnia aksjomaty mnozenia w pierscie-
niu.

Lemat 15.1 Jesli G i H sq grupami to k|G| ® k[H] jest izomorficzne z k|G x

Dowdd: Elementy 6,4, g € G daja baze k[G], elementy d;,, h € H daja baze
k[H], za$ elementy dg5, g € G,h € H daja baze w k[G x H]. Na mocy wcze-
$niejszego lematu dy ® 0p, daje baze k[G] @ k[H]. A wiec przyporzadkowanie

(59 ® Op — 6gh

daje izomorfizm k[G] ® k[H] z k|G x H] jako przestrzeni liniowych. Trzeba
sprawdzi¢ ze zachowuje si¢ mnozenie. Lecz

(691 ® 5h1)<592 ® 5h2) = 59192 ® 5h1h2

iw G x H mamy (g1h1)(g92h2) = (9192)(h1h2) czyli faktycznie mnozenie jest
zachowane. g

Jesli M jest R-modutem za§ N jest S-modulem to na M ®; N mamy natu-
ralng strukture R ®; S-modutu:

(r@s)(m®n)=1rm® sn.
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Lemat 15.2 Niech ciato k bedzie algebraicznie domkniete, R bedzie skonczenie
wymiarowq algebrg nad k zas M prostym R-modutem. Jesli V' jest niezerowym
podmodutem w M & M to albo V.= M & M albo V = {0} @ M albo istnieje
a € k takie ze V to zbior elementow postaci v & av gdzie v € M.

Dowdd: Rozwazmy rzut z V' na pierwszy sktadnik sumy prostej. Jako ze M
jest modutem prostym to obraz to modul zerowy albo cate M. Jesli obraz to
modul zerowy to V jest zawarte w {0} @ M ktore jest izomorficzne z M. Czyli V
jako niezerowy podmodul modutu prostego {0} @ M jest rowne {0} & M. A wiec
pozostaje rozpatrzeé przypadek gdy obraz V przez rzut na pierwszy sktadnik
sumy to M, czyli dla kazdego v; € M istnieje vo € M takie ze v1 B vy € V.
Przy ustalonym v; @ ve € V elementy w € M takie ze vq & (w+wvy) € V tworza
podmodul H w M. Zauwazmy ze H nie zalezy od v1, bo w € H wtedy i tylko
wtedy gdy 0@ w € V. Jesli H to cale M to V = M @ M. A wiec pozostaje
rozpatrzeé przypadek gdy H to modul zerowy. Wtedy V jest wykresem odwzo-
rowania liniowego z M w M. Na mocy lematu Schura takie odwzorowanie to
mnozenie przez element a € k (to jest jedyne miejsce gdzie w tym lemacie uzy-
wamy skonczono$é wymiaru M i algebraiczna domknietosé k). Czyli elementy
V' sa postaci v @ av. O

Lemat 15.3 Jesli k jest algebraicznie domkniete, M jest prostym R-modutem
ktory ma skoriczony wymiar nad k zas N jest prostym S-modutem to M @ N
jest prostym R ®j S-modutem.

Dowdd: Niech V bedzie podmodutem M ®j N. Ustalmy baze { f, } przestrzeni
N nad k. Wtedy V zawiera element v postaci

Zma®foz

Jesli wszystkie m,, sa proporcjonalne nad k tzn. jesli istnieje m i a, takie ze
My = aoMm to moge napisac

V=D Ma®fa=Y aam®fa=) mOasfo=men

gdzie n = > aqfo. Jako ze M 1 N s modutami prostymi to podmodul nad
R generowany przez m to cale M, podmodul nad S generowany przez n to
cale N czyli podmodul nad R ®; S generowany przez m ® n to cale M ®; N.
Jedli istnieja o i S takie ze mq, i mg nie sa proporcjonalne nad k£ to na mocy
poprzedniego lematu podmodul nad R generowany przez mq, ® mg to M & M
i w szczegdlnosci zawiera element postaci 0 @ m. Wtedy biorac odpowiednig
kombinacje liniowa v dostane niezerowy element z mniejsza iloscia sktadnikdéw
w sumie. A wiec indukcyjnie dostane w V' element postaci m ® n. (]
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Jesli G jest grupa zas M i N sa k[G] modutami to na M ®; N (gdzie
®yp oznacza ze produkt tensorowy liczymy biorgc k jako pierScieri) mozna w
naturalny sposob wprowadzié strukture k[G] modutu. Mianowicie niech A(g)
oznacza operator mnozenia przez §, w M zas 1(g) oznacza operator mnozenia
przez 64 w N. Wtedy przyporzadkowanie

g — Ag) ®@n(g)

zadaje reprezentacje G na M ®j N, czyli zadaje strukture k[G]-modutu.

Lemat 15.4 Jesli dla i = 1,2 \; sq¢ reprezentacjami G nad k zas x; sq od-
powiednimi charakterami to x(g) = x1(9)x2(g) jest charakterem dla A\ ® Aso.
Podobnie x(g) = x1(g9) + x2(g) jest charakterem dla Ay & As.

Dowdd: Mamy

x(9) = Tr(A1 ® Xa2(g)) = Tr(A1(g))Tr(A2(9)) = x1(9)x2(9)

Dla sumy jest podobnie. O

Z lematu wynika ze charaktery tworza polpierscien. Niekiedy wygodnie jest
rozszerzy¢ ten potpierscien do pierécienia, tzn. rozpatrzeé¢ modut nad Z genero-
wany przez charaktery modutéw prostych z naturalnym mnozeniem.

Produkt tensorowy reprezentacji czesto jest rozkladalny. W szczegolnosci w
M ® M podmodul generowany przez elementy postaci v ® v (oznaczany przez
S2(M)) jest niezmienniczy na dzialanie G. Podobnie (M @ M)/S?(M) (ozna-
czane przez A%(M)) jest izomorficzne z podmodutem (M @ M).

Bez dowodu podamy

Lemat 15.5 Jesli x jest charakterem M, 0 jest charakterem S*(M) za$ ¢ jest
charakterem A%(M) to

n(g) = (x(9)* + x(g°))/2
o(g9) = (x(9)* = x(g%))/2

16 Reprezentacje indukowane

16.1 TIloczyn tensorowy nad pierScieniem nieprzemiennym

Dotychczas rozpatrywalismy produkty tensorowe nad pierScieniem przemien-
nym. Byto to spowodowane tym ze zwykla definicja odwzorowania dwulinio-
wego prowadzi do warunku typu przemiennosci na pierscieri. Nad pierscieniem
nieprzemiennym potrzebujemy stabszy warunek. Po pierwsze rozwazamy prawy
R-modut M i lewy R-modul N. Bez dodatkowych zalozen nad piersciem nie-
przemiennym M ® N jest tylko grupa abelowa. Powiemy ze odwzorowanie 7 z
M x N w grupe abelowg W jest prawie dwuliniowe jesli spelnia nastepujace
warunki:
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e 7 jest addytywne ze wzgledu na pierwszy argument
e 7 jest addytywne ze wzgledu na drugi argument
e n(ma,n) = n(m,an)

Powiemy ze para grupa abelowa V' i odwzorowanie prawie dwuliniowe ® z M x N
w V jest iloczynem tensorowym M i N wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego
odwzorowania prawie dwuliniowego n z M x N w grupe abelowa W istnieje
doktadnie jeden homomorfizm grup abelowych ¢ taki ze

n(m,n) = ¢(m @ n)

Tak jak w przypadku pierscienia przemiennego pokazujemy ze tak okreslony
iloczyn tensorowy jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do izomorfizmu
grup abelowych.

Lemat 16.1 Wyzej okreslony iloczyn tensorowy istnieje.

Dowdd: Grupa abelowa to modul nad Z. Niech H = N ®z N gdzie Z trak-
tujemy jako podpierscien R generowany przez 1. Miech I bedzie podgrupa W
generowana przez elementy postaci (ma) ® n — m ® (an) gdzie m € M, n € N,
a € R. Bierzemy V = H/I. Latwo sprawdzi¢ ze ® jako operacjaz M x N w V
jest prawie dwuliniowe. Jak poprzednio, dla prawie dwuliniowego 7 definiuje ¢
wzorem

o(m @ n) = n(m, ).

Jako ze n jest prawie dwuliniowe to ¢ znika na I, czyli mamy dobrze zdefinio-
wany homomorfizm grup abelowych z V' w W. Okreslenie ¢ jest wymuszone
przez definicje iloczynu tensorowego czyli ¢ jest wyznaczone jednoznacznie. [J

Jesli M jest dodatkowo lewym modulem nad pierscieniem S to na M @ N
mozna wprowadzi¢ strukture lewego S modutu wzorem

s(m®n) =(sm)Qn.

Podobnie jesli NV jest dodatkowo prawym modulem nad pierécieniem S to na
M ® N mozna wprowadzi¢ strukture prawego S modulu wzorem

(m®n)s=m® (ns).

Lemat 16.2 Jesli M jest prawym S modutem, N jest lewym S modutem i
prawym R-modutem zas V jest lewym R-modutem to (M ®s N)®@pr V jest izo-
morficzne z M @s (N @r V).

Dowdd: Przez wtasnosé definicyjna. O
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Jesli pierécienn R jest przemienny to lewy R-modul mozna traktowaé jako
prawy R modut i odwrotnie. Wtedy nasza konstrukcja produktu tensorowego
nad R daje R modul i mozna sprawdzi¢ ze ® jest dwuliniowe. Podobnie dla
dwuliniowego 7 réwniez ¢ bedzie dwuliniowe. A wiec w przypadku pierScienia
przemiennego nowa definicja daje ten sam wynik co stara. Ogolniej, jesli R
zawiera w centrum pierscien przemienny S (czyli R jest algebra nad S) to w
konstrukcji wyzej mozemy zastapi¢ Z przez S: jako modut H bierzemy M ®g
N, I definiujemy jak poprzednio ale teraz jest modutem nad S iV = H/I.
Tak zbudowane V spelnia warunek definicyjny iloczynu tensorowego czyli jest
izomorficzne z iloczynem tensorowym.

Gdy M = S za$ R jest podpierscieniem S to M ma naturalng strukture
lewego i prawego S-modutu czyli tez prawego R-modutu. W takim przypadku
powyzsza konstrukcja jest nazywana rozszerzeniem skalaréw z R do S. Miano-
wicie, z R-modutu N dostajemy S modut S ® N.

16.2 Definicja i wlasno$ci reprezentacji indukowanej

W kontekscie teorii reprezentacji, gdy H jest podgrupa G to k[H] jest podpier-
§cieniem k[G] i modul otrzymany przez rozszerzanie skalarow z k[H| do k[G]
nazywamy modulem indukowanym (lub reprezentacja indukowana).

Lemat 16.3 (Indukcja etapami) Jesli U jest podgrupg H, H jest podgrupg
G zas M jest k[U] modutem to k|G| Qi) M jest izomorficzne z k[G] Qg
(k[H] @yp) M).

Dowdd: k|G| @z k[H] jest izomorficzne z k[G] za$ reszta wynika z tacznosci
iloczynu tensorowego. O

Podamy teraz bardziej konkretng konstrukcje reprezentacji indukowanej. w
przypadku gdy podgrupa H grupy G jest skoriczona. Niech M bedzie k[H|
modutem czyli reprezentacja H. Niech W bedzie przestrzenia funkcji na G o
wartosciach w M takich ze sa niezerowe tylko dla skonczenie wielu g zas V
bedzie podprzestrzenia W funkcji na G spelniajacych warunek

v(gh™") = drv(g)

gdzie mnozenie przez J; to dzialanie reprezentacji.

Mozna sprawdzié ze V jest podprzestrzenia dopetnicza do I (tu istotne jest
ze H jest skonczone) gdzie I jest podprzestrzenia W generowana przez elementy
ktorych warto$é w g jest dana wzorem

w(gh™") = dhw(g)

gdzie w € W jest dowolny.
Zauwazmy teraz ze W jest izomorficzne z k[G] @k M za$ I jest podmodutem
z konstrukeji iloczynu tensorowego. Dokladniej, w k[G] mamy

5g0s = by
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co daje
(v85)(g) = v(gs™")

A wiec rzeczywiscie I to podprzestrzen z definicji iloczynu tensorowego. Te-
raz V jest izomorficzne z W/I, czyli faktycznie V' daje nam iloczyn tensorowy
K[G] ®j[g) M. Podobnie jak dla I sprawdzamy ze

(64v)(h) = v(g~"h)

co daje jawnie dzialanie G w przestrzeni reprezentacji indukowane;j.

Ogolniej, jako V' mozna wziasé¢ przestrzen funkcji na G o wartosciach w M
ktore sa niezerowe tylko na skoriczenie wielu warstwach gH.

Druga konstrukcja reprezentacji indukowanej pozwala pokaza¢ ze ma ona
dodatkowa wlasnosé. Mianowicie, rozwazmy podzial G na warstwy lewostronne
wzgledem podgrupy S. Przestrzen warstw oznaczamy przez G/S. Wtedy jesli
01,09 € G/S, przy ustalonym g € G dla pewnego u € o7 mamy gu € oy to
dla dowolnego u € o1 mamy gu € gs. A wiec biorac jako V, podprzestrzen V
sktadajaca sie z funkcji ktore sg zerem poza warstwa o mamy 6(g)V,, = Vo,.
Innymi stowy G permutuje przestrzenie V,,. Ponadto

V =6,V,.

Dodatkowo, warunek natozony na V' oznacza ze reprezentacja S w przestrzeni
V. jest réwnowazna z wyjSciowa reprezentacja M.

Lemat 16.4 Niech bedzie dana reprezentacja A grupy G na W, W = @, W, i
G tranzytywnie permutuje przestrzenie W,. Ustalmy pewne og i niech

S={g€G:5,Wy, =Wy}

Wtedy reprezentacja na W jest izomorficzna z reprezentacjq indukowang z re-
prezentacji S na W, .

Dowdd: Zauwazmy ze poniewaz G tranzytywnie permutuje przestrzenie W,
to zbior ¢ mozna utozsamié ze zbiorem warstw lewostronnych G/S. Oznaczmy
przez 7 dziatanie reprezentacji indukowanej na V. Zdefiniujemy odwzorowanie
liniowe ¢ z W do V. Robimy to dla kazdej podprzestrzeni W, z osobna. Niech
u € o. Bierzemy

¢(z) = n(wA(u)z
dla x € W,. Ten wzér ma sens bo A\(u=1)z € W, = V.. Wida¢ ze ¢(z) € V.
Jesli us jest innym elementem o to

(us)A((us)™") = n(u)n(s)A(s™HAu™)

Lecz na W, = V, dla s € S dzialania 1 i A sa réwne, czyli n(s)A(s7!) to
identycznosé i wartosé ¢ nie zalezy od wyboru u. Jesli g € G to biorac gu jako
reprezentant go mam

d(A(g)z) = n(gu)A((gu) " A(g)z = n(g)n(w)A(u"")A(g~")A(9)z
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= n(g)n(wA(u")z = n(g)é(x)

czyli ¢ zadaje homomorfizm reprezentacji (operator splatajacy). Lecz z okre-
Slenia wida¢ ze ¢ na kazdym W, jest izomorfizmem przestrzeni liniowych czyli
skoro W i V sg sumami prostymi to ¢ jest izomorfizmem przestrzeni liniowych.
czyli jest izomorfizmem (réwnowaznoscia) reprezentacji. O

Lemat 16.5 Niech N bedzie abelowym dzielnikiem normalnym w G. Niech x
bedzie charakterm N. Niech M oznacza podgrupe G sktadajgcq sie z elementow
takich ze x(g7'ng) = x(n) dla wszystkich n € N. Wtedy x rozszerza sie do
charakteru M ktory rowniez ozanczymy przez Xx. Niech 8 bedzie reprezentacjq
nieprzywieding M trywialng na N. Wtedy reprezentacja indukowana z produktu
tensorowego x @0 (ktory tu redukuje sie do zwyktego mnozenia) jest nieprzywie-

dlna. Ponadto kazda reprezentacja nieprzywiedina G jest takiej postaci.
Dowéd zostawiam jako ¢wiczenie.

Lemat 16.6 Jesli R jest zbiorem reprezentantow G/S, x jest charakterem re-
prezentacji S na M rozszerzonym przez 0 na G, zas n jest charakterem repre-
zentacji indukowanej to

:ZX Lor) SZ x(u"tgu)
rcR ‘ |u€G

Dowdd: Niech V' = @4,.M bedzie przestrzenia reprezentacji indukowanej. Za-
uwazmy ze albo §46,M = 6, M albo §46,M N6, M = {0}. W drugim przypadku
podprzestrzen 6,.M daje zerowy wktad do sladu. W pierwszym mamy

Te(8g)s, 31 = Te(8,-1058,)|ar = Te(d,-14r)[ar = x (1~ gr).

Przy tym w pierwszym przypadku r~lgr € S, w drugim r~tgr ¢ S, czyli
x(r~tgr) = 0. A wiec

n(g) =Te(d) = Y Te(@o)lsn= Y, x(r~ Zx Lgr)

rir—lgresS rr—lgreS

co daje pierwsza réownos$¢. Druga wynika z pierwszej zapisujac elementy u € G
w postaci u = rs i sumujac najpierw po s:

S0 = X S ) = 0 an) = 51 )
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17 Reprezentacje indukowane a charaktery

Funkcje ¢ na G nazywamy centralna jesli dla dowolnego u € G mamy ¢(g) =
¢(u~tgu). Jak pokazalismy wczeéniej charaktery sa funkcjami centralnymi.

Niech S bedzie podgrupa grupy skoriczonej G. Dla funkeji centralnej ¢ na
S oznaczymy przez Ind(¢) (lub Indg(qﬁ) jesli trzeba zaznaczy¢ grupy) funkcje
zadana wzorem

Ind(¢)(g) = > x(r~ m~|a2x 'gs)

reR seG

gdzie R jest zbiorem reprezentantow dla G/S. Jako ze ¢ jest funkcja centralna
x(r~tgr) nie zalezy od wyboru reprezentanta r dla warstwy lewostronnej, czyli
Ind(¢) jest dobrze zdefiniowane. Ponadto Ind(¢) jest funkcja centralna: dla u €
G zbiér {ur : r € R} jest tez zbiorem reprezentantéw dla warstw, wiec

Ind(@)(u " gu) = 3 x(r~u gur) = 37 x((ur) " g(ur)

reER rT€ER
=Y x(rlgr) = Ind(¢)(9).
reR

Definiujemy réwniez operacje Res ktora jest ograniczeniem funkcji z G do S,
tzn. dla ¢ bedacego funkcja na G funkcja Res(¢) jest funkcja na S idla s € S

mamy ¢(s) = Res(¢).

Lemat 17.1 (Prawo wzajemnos$ci Frobeniusa) Jesli v jest funkcjq centralng na
S zas ¢ jest funkcjq centralng na G to

(¢, Res(¢)) = (Ind(v), ¢)

Oznaczmy przez R(G) pierécien z mnozeniem punktowym generowany przez
charaktery. Elementy R(G) nazywamy charakterami wirtualnymi.

Lemat 17.2 (Twierdzenia Artina) Kazdy element ¢ € R(G) jest wymierng
kombinacjq liniowg charakterow indukowanych z podgrup cyklicznych. Doktad-
niej, |G|o jest catkowitq kombinacjg liniowq charakteréw indukowanych z pod-
grup cyklicznych.

Dowdd: Pokazemy to w kilku krokach.
Krok 1: Wystarczy pokazaé¢ wynik dla charakteru trywialnego. Mianowicie,
zakladajac ze

G|l = Z kiInd(x;)

mamy

Gl =G| 19 = kapInd(x;) = > _ kilnd(Res(¥)x:))
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Res(¥)x; jako produkt charakterow jest charakterem. Charaktery grupy cyklicz-
nej mozna przedstawi¢ jako sume charakteréow jednowymiarowych, czyli

Res(¢)xi = >_L;x;
7

co oznacza ze 1 jest sumg charakterow indukowanych z charakteréw podgrup
cyklicznych. A wiec wystarczy pokazacé ze |G| jest catkowitoliczbowa kombinacja
liniowa charakteréw indukowanych z charakteréw podgrup cyklicznych.

Krok 2. Niech g € G. Niech C bedzie grupe cykliczng generowang przez g.
Niech ac(u) = 1 dla u bedacych generatorem C' i ac(u) = 0 poza tym. Niech
N¢ bedzie normalizatorem C, tzn. No = {s € G : s7'Cs C C}. Dla s ¢ N¢
mamy s 1gs ¢ C czyli ac(s7lgs) = 0, zas dla s € N¢ element s~ lgs jest
generatorem C, czyli ac (s tgs) = 1. A wiec

Ind(ac)(g) Z ac(s™tgs) Z ac(s™tgs) M
aEp> " X |

czyli dla u w sprzezonych z generatorem C' mamy

|GI|C
|Ne|

Ind(ac)(u) = |G|

za$ dla pozostatych v mamy Ind(a¢)(u) = 0. Niech U bedzie zbiorem reprezen-
tantéw klas sprzezonosci podgrup cyklicznych G. Wtedy dla kazdego u € G

> 1 agac)w) =

ceu [Nel

Mianowicie, u generuje dokladnie jedng podgrupe cykliczna i ta podgrupa jest
sprzezona z dokladnie jednym elementem U, a wiec przy ustalonym u w su-
mie wyzej dokladnie jeden sktadnik jest niezerowy. Oczywiscie |G||C|/|N¢| jest
liczba catkowita.

Krok 3. Na mocy poprzedniego kroku wystarczy pokazaé ze ac jest kom-
binacja liniowa z catkowitoliczbowymi wspotczynnikami charakteréw podgrup
(sita rzeczy cyklicznych) C. Jesli |C| = 1] mozna zapisaé jako produkt | = km
z wzglednie pierwszymi k i m, to C' = C7 x Cy jest produktem grup, C; = k,
Cy = m. Mamy ac = ac¢,ac, gdzie ac, jest rozszerzeniem ac,; na produkt
zgodnie ze wzorem ac, (g1, 92) = ac,(g:;). W podobny sposéb mozna rozszerzaé
charaktery. Indukcyjnie mozemy zaktadaé¢ ze wynik jest prawdziwy dla mniej-
szych grup cyklicznych, czyli ze zachodzi dla C;. Wtedy ac, jest kombinacja
charakteréw, rozszerzenie charakteréw do produktu oznacza ze réwniez ac, jest
kombinacja charakteréow i w koricu a¢ jako produkt jest kombinacja charakte-
TOW.

Krok 4. Teraz wystarcza rozwaza¢ C' z moca postaci pF gdzie p jest liczba
pierwsza. Elementy C nie bedace generatorami tworza podgrupe H mocy p*~1.
A wiec a¢ jest roznica charakteru trywialnego C' i charakteru trywialnego H.
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Komentarz: Powyzej wystarczy wziasé tylko maksymalne podgrupy cykliczne.
Ponadto wystarczy wziasé tylko jeden reprezentant w klasie sprzezonosci pod-
grup cyklicznych. Dla grupy SL(2, ¢q) oznacza to ze wystarcza trzy albo cztery
podgrupy: podgrupa macierzy diagonalnych, podgrupa mocy ¢ + 1 sktadajaca
si¢ z macierzy diagonalizujacych si¢ nad F(¢?) i jedna lub dwie podgrupy ge-
nerowane przez elementy typu —N (jesli kazdy element F'(p) jest kwadratem
w F(q) to potrzebne sa dwie podgrupy, w przeciwnym razie wystarcza jedna).
Bezposredni rachunek pokazuje ze faktycznie wystarczy jedna podgrupa typu
—N. Przy tym dla q bedacego potega otrzymuje sie wielokrotnosci charakteréw
indukowanych z N. Jako ze charaktery odpowiednich reprezentacji nieprzywiedl-
nych nie pojawiaja si¢ w innych reprezentacjach to wida¢ ze potrzeba dzielenia
by otrzymaé¢ wszystkie charaktery. Patrzac na charaktery indukowane z pod-
grupy mocy ¢+ 1 widaé ze potrzebne jest odejmowanie by otrzymacé charaktery
nieprzywiedlne.

Lemat 17.3 Charaktery grupy S(n) permutacji zbioru n-elementowego przyj-
mujg wartosci catkowite wymierne.

Dowdd: Charaktery przyjmuja wartosci bedace catkowitymi liczbami alge-
braicznymi. A wiec trzeba pokaza¢ ze wartosci sa wymierne (catkowita liczba
algebraiczna ktora jest wymierna jest liczba catkowita). Na mocy twierdzenia
Artina wystarczy pokazaé¢ ze charaktery indukowane z podgrup cyklicznych sa
wymierne. Pokazemy to w kilku krokach.

Krok 1. Jesli g jest generatorem podgrupy cyklicznej i ma wiecej niz jeden
cykl w rozkladzie na cykle rozlaczne mozemy uzy¢ indukcje etapami. Mianowicie
rozwazamy podgrupe S(n) ktoéra zachowuje cykle g jako zbiory. Ta podgrupa
jest produktem grup G. permutacji elementéw cyklu c. Robiac indukcje eta-
pami wida¢ ze wystarczy pokazaé¢ wynik dla G, czyli mozna zakladaé ze g jest
pojedynczym cyklem.

Krok 2. Jesli generator g jest cyklem dlugosci [ ktora mozna zapisaé jako
produkt [ = km z wzglednie pierwszymi k i m to g mozna potraktowaé jako per-
mutacja produktu zbioréw k elementowego i m elementowego, tak ze g dziala
po sktadowych jako cykl dtugosci k£ i cykl dtugosci m. Znowu robimy induk-
cje etapami, najpierw w produkcie grup permutacji zbioru k elementowego i m
elementowego, a potem do permutacji zbioru I elementowego. Indukcja w pro-
dukcie daje produkt charakteréw, wiec to sprowadza problem do cyklu ktoéry
jest potega liczby pierwszej.

Krok 3. Niech cykl g dlugosci p* gdzie p jest liczba pierwsza bedzie gene-
ratorem podgrupy cyklicznej C'. Elementy C ktoére nie sa generatorami tworza
podgrupe H mocy p*~'. Jesli h € Hiu 'hu € C to u™'hu nie jest generatorem
C, czyli u=thu € H. Ponadto obciecie charakteru C do H jest charakterem H.
A wiec z wzoru na charakter indukowany wynika ze charakter indukowany na
klasie h z H bedzie wielokrotnoscia charakteru indukowanego z C. Czyli przez
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indukcje po k wystarczy pokazaé ze charakter indukowany na klasie generatora
jest wymierny.

Krok 4. Niech g bedzie generatorm podgrupy cyklicznej C mocy p* zas x be-
dzie charakterem C. v~ !gu € C oznacza ze v~ !gu jest generatorem C. Z wzoru
na charakter indukowany wynika ze charakter indukowany jest wielokrotnoscia
sumy warto$ci y na generatorach. Zauwazmy ze suma wartosci y po catym C
jest wymierna bo jesli x jest charakterem trywialnym to jest to liczba calko-
wita, jesli x jest nietrywialny jest to wielokrotnosé sumy pierwiastkow z 1 ktora
wynosi 0. Suma wartoéci x na generatorach to réznica sumy wartosci x na C
i sumy wartosci x na elementach nie bedacych generatorami. Ale elementy nie
bedace generatorami tworza podgrupe H, x obciete do H jest charakterem H,
czyli suma po H jest wymierna. O

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Méwimy ze element g € G jest p-elementem
jeslirzad g jest potega p. Mowimy ze g jest p-regularny jesli rzad p jest wzglednie
pierwszy z p.

Mowimy ze podgrupa grupy G jest p-elementarna jesli jest produktem grupy
cykliczniej rzedu wzglednie pierwszego z p i podgrupy rzedu bedacego potega p
(p-podgrupy).

Uwaga: p-podgrupa moze by¢ nieprzemienna. Jednakze z definicji produktu
grup elementy grupy cyklicznej i p-podgrupy musza komutowaé w podgrupie
p-elementarne;j.

Lemat 17.4 (Twierdzenia Brauera) Kazdy element R(G) jest kombinacjq li-
niowq z catkowitymi wspotczynnikamsi charakterow jednowymiarowych podgrup
p-elementarnych (z dowolnym p).

Dowdd lematumOZna znalezé w literaturze, np. [I]| paragraf 10 rozdziatu
XVIII dowod Twierdzenia 15, lub [2] paragrafy 12.6 1 12.7.

Uwaga: Istnieja nieprzemienne p-grupy. Takie grupy musza mieé¢ reprezen-
tacje nieprzywiedlne wymiaru wiekszego niz 1, a wigec w twierdzeniu Brau-
era trzeba uwzglednia¢ charaktery podgrup. Innymi stowy, w przeciwienstwie
do twierdzenia Artina nie mozna sie ograniczy¢ do maksymalnych podgrup p-
elementarnych.

Uwaga: W praktyce przy wyznaczaniu klas sprzezonosci elementow row-
niez mozna wyliczy¢ komutant (a przynajmniej jego moc). Czesto podgrupy
p-elementarne sa maltymi rozszerzeniami podgrup cyklicznych i tatwo je wyli-
czy¢. Wtedy stosowanie twierdzenia Brauera wymaga podobnego wysitku jak
twierdzenie Artina a daje mocniejszy wynik. Ale czasami p-podgrupy sa duze i
skomplikowane.

Przyklad: Niech ¢ i r beda liczbami pierwszymi takimi ze r dzieli ¢ — 1 (up.
r =3, q="7). Wtedy istnieja a # 0 takie ze " = 1 modulo ¢ (a = 2 dziata
dlar =3, ¢ = 7). A wiec mnozenie przez a daje automorfizm Z, ktoérego r-ta
potega jest identycznoscia. Uzywajac ten automorfizm mozemy zbudowaé pro-
dukt poétprosty G = Z, x Z,;. G ma dwie wyrdznione podgrupy: obraz Z, ktéry
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oznaczymy przez () oraz obraz Z, ktéry oznaczymy przez R. () jest podgrupa
normalng. Dowolny element G — @) generuje podgrupe sprzezona z R. A wiec
wlasciwe podgrupy G sa cykliczne, samo G nie jest grupa p-elementarng dla
zadnego p. Lemat [[7.4] moéwi wiec ze dowolny charakter G jest kombinacja li-
niowa o wspoétczynnikach z Z charakteréw indukowanych z podgrup cyklicznych,
oczywiscie jest to mocniejszy wynik niz dany przez lemat Zobaczmy jeszcze
jak przedstawi¢ charakter trywialny G jako Z-liniowa kombinacje charakterow
indukowanych z podgrup cyklicznych.

Minus suma charakteréw indukowanych z nietrywialnych charakterow R daje
1ma G—Q, —(r—1)¢g w e 10 poza tym. Charakter indukowany z nietrywialnego
charakteru y grupy @ daje sume po orbicie dzialania R na y. Biorac minus
sume z charakteré6w indukowanych z reprezentow orbit dostaniemy minus sume
nietrywialnych charakterow @, czyli 1 na Q — {e}, —(¢ — 1) w e i 0 poza tym.
Dodajac te dwie sumy dostaniemy 1 na G—{e}i—(r—1)¢g—(¢g—1) = —rqg+1w
e, czyli trzeba jeszcze skorygowaé warto$é w e. Suma charakteréow indukowanych
z charakteréw R to rq w e i 0 poza tym. Dodajac to do powyzszego dostaniemy
1 na calym G.

Lemat 17.5 Kazda reprezentacja nieprzywiedina grupy nilpotentnej G jest in-
dukowana z jednowymiarowej reprezentacyi podgrupy.

Dowdd. Dowdd przez indukcje ze wzgledu na moc G. Niech A bedzie reprezen-
tacja nieprzywiedlna G na przestrzeni W. Jesli A nie jest wierna to istnieje
nietrywialna podgrupa H C G taka ze A obciete do H jest trywialne. Wtedy
H jest dzielnikiem normalnym zas reprezentacja jest ztozeniem homomorfizmu
ilorazowego 7 z G na G/H z reprezentacja n grupy G/H. G/H ma mniej ele-
mentow niz G wiec z zalozenia indukcyjnego istnieje podgrupa N C G/H i re-
prezentacja jednowymiarowa ¢ grupy N takie ze n jest indukowana z ¢. Wtedy
\ jest indukowana z reprezentacji ¢ o m podgrupy 7~ 1(N), co daje wynik w tym
przypadku.

A wiec mozna zakladaé ze A jest wierna. Grupa nilpotentna ma nietrywialne
centrum Z. Jesli Z = G to G jest przemienna i reprezentacje G sg jednowymia-
rowe, co daje wynik. W przeciwnym razie niech h bedzie elementem G ktory
przy odwzorowaniu ilorazowym z G w G/Z przechodzi na nietrywialny element
centrum G/Z. Niech H bedzie podgrupa G generowang przez Z i h. H jest
przemienna i jest dzielnikiem normalnym G. Mianowicie niech g € G. Z wyboru
h mamy ghZ = hgZ, czyli h~1g~'hg € Z co implikuje g~ *hg € H. Oczywi-
§cie dla z € Z mamy g~ ‘29 € Z C H co oznacza ze dzialanie automorfizmow
wewnetrznych na generatory H daje elementy H, czyli H faktycznie jest dzielni-
kiem normalnym. Mozna wiec zastosowaé lemat z ktérego wynika ze A jest
indukowana z reprezentacji x ® 8 podgrupy M C G. Gdyby M = G to charakter
X z lematu bylby niezmienniczy na automorfizmy wewnetrzne. Ale h ¢ Z
totez dla pewnego g € G mamy h=tg=thg € Z — {e}. Jako ze ) jest wierna i na
Z ) jest wielokrotnoscia x, to x(h~tg~'hg) # 1, czyli x(h) # x(g~'hg) czyli
g & M. A wiec M jest nietrywialna podgrupa i z zalozenia indukcyjnego x ® 6
jest indukowane z jednowymiarowej reprezentacji ¥ pewnej podgrupy M. Ale
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wtedy na mocy lematu o indukowaniu etapami A jest indukowana z . [J

Lemat 17.6 Kazda reprezentacja nieprzywiedlna grupy p-elementarnej jest in-
dukowana z jednowymiarowej reprezentacyi podgrupy.

Dowdd: Grupa p-elementarna jest produktem grupy cyklicznej C' i p-grupy N.
Reprezentacja p produktu C' x N jest produktem tensorowym reprezentacji nie-
przywiedlnych n grupy C'i reprezentacji ¢ grupy N. Jako ze C jest cykliczna to n
jest jednowymiarowa. Wystarczy wiec pokazaé ze ¢ jest indukowana z jednowy-
miarowej reprezentacji ¥ podgrupy M bo wtedy p jest indukowana z produktu
tensorowego 1 ® 1 ktory jest jednowymiarows reprezentacja C' x M.

A wiec wystarczy pokazaé lemat w przypadku gdy G jest p-grupa. Wiadomo
ze p-grupa jest nilpotentna. A wiec wynik otrzymujemy z lematu O

Dla grupy SL(2, q) z opisu komutantéw elementow widaé ze jesli sktadnik cy-
kliczny zawiera nietrywialng klase sprzezonoéci to cata podgrupa p-elementarna
bedzie albo cykliczna albo bedzie podgrupa N. Wida¢ ze wymienione podgrupy
sa p-elementarne. Dla nieparzystego ¢ moc SL(2,q) jest podzielna przez 8, a
wiec SL(2,q) zawiera nieprzemienng 2-podgrupe.

Jesli dla kazdego g € G mamy rownosé ¢ = e 1 m jest najmniejsza liczba
catkowita o tej wlasnosci to m nazywamy wykltadnikiem G.

Lemat 17.7 Niech m bedzie wyktadnikiem G i cialo k charakterystyki 0 za-
wiera pierwiastek pierwotny stopnia m z 1. Dowolng reprezentacje G mozna
zrealizowaé nad k.

Dowdd: Charaktery grupy G przyjmuja wartosci w k. Jesli K jest wiekszym
cialem, W jest K[G] modulem to oznaczmy przez ¢ charakter W. Na mocy

twierdzenia Brauera
¢ =Y n,Ind(¢;)

gdzie ¢; sa jednowymiarowymi charakterami podgrup p-elementarnych. Modut
N; odpowiadajacy charakterowi jednowymiarowemu ¢; oczywiScie mozna zre-
alizowac¢ nad k. Oznaczmy przez Ind(N;) modut indukowanym z N;. Oczywiscie
rowniez Ind(N;) mozna zrealizowa¢ nad k. A wiec Ind(N;) jest suma prosta ko-
pii k[G]-moduléw prostych M;. Niech y; bedzie charakterem M;. Istnieja liczby
catkowite k; ; takie ze

Ind(¢;) = Z kjixi-

Wtedy

Y= an(z kjixi) = Z(Z nik;ji)Xi

j i
Z rozktadu kanonicznego wynika ze suma |G| kopii W jest suma prosta M;,
czyli |G|v jest kombinacja liniows, y; o wspolczynnikach bedacych nieujemnymi
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liczbami catkowitymi. Lecz x; sa liniowo niezaleznie nad Q wiec przedstawie-
nie 1 jako kombinacji liniowej x; jest jednoznaczne, wiec ¢; = Zj n;kji sa
liczbami dodatnimi. Jako sumy liczb calkowitych sg catkowite. A wiec W jest

izomorficzne z rozszerzeniem skalarow
¢
@i @1 Mi

czyli M mozna zrealizowaé¢ nad k. O

18 Reprezentacje charakterystyki skonczonej

W przypadku gdy charakterystyka p ciala nie dzieli mocy grupy i ciato jest do-
statecznie duze teoria w charakterystyce p jest izomorficzna z teorig w charak-
terystyce 0. Dokladniej, niech m bedzie wyktadnikiem G, tzn. taka najmniejsza
liczba calkowita dodatnia ze dla kazdego g € G mamy g™ = e. Pokazaliémy ze
wtedy kazda reprezentacja grupy G daje sie zrealizowa¢ nad cialem K = Q(e,,)
gdzie e,, jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia m z 1. Niech A bedzie podpier-
Scieniem w K skladajacym sie z elementow caltkowitych nad Z i niech m bedzie
idealem maksymalnym w A zawierajacym p. Wtedy pierécieni ilorazowy A/m
jest cialem F' charakterystyki p zawierajacym pierwiastek pierwotny stopnia e,
z 1.

Niech B bedzie podpierécieniem K sktadajacym sie z elementéw ktére mozna
zapisa¢ jako utamek z mianownikiem nie nalezacym do m. Redukcja modulo m
jest dobrze zdefiniowana na B (jest to najwiekszy podpierscien K na ktérym
redukcja modulo m jest dobrze zdefiniowana). B jest tak zwanym pier§cieniem
lokalnym. Co istotniejsze B jest pierscieniem idealéw gléwnych.

Lemat 18.1 Niech k bedzie ciatem zas R bedzie pierscieniem takim zZe k jest
ciatem utamkow R. Niech p bedzie reprezentacjg grupy skonczonej G na skornicze-
nie wymiarowej przestrzeni wektorowej V nad k. Wtedy V zawiera skoniczenie
generowalny R modut W ktory generuje V nad k.

Dowdd: Niech B bedzie baza V. B jest zbiorem skonczonym. Definiujemy S

wzorem
S = U p(B).
geG

Jako ze G jest skoriczona to réwniez S jest zbiorem skoriczonym. Jako W bie-
rzemy podmodul V traktowanego jako R-modutl generowany przez S. Oczywi-
Scie W jest skoncznie generowalny. Jako ze W zawiera B to W generuje V nad
k. O

Bez dowodu przypomnijmy znany fakt z algebry:
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Lemat 18.2 Niech R bedzie pierscieniem ideatow gtownych zas k ciatem utam-
kow R. Kazdy podmodut modutu wolnego nad R jest modutem wolnym. Jesli W
jest skoniczenie generowalnym modutem beztorsyjnym nad R (np. W jest pod-
modutem przestrzeni wektorowej nad k) to W jest modutem wolnym. Jesli Wy
1 Wa sq skoriczenie generowanymi podmodutami nad R przestrzeni wektorowej
V nad k takimi ze kW; = V to istniejg elementy a € K, b € R takie ze
abWy Cc Wy C aW7.

Pierécieri A zdefiniowany wyzej zwykle nie jest pierScieniem idealoéw glow-
nych. Jednakze tatwo mozna to poprawié¢ uzywajac wiekszy pierscien. Niech B
bedzie podpierscieniem K skladajacym sie z elementéw ktore mozna zapisaé
jako utamek z mianownikiem nie nalezacym do m. Redukcja modulo Bm jest
dobrze zdefiniowana na B (jest to najwickszy podpierscienn K na ktorym re-
dukcja modulo m jest dobrze zdefiniowana). B jest tak zwanym pierscieniem
lokalnym. Co istotniejsze B jest pier§cieniem ideatéow gtownych. Przy tym w B
istnieje jedyny z doktadnoscia do stowarzyszenia (czyli mnozenia przez elementy
odwracalne w B) element pierwszy 7 taki ze Bm = Br. Przy tym kazdy ele-
ment b € B mozna zapisaé¢ jednoznacznie jako b = ur! gdzie | > 0, [ € Z, zas u
jest elementem odwracalnym w B.

Lemat 18.3 Niech M bedzie skoticzenie generowalnym K[G| modutem gdzie G
jest grupg skoriczong zas p, K, B i F' jest jak wyzej. Zakladamy ze p nie dzieli
mocy G. W M wybieramy B[G]-podmodut E ktory generuje M jako przestrzen
wektorowqg nad K. Niech E bedzie F[G]|-modutem otrzymanym przez redukcje
modulo Bm. Klasa izomorfizmu E nie zalezy od wyboru E spetniajgcego warunki
wyzej.

Dowdd: Niech Ey i Fy beda dwoma réznymi wyborami dla E. Zauwazmy
najpierw ze jesli a € K zas E1 = aFs to Fy 1 Fs sa izomorficzne jako B[G] mo-
duly wiec redukcja tez daje izomorficzne moduty. Ogoélnie na mocy lematu
istnieja @ € K i b € B takie ze abE; C Eo C aF;. Bazujac na juz udowodnionej
czeéci mozna zakladaé ze a = 1, czyli bE), C Ey C E. Zapiszmy b = un! gdzie
u jest odwracalne w B. Jako ze u jest odwracalny mamy bE, = ur'E; = n'E;,
wiec wystarcza rozwazaé przypadek gdy 7' E; C Fy C E,. Najpierw rozwazmy
przypadek gdy nEy C Es C Ey. Niech T' = Ey /E5. Jako ze mFEy C E», to B[G]-
modul 7" mozna traktowac jako F[G] modul. Mamy tez ciag dokladny F[G]
modutéw:

07T = Ey—FE; —T—0

gdzie odwzorowania (strzalki) sa zadane przez inkluzje B[G] modulow. Ale
kazdy F[G] modul jest suma prosta moduléw prostych, przy tym skladniki
proste sa wyznaczone jednoznacznie. A wiec ciag doktadny wyzej prowadzi do
izomorfizméw

Im(Eg)@TWEl, T@Im(Eg) @EQ,

gdzie Im(E'g) oznacza obraz Eg i konsekwentnie E~’1 jest izomorficzne z E'g co
daje wynik w przypadku gdy nFE; C Fo C Ej.
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Wynik w przypadku n!E; C E, C E; pokazemy przez indukcje ze wzgledu
na [. Pokazaliémy juz wynik dla [ = 1, wiec trzeba jeszcze pokaza¢ wynik dla
I+ 1. Czyli zaktadamy ze 7t1E, € Ey C Ey. Niech E5 = Ey + p'E;. Mamy
p'Ey C E3 C Ei, czyli z zalozenia indukcyjnego E5 jest izomorficzne z Ej.
Mamy tez mEh3 = why +7Tl+1E1. Jako ze 7Tl+1E1 C Ey tomE3 C Ey C E3. Na
mocy przypadku [ = 1 modut E» jest izomorficzny z E5. Ale Es jest izomor-
ficzny z Ey, czyli Es jest izomorficzny z ;. ]

Uwaga: Wynik powyzszego lematu zachodzi dla ogoélniejszych cial K. Po
zamianie sformutowania pozostaje on prawdziwy dla dowolnych p. Dokladniej,
dla danych E; i Ej istnieje F[G]-modul N taki ze E; @ N jest izomorficzne z
Ey @ N.

Lemat 18.4 Niech M bedzie K[G| modutem prostym za$ K, B, G, p i E bedg
jak w poprzednim lemacie. Wtedy E jest F|G] modutem prostym.

Dowdd: Jesli M ma nad K wymiar [ to E ma wymiar [ nad F. M wystepuje
z krotnoscig [ w K[G], wiec E tez wystepuje z krotnoscia [ w F[G]. Mianowicie,
uzywajac o4, z g € G jako baze B-modultu redukcja K[G] daje F[G]. Ale na
mocy lematu inne B-moduly generujace K[G] nad K daja izomorficzna
redukcje. W szczegolnosci mozna roztozyé K[G] na K[G]-moduly proste i w
kazdym z moduléw prostych M; wybra¢ B[G] modul E; generujacy M; nad
K. Suma prosta kopii F; daje B[G]-modul zawarty w K[G] i generujacy K[G]|
nad K. Wida¢ ze redukcja sumy prostej daje sume prosta, czyli E pojawi sie w
redukcji z krotnoscia [.

Skoro E wystepuje w F[G] z krotnoscia | to sktadniki nieprzywiedlne E
wystepuja w F[G] z krotnoscig co najmniej I. A wiec na mocy twierdzenia Wed-
derburna dowolny niezerowy skladnik nieprzywiedlny E musi mie¢ wymiar co
najmniej {. Jako ze E ma wymiar [ oznacza to ze E jest modutem prostym. [

Lemat 18.5 Redukcja modulo m zadaje wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é
miedzy charakterami reprezentacji nieprzywiedinych G nad K i charakterami re-
prezentacji nieprzywiedinych G nad F.

Dowdd: Liczac slad w bazie odpowiedniego modutu widaé ze redukcja cha-

rakteru jest charakterem redukcji modutu. Czyli wynik jest prostym wnioskiem
z Lematu [I8.4] 0

19 Dodatek, krétko o grupach krystalograficznych

Idealny krysztal to periodyczna kolekcja atoméw. Interesuja nas symetrie krysz-
tatu. Fizycznie najwazniejsze sa krysztaly w przestrzeni tréjwymiarowej. Mate-
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matycznie mozemy rozwazaé¢ dowolne R™ jako przestrzen. Z definicji symetriami
sg przesuniecia o okresy co daje Z™ jako podgrupe grupy symetrii G. Jest to
podgrupa normalna. Iloraz H grupy G przez Z™ jest grupa skonczona. Dzia-
tanie G na Z™ przez automorfizmy wewnetrzne daje reprezentacje H na Z".
Przy tym jest to reprezentacja wierna, bo przeksztatcenie afiniczne komutujace
z przesunieciami jest samo przesunieciem.

Pierwszym krokiem do wyznaczenia mozliwych grup symetrii jest wyznacze-
nie grup skoriczonych ktére maja wierna reprezentacje na Z".

Tradycyjne podejscie dla R? wygladato nastepujaco:

e wyznaczenie grup majacych reprezentacje na R3
e sprawdzenie ktore z nich maja reprezentacje na Z3
e wyznaczenie klas réwnowaznosci reprezentacji na Z3

Znajac reprezentacje pozostawalo wyznaczy¢ mozliwe struktury G, co we
wspoélczesnym jezyku sprowadza sie do policzenia odpowiednich grup homologii
H.

Wyniki tej analizy sa dosé dtugie i dostepne w ksiazkach, nie bedziemy ich
tu powtarzac.

Jest prosta sztuczka ktoéra pozwala uzyskaé istotna informacje o grupie H.
Mianowicie H zachowuje 2Z"™ co prowadzi do reprezentacji H nad Zs (mozna tez
wzias¢ inna liczbe pierwsza). Jadro tego homomorfizmu jest grupa rozwiazalna.
Dla n = 3 obraz to podgrupa grupy SL(3,2). Grupa SL(3,2) jest grupa prosta —
mozna pokazaé ze jest ona izomorficzna z ilorazem grupy SL(2, 7) przez centrum.
Jednak obraz H musi byé¢ wlasciwa podgrupa SL(3,2) ktora jest rozwiazalna.
Taki argument pozwala to pokazaé¢ ze dla Z3 cale H jest rozwiazalne.
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