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1 Wstep

W artykule tym przedstawiono algorytm rozwiazywania ukladéw réwnan linio-
wych postaci

Az =y

gdzie A € M,,»n(R) jest (znana) macierzg wymiaru n x n o elementach z pier-
§cienia wielomianéw v zmiennych catkowitych R = Z[X1, Xo,..,X,], y € F"
jest (znanym) wektorem o elementach z tego pierscienia, natomiast x € F™ jest
szukanym wektorem. Zakltadamy dodatkowo, ze wielomiany bedace elementami
x sg rzadkie (por. Def 4.1).

Algorytm ten oparty jest o metode Zippela [1] i w konsekwencji jest algorytmem
probabilistycznym i, po niewielkiej modyfikacji, modularnym.

2 Lemat Zippela-Schwartza

Lemat 2.1 (Lemat Zippela-Schwartza) Niech p(z1,...,x,) bedzie niezero-
wym wielomianem n zmiennych stopnia d nad ciatem F. Niech S bedzie skoriczo-
nym podzbiorem F oraz niech ri,...,7T, bedg losowymi elementami z S, wtedy:

d
P ) =0] < =
r[p(rl, ) T ) ]— |S‘

Dowod:

Dowdd lematu przeprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 wie-
lomian p moze mieé¢ co najwyzej d zer, co daje podstawe indukcji. Zalézmy
teraz, ze lemat ten zachodzi dla wszystkich wielomianéw nad n — 1 zmien-
nymi. Mozemy wtedy zapisa¢ p jako wielomian zmiennej x1: p(ay,...,2,) =
Zf:o dpi(za,. .. 20).

Poniewaz p jest niezerowy, to istnieje takie ¢ dla ktérego p; jest niezerowy. Wez-
my najwieksze takie ¢. Wtedy deg p; < d — i. Wybierzmy teraz losowo elementy

ro,...,Tn 2z S. Z hipotezy indukcyjnej mamy: Pr[p;(re,...,r,) = 0] < ‘fgll




Jezeli pi(ra,...,mn) # 0, to wtedy p(z1,r2,...,7,) ma stopien i, a wiec

Pr[p(ri,72,...,mn) = 0|Pi(ra,...,r,) # 0] < ﬁ

Mamy wiec:

Prlp(ri,72,...,m) =0] =
= Pr[Pi(ra,...,r) = 0] Pr[p(ri,ra,...,m) = 0| Pi(ra,...,rs) = 0]+

+Pr[Pi(re,...,mn) # O] Pr[p(ri, 72, ..., 70) = 0| Pi(r2,...,1) # 0] <

d—i i
< Pr[Pi(re,...,rn) = 0]4+Pr[p(ri,ra,...,7n) = 0|Pi(ra,...,ry) #0] < W—i—@ = —
O
Fakt 2.1 (Chinskie Twierdzenie o Resztach) Uktad kongruencji
r=c¢; mod mq,
T =cy mod ms,
r=c¢, mod my,,
gdziemy, ..., my, sq parami wzglednie pierwsze, a ci,...,cy $¢ dowolnymsi liczba-
mi catkowitymi, ma doktadnie jedno rozwigzanie w zbiorze {0,1,...,mimg...my—

1}.

i dotacz rozwigzanie do S otrzymujac wielomian p;(Xi,..., X;—1)

3 Algorytm D

Algorytm D, stuzy do budowy wielomianu, ktory interpoluje zadang funkcje.

Data: {p1,p2,...,pr} - zbior liczb wymiernych nalezacych do dziedziny

funkcji;
{my, ma,...,my} - zbior liczb catkowitych ;
Result: f(z) - wielomian taki, ze f(p;) = m;dlal <i <k
f(@) <= my

q(z) + (x —p1);

for i =2 do k do
f(@) « f(z) + a(pi)~1g(x)(m; — f(pi)) ;
q(x) < (v — pi)g(z) ;

end

zwroé f(x);



4 Algorytm S

Poprawnosé dziatania ponizszego algorytmu wymaga zalozenia rzadkosci wielo-
mianu po:

Definicja 4.1 Wielomian p(Xi,...,X,) #ozony z t jednomiandw, w ktérym
stopien kazdej ze zmiennych jest ograniczony przez d, jest rzadki, jezeli

t< (d+1)°

Ponadto zaklada sie, ze punkt poczatkowy jest dobry, tzn:

Definicja 4.2 Punkt a = (a1,as,...,a,) jest dobry, jezeli nie jest miejscem ze-
rowym wielomianu F = Fy ... F,_1, gdzie F; jest iloczynem niezerowych wspdt-
czynnikéw P traktowanego jako wielomian zmiennych Xq,...,X;

Definicja 4.3 Przyjmujemy, ze wielomian szkieletowy S ma t symboli, ktdre
reprezentujq wspotczynniki jednomiandw otrzymanych z S. Zapisujemy je jako
S1,. .., 8¢ gdzie indeks i jest zwigzany z wektorem (e;1,. .., e;v). Wtedy definiu-
jemy:

S(a1, ..., ay) = s1a{™..all + 520521 ...al? + ...+ spagt...at

Zainicjowanie Algorytmu S w dobrym punkcie gwarantuje, ze szukany wielo-
mian zostanie odtworzony prawidtowo. Poniewaz kazdy z wielomianéw F; jest
iloczynem co najwyzej t wielomianéw stopnia co najwyzej d w kazdej ze zmien-
nych, dostajemy, ze wielomian F' jest stopnia co najwyzej d - v - t. Z Lematu
Schwartza-Zippla mozna wykazaé, ze przy losowaniu punktow ze zbioru K ele-
mentowego prawdopodobienistwo wylosowania punktu, ktéry nie jest dobry, jest

. , v2d(d+1)"
ograniczone z gory przez ——p——.



Data: X = {X;, X»,..., X, } - zbior zmiennych;
d - ograniczenie gorne stopnia kazdej ze zmiennych;
F1()(1,)(27 . ,X,U) - funkcja;
(a1,az2,...,a,) - dobry punkt poczatkowy
Result: P(X;, Xs,...,X,) - wielomian pg stopnia co najwyzej d w kazdej
ze zmiennych, spelniajacy P(by,ba,...,b,) = F(b1,ba,...,b,)
dla wszystkich liczb catkowitych b;
S {(O)h
Po < ap;
for:=1 dowv do
for j =1 do d do
wylosuj 73
L < pusta lista;
t < dtugosé S,
for k=1 dot do
wylosuj (¢ — 1)-tke Ag;
dodaj rownanie S(Ay) = F(Ag, 75,0541, ..., a,) do ukladu L;
end
rozwiaz uktad L i dolacz rozwigzanie do S otrzymujac wielomian
pj(Xh . 7Xi—1)

end
przekaz do Algorytmu D wspotczynniki wielomianéw po, ..., pq
odpowiadajace jednomianom z S oraz a;,r1,...,7q;

polacz otrzymane ¢ wielomianéw z S, przypisz tak otrzymany
wielomian do pg, a jego wielomian szkieletowy do S

end
zZwr6é po;

Uwaga 4.4 Przy przejSciu przez zewnetrzng petle dla i = 1 otrzymane réwna-
nia liniowe mogq byé zalezne. W takim wypadku nalezy powtarzaé losowanie Ay
i dodawanie réownarn do L az do otrzymania wystarczajgcej liczby réwnan.

5 Algorytm M

Data: X = {X1, Xo,..., X, } - zbior zmiennych;
A - macierz wymiaru n X n o elementach z R;
y - wektor dlugosci n o elementach z R;
d - ograniczenie gorne stopnia kazdej ze zmiennych wielomianow z
docelowego wektora;
(a1,az,...,a,) - dobry punkt poczatkowy;
Result: = - wektor dtugosci n o elementach bedacych rzadkimi
wielomianami z R spelniajacy rownanie Ax =y
for i =1 don do
przypisz do F(X) i—ta wspolrzedna z bedacego rozwiazaniem uktadu
rownai A(X)z = y(X);
przypisz do i—tej wspolrzednej x wynik Algorytmu S zastosowanego
do X, d, F(X) oraz (a1, as,...,ay);
end
zZwro¢ T;



6 Modularnosé

Mozliwa modyfikacja powyzszego algorytmu jest uczynienie z niego algorytmu
modularnego, co moze przyspieszy¢ dziatanie. W tym celu nalezy zastapi¢ Al-
gorytm S w Algorytmie M ponizszym Algorytmem Spoq-
Data: X = {X1, X5,..., X, } - zbiér zmiennych;
d - ograniczenie goérne stopnia kazdej ze zmiennych;
F(Xy,Xs,...,X,) - funkcja;
(a1,as,...,a,) - dobry punkt poczatkowy;
Result: P(X;, Xs,...,X,) - wielomian stopnia co najwyzej d w kazdej
ze zmiennych, spelniajacy P(b1,ba,...,b,) = F(b1,ba,...,by)
dla wszystkich liczb catkowitych b;;
M <+ 1;
1+ 1;
repeat
wez nie wybrana wczesniej liczbe pierwsza my;
przypisz do p) wynik Algorytmu S uzytego do wejsciowych danych,
wykonujac wszystkie obliczenia w Z,,;
odtworz ze wspotezynnikow wielomianow p), ..., p(") przy uzyciu
Chinskiego Twierdzenia o Resztach wspolczynniki wielomianu po;

until otrzymany wielomian jest réwny otrzymanemu w poprzednim kroku;
zZwr6e po;
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